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Prólogo 


Un curso de ecuaciones diferenciales elementales es un medio excelente para que el estu¬ 
diante comprenda la relación que hay entre las matemáticas y las ciencias físicas o la inge¬ 
niería, Antes de que el ingeniero o el científico pueda aplicar con confianza las ecuaciones 
diferenciales, debe dominar las técnicas de resolución y tener un mínimo de conocimiento 
de la teoría que las fundamenta. El estudiante de matemáticas recibe un gran beneficio al 
conocer algunas de las maneras en que el deseo de resolver problemas específicos ha esti¬ 
mulado el trabajo de naturaleza más abstracta. 

Escribimos este libro desde el punto de vista intermedio de quien se dedica a las matemá¬ 
ticas aplicadas, cuyo interés en las ecuaciones diferenciales puede ser muy teórico e inten¬ 
samente práctico. Buscamos combinar una exposición sólida y precisa (pero no abstracta) 
de la teoría elemental de las ecuaciones diferenciales, con bastante material sobre métodos 
de resolución, análisis y aproximación que han probado su utilidad en una amplia variedad de 
aplicaciones. Pusimos atención especial en aquellos métodos de mayor aplicación y que 
pueden extenderse a problemas fuera del alcance de nuestro libro. Se hace hincapié en que es¬ 
tos métodos tienen una estructura sistemática y ordenada, y que no son sólo una colección 
diversa de artificios matemáticos. Los métodos analizados en el libro no sólo incluyen 
técnicas analíticas elementales que dan soluciones exactas en ciertas clases de problemas, 
también incluyen aproximaciones basadas en algoritmos numéricos o en desarrollos en 
serie, así como métodos cualitativos o geométricos que a menudo permiten una mejor com¬ 
prensión del comportamiento global de las soluciones. Estos últimos métodos se están vol¬ 
viendo mucho más accesibles a los estudiantes, como resultado del uso común de 
computadoras personales o calculadoras de bolsillo poderosas. 

De hecho, con la amplia disponibilidad del enorme poder de cómputo, incluyendo los 
flexibles paquetes de cómputo simbólico, es razonable preguntarse si los métodos analíti¬ 
cos elementales para resolver ecuaciones diferenciales siguen siendo un tema de estudio 
que valga la pena. Creemos que sí, al menos por dos razones. Primera, resolver un proble- 
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ma difícil de ecuaciones diferenciales a menudo exige el empleo de diversas herramientas, 
tanto analíticas como numéricas. Poner en práctica un procedimiento numérico eficiente 
requiere de un considerable análisis preliminar: determinar las características cualitativas 
de la solución como guía para el cálculo, investigar los casos límite o especiales, o descu¬ 
brir qué intervalos de las variables o parámetros requieren o ameritan atención especial. 
Segunda, comprender en cierta medida un proceso natural complicado a menudo se logra al 
combinar o partir de modelos más sencillos y más básicos. Estos últimos suelen describirse 
mediante ecuaciones diferenciales de un tipo elemental. Por tanto, el paso inicial e indis¬ 
pensable hacia la resolución de problemas más complejos es un conocimiento completo de 
estas ecuaciones, sus soluciones y los modelos que representan. 

Una de las metas de esta revisión es alentar a los estudiantes y maestros a explotar el 
poder de cómputo con el que aliora cuentan para que los estudiantes logren una compren¬ 
sión más profunda de las ecuaciones diferenciales y una apreciación más precisa de la mane¬ 
ra en que pueden aplicarse al estudio de problemas importantes de las ciencias naturales 
o la ingeniería. En esta edición se incluyen muchas gráficas nuevas generadas por compu¬ 
tadora que ayudan a declarar el comportamiento cualitativo de las a menudo complicadas 
fórmulas que producen los métodos analíticos de resolución. Al mismo tiempo, en el texto 
se hace un análisis más amplio de las propiedades geométricas o asintóticas de las solucio¬ 
nes. Se presentan aproximadamente 275 problemas nuevos, en muchos de los cuales se 
requiere que el estudiante ejecute algún cálculo numérico, construya (con ayuda de algún 
paquete idóneo para trazar gráficas) la gráfica de una solución y, con frecuencia, llegue a 
conclusiones adecuadas a partir de esas acciones. Por último, se agregan dos nuevas seccio¬ 
nes: una sobre ecuaciones en diferencias de primer orden en la que se destaca la ecuación 
logística, y otra sobre las ecuaciones de Lorenz. En estas secciones se presentan algunas de 
las ideas básicas asociadas con bifurcaciones, caos y atractores extraños. Además de ser 
fascinante por sí mismo, este material puede usarse para terminar con la creencia de que las 
matemáticas son una disciplina ya agotada, y no una en constante crecimiento y renovación. 

Escribimos este libro principalmente para estudiantes que ya tienen conocimientos de 
cálculo obtenidos en un curso normal de dos o tres semestres; el material de la mayor parte 
del libro es accesible a estos estudiantes. En el capítulo 7 se resume en dos secciones la 
información necesaria acerca de las matrices. Las secciones señaladas con un asterisco 
probablemente requieren mayor elaboración matemática (aunque, en términos escritos, no 
más conocimientos) que el resto del libro. Algunos problemas también están señalados con 
un asterisco, lo cual indica que son más difíciles que la mayoría y que, en algunos casos, 
rebasan el alcance del material presentado en el propio libro. 

Consideramos que este libro ofrece una flexibilidad mayor que el promedio para adaptar¬ 
se a las necesidades de un curso. A partir del capítulo 4, los capítulos son en esencia inde¬ 
pendientes entre sí, aunque el capítulo 11 sigue lógicamente al capítulo 10 y el capítulo 9 
contiene citas del capítulo 7. De este modo, una vez que se completan las partes necesarias 
de los tres primeros capítulos (en términos generales, las secciones 1.1, 2.1, a 2.4 y 3.1 a 
3.7), la selección de los temas adicionales, así como el orden y profundidad con los cuales 
se traten, quedan al criterio del profesor. Por ejemplo, aunque hay bastante material sobre 
aplicaciones de varios tipos, especialmente en los capítulos 2, 3, 9 y 10, la mayor parte de 
este material se presenta en secciones separadas, de modo que un profesor puede elegir con 
facilidad las aplicaciones que desee incluir y las que quiera omitir. Otra posibilidad es 
combinar la presentación de las ecuaciones lineales de segundo orden y de orden superior 
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mediante el estudio concurrente de los capítulos 3 y 4. Todavía otra posibilidad es empezar 
la presentación del material sobre métodos numéricos del capítulo 8 inmediatamente des¬ 
pués, o incluso al mismo tiempo, que el material sobre problemas con valor inicial de 
primer orden del capítulo 2. Por último, aunque en esta revisión se supone que el estudiante 
dispone de una computadora o calculadora, es posible que algún profesor que no desee 
destacar este aspecto del tema lo logre, si selecciona con un poco más de atención los 
problemas asignados. 

Al final de cada sección del texto hay un conjunto de problemas para el estudiante. Estos 
problemas van desde los comunes hasta los que representan un reto; en algunos de estos úl¬ 
timos se amplían aspectos de la teoría o se introducen áreas de aplicación que no se trataron 
en el texto principal. Como ya se mencionó, en otros problemas es necesaria una investiga¬ 
ción, con ayuda de computadora, de una ecuación diferencial mediante la aplicación de 
técnicas numéricas o gráficas. Al final del libro se dan las respuestas de casi todos los 
problemas. También, hay un manual de soluciones, compilado por Charles W. Haines del Ro- 
chester Institute of Technology, que contiene soluciones detalladas de muchos problemas. 

Las secciones del libro están numeradas en forma decimal y, en cada sección, los teore¬ 
mas y las figuras lo están consecutivamente. Así, el teorema 3.2.4 es el cuarto teorema de la 
sección 3.2. Al término de cada capítulo se proporciona una bibliografía general y, algunas 
veces, las más específicas aparecen como notas de pie de página. 

El alcance del libro puede juzgarse a partir del contenido, y los lectores que conocen la 
edición anterior encontrarán que ésta sigue el mismo patrón general. Sin embargo, esta 
revisión contiene muchos cambios menores y los más importantes se dan en seguida, algu¬ 
nos de los cuales ya se mencionaron: 

1. En correspondencia con la tendencia de crecimiento de la materia así como con la 
creación de paquetes amigables para construir gráficas por computadora, en esta edición se 
hace mayor hincapié en las propiedades geométricas de las ecuaciones diferenciales y sus 
soluciones. En comparación con las ediciones anteriores, hay más gráficas, más análisis de 
las propiedades y métodos geométricos y más problemas en los que el estudiante debe 
hacer gráficas u obtener conclusiones a partir de ellas. 

2. En el texto se destaca más la obtención de conclusiones a partir de una solución, y no 
sólo la deducción de la solución en sí, y también se proponen más problemas en este sentido. 
Lo anterior refleja el hecho de que a menudo la motivación para resolver una ecuación 
diferencial particular es la necesidad de comprender algún proceso o fenómeno natural 
descrito por la ecuación. 

3. Se han agregado secciones nuevas sobre ecuaciones en diferencias de primer orden 
y sobre las ecuaciones de Lorenz, introduciendo los conceptos de bifurcaciones, caos y 
atractores extraños. 

4. El material básico acerca de las ecuaciones lineales de segundo orden del capítulo 3 
se volvió a escribir para hacer más directa la presentación y, en especial, para analizar la 
solución de algunos problemas simples antes de abordar la teoría general. 

5. Se intercambiaron los capítulos 4 (ecuaciones lineales de orden superior) y 5 (solu¬ 
ciones en series de potencias) para facilitar la labor de los profesores que deseen combinar 
el tratamiento de las ecuaciones lineales de segundo orden y las de orden superior. 

6. Al capítulo 8 se le agregó un análisis más completo de los métodos numéricos para 
resolver sistemas de ecuaciones. También se proponen aproximadamente 30 problemas 
nuevos en este capítulo. 
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1 . El capítulo 9, sobre análisis de estabilidad y del plano fase, íue ampliado de manera 
considerable. Además de la nueva sección sobre las ecuaciones de Lorenz, ahora hay dos 
secciones en vez de una sobre la interacción de dos poblaciones, asi como una sección 
nueva sobre ciclos límite en la que se hace resaltar la ecuación de van der Pol. 

A medida que el tema de estudio de las ecuaciones diferenciales continúe creciendo, que 
nuevas tecnologías se vuelvan lugar común, que se amplíen ios antiguos campos de aplica¬ 
ción y que suijan nuevos campos en este aspecto, así tendrán que evolucionar el contenido 
y los puntos de vista de los cursos y sus libros de texto. Esta ílie la idea que pretendimos 
expresar en este libro. 


William E. Boyce 
Troy, Nueva York 
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Introducción 


En este breve capítulo se proporciona una perspectiva del estudio de las ecuaciones dife¬ 
renciales. Primero, se indican varias maneras de clasificar las ecuaciones, a fin de contar 
con una estructura organizada para el resto del libro. Luego, se presentan algunas de las 
figuras y tendencias más importantes en el desarrollo histórico de la materia. El estudio de 
las ecuaciones diferenciales ha llamado la atención de muchos de los matemáticos más 
grandes del mundo a lo largo de los tres últimos siglos. Sin embargo, sigue siendo un 
campo dinámico de la investigación actual, con muchas preguntas interesantes abiertas. 

d if e re nc i a I es 

Cuando se plantean en términos matemáticos muchos problemas importantes y significati¬ 
vos de la ingeniería, las ciencias físicas y las ciencias sociales, se requiere determinar una 
función que satisfaga una ecuación que contiene una o más derivadas de la función desco¬ 
nocida. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales. Quizá el ejemplo más 
conocido es la ley de Newton 


m 


d^u{t) 

dt^ 





du(t) 

~dr 


(í) 


para la posición u(t) de una partícula sobre la cual actúa una fuerza F, que puede ser una 
función del tiempo r, de la posición u(t) y de la velocidad du(t)/dt. Para determinar el mo¬ 
vimiento de una partícula sobre la que actúa una fuerza F es necesario hallar una función u 
que satisfaga la ecuación (1). 

El objetivo primordial de este libro es analizar algunas propiedades de las soluciones de 
las ecuaciones diferenciales y describir algunos de los métodos que han probado su eficacia 
para hallar las soluciones o, en algunos casos, dar aproximaciones de las mismas. A fin de 
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contar con un marco de referencia para la presentación, en principio se mencionarán varias 
maneras útiles de clasificar las ecuaciones diferenciales. 


Ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Una de las clasificaciones más eviden¬ 
tes se basa en el hecho de si la función desconocida depende de una sola variable indepen¬ 
diente o de varias variables independientes. En el primer caso en la ecuación diferencial 
sólo aparecen derivadas ordinarias, por lo que se dice que es una ecuación ordinaria; En el 
segundo las derivadas son derivadas parciales, por lo que la ecuación se denomina ecua¬ 
ción diferencial parcial. 

Además de la ecuación (1), dos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son 


d^Qit) 

dt^ 




E(t), 


( 2 ) 


para la carga Q(t) en un condensador en un circuito con capacitancia C, resistencia R, 
inductanciaZ, y voltaje aplicado£(í), y la ecuación que rige el decaimiento con el tiempo de 
una cantidad R(t) de una sustancia radiactiva, como el radio, 


clR{t) 
di . 


-kR(t), 


( 3 ) 


en donde k es una constante conocida. Ejemplos típicos de ecuaciones diferenciales parcia¬ 
les son la ecuación del potencial 

dx^ 

la ecuación de la difusión o conducción del calor 

, d^u{x, t) du(x, t) 


y la ecuación de onda 


, d^u{x, t) d^u{x, t) 


( 6 ) 


en donde y son ciertas constantes. La ecuación del potencial, de difusión y de onda 
surgen de diversos problemas en los campos de la electricidad y del magnetismo, elasti¬ 
cidad y mecánica de fluidos. Cada una de ellas es típica de fenómenos físicos distintos 
(observe los nombres) y cada una es representativa de una gran clase de ecuaciones dife¬ 
renciales parciales. 


Sistemas de ecuaciones diferenciales. Otra clasificación de las ecuaciones diferenciales 
depende del número de funciones desconocidas que intervienen. Si hay que determinar una 
sola función, entonces basta una ecuación. Sin embargo, si existen dos o más funciones 
desconocidas, entonces se requiere un sistema de ecuaciones. Por ejemplo, las ecuacio¬ 
nes de Lotka-Volterra, o del depredador-presa, son importantes en la creación de modelos 
ecológicos; estas ecuaciones tienen la forma 



1.1 Clasificación de las ecuaciones diferenciales 


dH/dt= aH - aHP, 
dPjdt = -cP + yHP, 
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(7) 


en donde H(t) y P(t) son las poblaciones respectivas de las especies presa y depredadora. 
Las constantes a, a, c y y se basan en observaciones empíricas y dependen de las especies 
en estudio. En los capítulos 7 y 9 se estudian los sistemas de ecuaciones; en particular, en la 
sección 9.5, se examinan las ecuaciones de Lotka-Volterra. 

Orden. El orden de una ecuación diferencial es el orden de la derivada más alta que apa¬ 
rece en ella, así, las ecuaciones (1) y (2) son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo 
orden y la (3) es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden. (4), (5) y (6) son 
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden. De manera más general, la ecuación 

F[x, u{x), u'{x\ ..., = 0 (8) 

es una ecuación diferencial ordinaria de n-ésimo orden. La ecuación (8) representa una 
relación entre la variable independiente x y los valores de la función w y sus « primeras 
derivadas u\ u'\ ..., En las ecuaciones diferenciales es conveniente y se acostumbra 
escribir y en vez de w(x), así como y\ y\ . . . , en vez de u^x), w"(x), .. ., y^\x); por 
tanto, la ecuación (8) se escribe como 

E(x, y, ..., = 0. (9) 

Por ejemplo, 

-h le^^y" + yy' = x"^ (10) 

es una ecuación diferencial de tercer orden para y = u(x). En ocasiones se usan otras letras 
en lugar de y; el resultado resulta evidente a partir del contexto. 

Se supone que siempre es posible despejar la derivada de orden más alto en una ecuación 
diferencial ordinaria dada y obtener 

= /(x, y, y', y",.. ., ‘ 0- (11) 

Sólo se estudiarán las ecuaciones de la forma (11). Lo anterior se hace principalmente para 
evitar la ambigüedad que pudiera surgir debido a que una sola ecuación de la forma (9) 
puede corresponder a varias ecuaciones de la forma (11). Por ejemplo, la ecuación 

y'^ -h xy' + 4y = 0 

da las dos ecuaciones 


/ = 



o y' = 



Solución. Una solución de la ecuación diferencial ordinaria (11) sobre el intervalo a <x 
< P es una función (¡> tal que existen (j >'\..., 0^'^) y se satisface 

= /[x, d)(x), 4>'{x), ‘ >(x)] (12) 

para toda x en a < x < p. A menos de que se diga otra cosa, se supone que la función / de 
la ecuación (11) es una función de valores reales, y se tiene interés en obtener las soluciones 
y = (f)(x) de valores reales. 
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Es fácil comprobar por sustitución directa que la ecuación de primer orden (3) 

dR/dt = -kR 


tiene la solución 


R = (j)(t) =z ce —00 < í < oc, (13) 

en donde c es una constante arbitraria. De manera semejante, las funciones = eos jc y 
>’ 2 (x) = sen X son soluciones de 

+ (14) 

para toda x. Como un ejemplo un poco más complicado, se comprueba que =x^\nx 
es una solución de 


Se tiene 


— 3xy' + 4y = O, x > 0. 


(15) 


(¡)i(x) — In X, 

(l)\(x) = x^(l/x) + 2x In X = X + 2x In x, 

(¡y'íix) ~ 1 + 2x(l/x) + 2 In X = 3 + 2 ín X. 

Al sustituir en la ecuación diferencial (15) se obtiene 

x"(3 + 2 In x) — 3x(x 4- 2x In x) 4- 4(x^ In x) 

= 3x- - 3x- + (2 - 6 + 4)x“ In X = 0, 

con lo cual se comprueba que (f>^{x) = In x es una solución de la (15). También es posible 
demostrar que (f>^(x) = x^ es una solución de la ecuación (15); se deja esto último como 
ejercicio. 

Aunque para las ecuaciones (3), (14) y (15) es posible verificar que ciertas funciones 
sencillas son soluciones, en general no se tienen con facilidad esas soluciones. Por tanto, 
una pregunta fundamental es: dada una ecuación de la forma (11), ¿cómo es posible decir si 
tiene una solución? Esta es la cuestión de existencia de una solución. El hecho de que se ha¬ 
ya escrito una ecuación de la forma (11) no necesariamente significa que exista una función 
y = (^x) que la satisfaga. De hecho, no todas las ecuaciones diferenciales tienen soluciones, 
ni su existencia es un asunto puramente matemático. Si un problema físico que tenga senti¬ 
do, se plantea matemáticamente de manera correcta como una ecuación diferencial, enton¬ 
ces el problema matemático debe tener una solución. En este sentido, un ingeniero o un 
científico cuenta con un medio para comprobar la validez del planteamiento matemático. 

En segundo lugar, suponiendo que una ecuación dada tiene una solución, ¿tendrá otras 
soluciones? En caso afirmativo, ¿qué tipo de condiciones adicionales es necesario especifi¬ 
car para singularizar una solución específica? Esta es la cuestión de unicidad. Obsérvese 
que para la ecuación de primer orden (3) existen una infinidad de soluciones, que corres¬ 
ponden a la infinidad de posibilidades de elección de la constante c de la ecuación (13). Si 
se especifica R en algún instante f, esta condición determinará un valor de c; sin embar¬ 
go, aún así no se sabe todavía si la ecuación (3) no tiene otras soluciones que también 
tengan el valor prescrito ácR en el instante predeterminado t. Las cuestiones de existencia 



IJ Clasificación de las ecuaciones diferenciales 


21 


y unicidad son difíciles de responder; a medida que se avance se analizarán estas dudas y 
otras relacionadas. 

Una tercera pregunta, más práctica, es: dada una ecuación diferencial de la ecuación (11), 
¿cómo se determina realmente una solución? Observe que si se encuentra una solución de 
la ecuación dada, al mismo tiempo se responde la pregunta de la existencia de una solu¬ 
ción. Por otra parte, sin conocer la teoría de la existencia posible, por ejemplo, usar una 
computadora para hallar una aproximación numérica a una “solución” que no existe. Aun¬ 
que fuese posible saber que existe una solución, puede ser que ésta no sea expresable en 
términos de las funciones elementales usuales: funciones polinomiales, trigonométricas, 
exponenciales, logarítmicas e hiperbólicas. No obstante, esto es lo que sucede para la ma¬ 
yor parte de las ecuaciones diferenciales. Por tanto, al mismo tiempo que se analizan los 
métodos elementales que pueden aplicarse para obtener soluciones de ciertos problemas 
relativamente sencillos, también es importante considerar los métodos de naturaleza más 
general que puedan aplicarse a problemas más difíciles. 

Ecuaciones lineales y no lineales. Otra clasificación decisiva de las ecuaciones dife¬ 
renciales es si éstas son lineales o no lineales. Se dice que la ecuación diferencial ordinaria 

F(x. = o 

es lineal si F es una función lineal de las variables y, y', , y^”^; se aplica una definición 

semejante para las ecuaciones diferenciales parciales. Por tanto, la ecuación diferencial 
ordinaria lineal general de orden n es 

aoix)/"' + “'’ + ••• + a„(x)y = g{x). (16) 

Las ecuaciones (2) a (6), (14) y (15) son lineales. Una ecuación que no es de la forma (16) 
es no lineal. La (10) es no lineal debido al término yy'. Un problema físico sencillo que da 
origen a una ecuación diferencial no lineal es el péndulo oscilante. El ángulo 0 formado por 
un péndulo oscilante de longitud /, con respecto a la vertical (ver la figura 1.1.1) satisface la 
ecuación no lineal 


d^O 9 n 

_^^_sen/9=:0. (Í7) 

dr l 

La teoría matemática y las técnicas para resolver ecuaciones lineales están bastante desa¬ 
rrolladas. Por el contrario, para las ecuaciones no lineales la situación no es tan satisfacto- 



mg 


FIGURA 1.1.1 Péndulo oscilante. 
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ña. Faltan en gran parte técnicas generales para resolver las ecuaciones no lineales y la 
teoría no asociada con ellas también es más complicada que la correspondiente de las 
ecuaciones lineales. En vista de lo anterior, resulta conveniente que muchos problemas 
importantes originen ecuaciones diferenciales ordinarias lineales o, por lo menos en una 
primera aproximación, ecuaciones lineales. Por ejemplo, para el problema del péndulo, si 
el ángulo 6 es pequeño, entonces sen 0 = 0 y la ecuación (17) puede sustituirse por la 
ecuación lineal 


d^6 g „ 
dt^ l 


( 18 ) 


Por otra parte, existen fenómenos físicos importantes, como los problemas ecológicos de 
las secciones 9.4 y 9.5, en los que no es posible dar una aproximación de las ecuaciones 
diferenciales no lineales rectoras por medio de lineales: la no linealidad es decisiva. 

En un texto elemental es natural hacer hincapié en el análisis de las ecuaciones lineales. 
Por consiguiente, la mayor parte de este libro está dedicada a las ecuaciones lineales y a 
diversos métodos para resolverlas. Sin embargo, los capítulos 8 y 9, así como una gran 
parte del capítulo 2, tratan de ecuaciones no lineales. A lo largo de todo el texto se intenta 
mostrar por qué las ecuaciones no lineales son, en general, más difíciles y por qué muchas 
de las técnicas útiles para resolver ecuaciones lineales no pueden aplicarse a las no lineales. 


Campos direccionales. A partir del próximo capítulo se analizarán con detalle muchos 
métodos para resolver varias clases de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, antes de 
proceder a ese análisis, vale la pena hacer algunos comentarios acerca de la interpretación 
geométrica de las ecuaciones diferenciales y sus soluciones. Un punto de vista geométrico 
es particularmente útil para las ecuaciones de primer orden, es decir, ecuaciones de la forma 

dy 

¿=/(x,y). (19) 

Dado que una solución de la ecuación (19) es una función y = la representación 
geométrica de una solución es la gráfica de una función. Geométricamente, en la ecua¬ 
ción (19) se afirma que, en cualquier punto {x, y) la pendiente dy/dx de la solución en ese 
punto está dada por/(x, y). Esto pude indicarse si se traza un pequeño segmento rectilíneo 
que pase por el punto (x, y) con la pendiente /(x, y). La colección de todos esos segmentos 
rectilíneos se llama campo direccional de la ecuación diferencial (19). El campo direccional 
puede observarse si se trazan pequeños segmentos rectilíneos en algún conjunto represen¬ 
tativo de puntos en el plano xy. Aunque hacer esto manualmente es tedioso, resulta una 
tarea sencilla para una computadora, ya que sólo se requiere la evaluación repetida ácf(x, 
y) para valores diferentes de jc y y. Por lo general se elige alguna rejilla rectangular de 
puntos. Una vez que se obtiene un esquema del campo direccional, a menudo es posible ver 
de inmediato el comportamiento cualitativo de las soluciones, o quizá observar regiones 
del plano que tienen algún interés especial. 

Por ejemplo, en la figura 1.1.2 se tiene el campo direccional de la ecuación 


dy 3 — y 
dx ^ 


( 20 ) 
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FIGURA 1.1.2 Campo direccional de y' = (3 -y)/2. 


Para esta ecuación,/(x, y) sólo depende de y, de modo que los segmentos rectilíneos tienen 
la misma pendiente en todos los puntos sobre cualquier recta paralela al eje x. Por ejemplo, 
sobre la recta y = 2 la pendiente de cada segmento rectilíneo es 1/2. Cualquier solución de 
la (20) tiene la propiedad de que, en todo punto, su gráfica es tangente al elemento del cam¬ 
po direccional en ese punto. Por tanto, como puede observarse a partir de esta figura, el 
campo direccional proporciona una información cualitativa acerca de las soluciones. Por 
ejemplo, con base en la figura 1.1.2 parece evidente que las soluciones son funciones de¬ 
crecientes cuando y > 3, que son crecientes cuando y < 3, y que, aparentemente, todas las 
soluciones tienden al valor 3 cuando x oo. 

En la sección 2.1 se estudia con mayor detalle esta ecuación; allí se encontrarán sus 
soluciones y se confirmarán estas conclusiones tentativas. 

Como otro ejemplo, considere la ecuación 

^ = e~^-2y. ( 21 ) 

dx 

Ahora la función f(x, y) = e~^ - 2y depende tanto de x como de y, de modo que es una 
ecuación más complicada que la (20). En la figura 1.1.3 se muestra el campo direccional de 
la ecuación (21). Una vez más, el patrón general de las curvas solución resulta evidente con 
base en esta figura y parece que todas las soluciones tienden a cero cuando x oo. 

Empleo de las computadoras en las ecuaciones diferencíales. Una computadora puede 
ser una herramienta bastante valiosa para el estudio de las ecuaciones diferenciales. Duran¬ 
te muchos años se han utilizado las computadoras para ejecutar algoritmos numéricos, 
como los que se describen en el capítulo 8, a fin de construir aproximaciones numéricas 
para las soluciones de ecuaciones diferenciales. En la actualidad, estos algoritmos se han 
refinado hasta un nivel extremadamente superior de generalidad y eficiencia. Para resolver 
numéricamente una amplia variedad de ecuaciones diferenciales bastan unas cuantas líneas 
de código de computadora, escritas en un lenguaje de alto nivel, como FORTRAN, BASIC 
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O Pascal, y que se ejecuten (a menudo en unos cuantos segundos) en una computadora 
relativamente poco costosa. En la mayoría de los centros de cómputo se cuenta con las 
rutinas más complicadas. Estas rutinas combinan la capacidad de manejar sistemas muy 
grandes y complejos, con numerosas características de diagnóstico que alertan al usuario 
respecto a posibles problemas a medida que se presentan. La salida usual de un algoritmo 
numérico es una tabla de números en la que se listan valores seleccionados de la variable 
independiente y los valores correspondientes de la variable dependiente. Con medios idó¬ 
neos para trazar gráficas con computadoras, también es fácil presentar gráficamente la 
solución de una ecuación diferencial, sin importar que la solución se haya obtenido numé¬ 
ricamente o como resultado de un procedimiento analítico de algún tipo. Esta presentación 
gráfica suele ser mucho más ilustrativa y útil, para comprender e interpretar la solución de 
una ecuación diferencial, que una tabla de números o una fónnula analítica complicada. 
Por ejemplo, muchas de las figuras en este libro se generaron por medio de una computa¬ 
dora, aunque hayan sido vueltas a trazar por un artista. Por supuesto, ahora la amplia dispo¬ 
nibilidad de microcomputadoras poderosas ha puesto este tipo de capacidad de cómputo y 
gráfica al alcance de los estudiantes, quienes poseen sus propias computadoras personales 
o tienen acceso a laboratorios públicos de microcomputadoras. Un estudiante interesado en 
las ecuaciones diferenciales debe considerar, a la luz de sus propias circunstancias, la mejor 
manera de aprovechar los recursos de cómputo de que disponga. En el mercado existen 
varios paquetes de software bien diseñados para la investigación gráfica de las ecuaciones 
diferenciales y seguramente en el futuro aparecerán más. Al final de este capítulo, en la 
bibliografía, se listan algunos de los paquetes disponibles. 

Otro aspecto muy pertinente del uso de las computadoras para el estudio de ecuaciones 
diferenciales es la existencia de paquetes de software extremadamente poderosos y genera¬ 
les para efectuar cálculos simbólicos y numéricos. Entre éstos se encuentran Derive, 
Macsyma, Maple, Mathematica, y MathScribe, cada uno de los cuales puede utilizarse en 
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varios tipos de computadoras personales o estaciones de trabajo. Entre otras funciones, 
estos paquetes pueden efectuar las operaciones analíticas que intervienen en la resolución 
de muchas ecuaciones diferenciales, a menudo en respuesta a una sola instrucción. El em¬ 
pleo de manipuladores simbólicos o del álgebra por computadora aún es incipiente, pero 
quienquiera que pretenda abordar las ecuaciones diferenciales de forma no superficial debe 
familiarizarse por lo menos con un paquete de manipulación simbólica e investigar las 
maneras en que es posible aplicarlo. 

Para el estudiante, estos recursos diversos de cómputo tienen un efecto sobre la manera 
en que debe estudiar las ecuaciones diferenciales. Sigue siendo esencial comprender cómo 
se aplican los diversos métodos de resolución, y esta comprensión se logra en parte al 
trabajar con detalle un número suficiente de empleos. Sin embargo, llegará el momento en 
que deba delegar tanto como sea posible los detalles sistemáticos (a menudo repetitivos) a 
una computadora para concentrar más la atención en el planteamiento adecuado del proble¬ 
ma y en la interpretación de la solución. En especial, el estudiante debe esforzarse por 
combinar los métodos numéricos, gráficos y analíticos a fin de comprender mejor el com¬ 
portamiento de la solución y del proceso subyacente modelado por el problema. Nuestro 
punto de vista es que siempre debe tratar de usar las mejores herramientas disponibles para 
cada tarea. Algunas veces pueden ser lápiz y papel; otras, una computadora o una calcula¬ 
dora. A menudo lo mejor es una combinación atinada. 




En cada uno de los problemas 1 a 6, determine el orden de la ecuación diferencial dada; diga 
también si la ecuación es lineal o no lineal 


1 . 

3. 

5. 


d^y dy 

+ X — -I- 2y = sen X 
dx^ dx 


dy 

dx^ 

d^y 

dx^ 





+ sen(x + >?) = sen x 


2 . (1 + 

4. A = o 

dx 

d^v dy , , 

6. + X —- -i- (cos^ x) y = x-^ 

dx dx 


En cada uno de los problemas 7 a 14, verifique que la función o funciones que se dan son una 
solución de la ecuación diferencial. 

7. y" — y = 0; yi(x) = yji^) ~ cosh x 

8. /' -f 2/ - 3y = 0; >’i(x) - 

9. xy' — y = x^; y = 3x + x^ 

10. y'"' 4y'" -h 3y — x; yi(x) = x/3, y 2 (x) = e”"" + x/3 

11. 2xV 4- 3xy' — y = 0, x > 0; y'iíx) = x^'^, y’aí^) = x“^ 

12. x^y" -y 5xy' + 4y = 0, x > 0; yi(x) = x'^, y 2 (x) = x“^ In x 

13. y" -i- y = sec x, 0 < x < 7r/2; y = (eos x) In eos x + x sen x 

14. y' — 2xy — 1; y = jj rff 4- 
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En cada uno de los problemas 15 a 18, determine los valores de r para los que la ecuación 
diferencial dada tiene soluciones de la forma y = 

15. y + 2 V = o 16. y - y = o 

17. y' 4- y - 6y = o 18. y" - 3y' -i- 2y = o 

En cada uno de los problemas 19 y 20, determine los valores de r para los que la ecuación 
diferencial dada tiene soluciones de la forma y = para jc> 0. 

19. xV' + 4xy + 2y = o 20. x^y" - 4xy -h 4y = 0 

En cada uno de los problemas 21 a 26, determine el orden de la ecuación diferencial parcial 
dada; diga también si la ecuación es lineal o no lineal. Las derivadas parciales se denotan por 
medio de subíndices. 

21. + Uyy H- = 0 22. 

23. ü = Uff 24. + Uyy 4" uu^ 4 uUy + w = 0 

25. ^ Uyyyy Ü 20. U( “h = l 4" U y- 


En cada uno de los problemas 27 a 32, verifique que la función o funciones dadas son una 
solución de la ecuación diferencial parcial correspondiente. 


27. 

+ 

Uyy = 0; 


M,(x, , 

y) = eos X cosh y, U 2 ÍX, 

y) = [n{x^ + y') 

28. 


= 

«1 

(x, t) = 

= c~“^'senx, U 2 ÍX, t) ~ e 

■ ~ sen Áx, Á es una constante real 

29. 


= Utñ 

u 

i(.>c, t) -- 

= sen 2x sen Aní, W 2 (x, f) 

= sen(x — at), á es una constante real 

30. 

«XX + 

Uyy + W,, 

. = 

0 ; 

w = 4. y2 + 

(x, y, z) # (0,0,0) 

31. 

a^«xx 

= Ut\ 

u 

= (tt/O 

í > 0 


32. 

a^«xx 

= 

u 

= /(x 

- at) -h g{x 4 at\ 



en donde/y ^son funciones doblemente diferenciables 


En cada uno de los problemas 33 a 40 use una computadora, de ser posible, para hacer un 
esquema del campo direccional de la ecuación diferencial dada. Con base en el campo 
direccional, determine el comportamiento de y cuando x oc. 


33. y - -1 - 2y 
35- y == -2 + X - y 
37. y' = e""" -h y 
39. y - y(4 ~ y) 


34. y' — y 4- 2 
36. y' = x£? — 2y 

38. y' = X + 2y 
40. y = -y(5 - y) 


Isóclínas. Si es necesario trazar manualmente el campo direccional de la ecuación diferen¬ 
cial y -f{x, y), es útil observar que la pendiente y' de la solución tiene el valor constante cen 
todos los puntos de la curva/(x, y) = c. Estas curvas se denominan isóclinas. Para ecuaciones 
relativamente simples es posible trazar el campo direccional dibujando unas cuantas isóclinas 
y luego insertar los segmentos rectilíneos tangentes a la solución en varios puntos de cada 
una. Por ejemplo, las isóclinas de la ecuación (20) son rectas paralelas al ejexy las isóclinas 
de la (21) son las gráficas de la ecuación y = (e~^~ c)/2 para varios valores de c. En cada uno de 
los problemas del 41 al 46, determine las isóclinas y después úselas para trazar el campo di¬ 
reccional. Compruebe su dibujo usando una computadora, si es posible. 

42. y = -y(l + y") 

44. y' = 2x — 3y 
46. y' = 1 — xy 


41. y = 3 - 2y 
43. / = (1 - y)(2 - y) 
45. / = 
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1.2 Notas históricas 


Si no se tienen algunos conocimientos acerca de las ecuaciones diferenciales y los métodos 
para resolverlas, es difícil apreciar la historia de esta importante rama de las matemáticas. 
Además, el desarrollo de las ecuaciones diferenciales está estrechamente relacionado con 
el desarrollo general de las matemáticas, por lo que no es posible separarlo de éste. Sin 
embargo, para proporcionar una perspectiva histórica, se indican algunas de las tendencias 
más importantes en la historia de la materia y se identifican los primeros contribuido¬ 
res más sobresalientes. En los pies de página dispersos en todo el libro y en la bibliografía 
que se encuentra al final de este capítulo se proporciona información histórica adicional. 

El estudio de las ecuaciones diferenciales se originó en los albores del cálculo con Isaac 
Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), en el siglo XVII. Newton 
creció en la campiña inglesa, estudió en el Trinity College de Cambridge y trabajó ahí 
como profesor de matemáticas a partir de 1669. Sus memorables descubrimientos del cál¬ 
culo y las leyes fundamentales de la mecánica datan de 1665. Estos circularon en forma 
privada entre sus amigos, pues Newton era extremadamente sensible a la crítica y no co¬ 
menzó a publicar sus resultados hasta 1687 con la aparición de su libro más famoso, 
Philosophiae naturalisprincipia mathematica. Aunque Newton trabajó relativamente poco 
en las ecuaciones diferenciales per se, su desarrollo del cálculo y su aclaración de los prin¬ 
cipios fundamentales de la mecánica proporcionaron una base para la aplicación de aqué¬ 
llas en el siglo XVIII, de modo más notable por Euler. Newton clasificó las ecuaciones 
diferenciales de primer orden según las formas dy dx- f{x\ dyidx = f(y) y dy/dx = f{x, y). 
Para la última ecuación desarrolló un método de resolución, aplicando series infinitas, cuan¬ 
do f(x, y) es un polinomio en x y y. La larga carrera de investigación activa de Newton, 
terminó a principios de la década de 1690, salvo por la resolución de problemas ocasionales 
que constituían un desafío. En 1695 fue designado guardián de la Casa de Moneda británica 
y algunos años después, renunció a su cátedra. Fue nombrado caballero en 1705 y al falle¬ 
cer sus restos fueron depositados en la Abadía de Westminster. 

Leibniz nació en Leipzig y terminó su doctorado en filosofía a la edad de 20 años en la 
Universidad de Altdorf. Durante toda su vida se entregó a trabajos eruditos en varios cam¬ 
pos. En matemáticas fue esencialmente autodidacta, ya que su interés en la materia se 
inició cuando tenía un poco más de 20 años. Leibniz llegó a los resultados fundamentales 
del cálculo de manera independiente, aunque un poco más tarde que Newton, pero los 
publicó primero, en 1684. Leibniz tenía plena conciencia del poder de una buena notación 
matemática, y la notación actual para la derivada {dyidx) y el símbolo de la integral se 
deben a él. Descubrió el método de la separación de variables (sección 2.3) en 1691, la 
reducción de ecuaciones homogéneas a ecuaciones separables (sección 2.9) en 1691, y el 
procedimiento para resolver ecuaciones lineales de primer orden (secciones 2.1 y 2.2), en 
1694. Fue embajador y consejero de varias familias de la realeza alemana, lo que le permi¬ 
tió viajar mucho y mantener una amplia correspondencia con otros matemáticos, en espe- 
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ciaí con los hermanos Bernoulli. En el curso de esta correspondencia se resolvieron mu- 
chos problemas de ecuaciones diferenciales durante la última parte del siglo XVIL 

Los hermanos Jakob (1654-1705) y Johann (1667-1748) Bernoulli de Basilea hicieron 
mucho por llegar a métodos para resolver ecuaciones diferenciales y ampliar el alcance de 
sus aplicaciones: Jakob empezó a trabajar como profesor de matemáticas en Basilea en 
1687, y Johann obtuvo la misma cátedra al morir su hermano en 1705. Fueron pendencie¬ 
ros, celosos y frecuentemente se enredaban en disputas, especialmente entre ellos. Sin em¬ 
bargo, los dos hicieron contribuciones importantes en varias áreas de las matemáticas. Con 
la ayuda del cálculo plantearon y resolvieron varios problemas de la mecánica como 
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, Jakob Bernoulli resolvió la ecuación diferencial y' = 
{a^l{b^y - en 1690 y en el mismo artículo aplicó el término “integral” en el sentido 
moderno. En 1694, Johann Bernoulli pudo resolver la ecuación dyidx = yíax, aun cuan¬ 
do todavía no se sabía que d(\n x) = dxlx. Uno de los problemas a cuya solución colaboraron 
los dos hermanos, y que provocó bastantes fricciones entre ellos, fue el de la braquistócrona 
(la determinación de la curva de descenso más rápido). En el problema 17 de la sección 2.7 
se verá que este problema da origen a la ecuación no lineal de primer orden 

en donde c es una constante. El problema de la braquistócrona también fue resuelto por 
Leibniz y Newton, además de los hermanos Bernoulli. Se dice, aunque quizá no sea cierto, 
que Newton supo del problema al final de una tarde de un fatigoso día en la Casa de Mone¬ 
da y que lo resolvió esa noche, después de la cena. Publicó la solución de manera anónima, 
pero Johann Bernoulli, al verla, exclamó: “¡Ah!, conozco al león por su zarpa,” 

Daniel Bernoulli (1700-1782), hijo de Johann, emigró en su juventud a San Petersburgo 
para ingresar a la recientemente creada Academia de San Petersburgo, pero en 1733 volvió 
a Basilea como profesor de botánica y, ,más tarde, de física. El tema que más le atrajo fue 
esencialmente el de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Por ejemplo, su nom¬ 
bre es el que se asocia a la famosa ecuación de Bernoulli de la mecánica de fluidos. Tam¬ 
bién fue el primero en descubrir las funciones que un siglo más tarde se conocieron como 
funciones de Bessel. 

El matemático más grande del siglo XVIII, Leonhard Euler (1707-1783), creció cerca de 
Basilea y fue alumno de Johann Bernoulli. En 1727 siguió a su amigo Daniel Bernoulli a 
San Petersburgo. Durante el resto de su vida estuvo relacionado con la Academia de San 
Petersburgo (1727-1741 y 1766-1783) y con la Academia de Berlín (1741-1766). Euler fue 
el matemático más prolífico de todos los tiempos; sus trabajos reunidos llenan más de 70 
grandes volúmenes. Su interés se extendió a todas las áreas de las matemáticas y muchos 
campos de aplicación. Aun cuando quedó ciego durante los últimos 17 años de su vida, su 
ritmo de trabajo no disminuyó hasta el mismo día de su fallecimiento. De interés particular 
para estas notas es su planteamiento de problemas de mecánica en lenguaje matemático y 
su desarrollo de métodos para resolver estos problemas matemáticos. Refiriéndose al traba¬ 
jo de Euler en mecánica, Lagranje dijo que era “el primer gran trabajo en el que se aplica el 
análisis a la ciencia del movimiento”. Entre otras cosas, Euler identificó las condiciones 
para la exactitud de las ecuaciones diferenciales de primer orden (sección 2.8) en 1734- 
1735, desarrolló la teoría de los factores integrales (sección 2.8), en el mismo documento, 
y dio la solución general de las ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constan¬ 
tes (secciones 3.1, 3.4, 3.5 y 4.2), en 1743, De 1750 a 1751 extendió estos últimos resulta- 
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dos a las ecuaciones no homogéneas. Comenzando alrededor de 1750, Euler aplicó con 
bastante frecuencia las series de potencias (capítulo 5) para resolver ecuaciones diferen¬ 
ciales. De 1786 a 1769 también propuso un procedimiento numérico (sección 8,1), hizo 
importantes contribuciones a las ecuaciones diferenciales parciales y dio el primer trata¬ 
miento sistemático del cálculo de variaciones. 

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) se convirtió en profesor de matemáticas en su Turín 
natal a los 19 años. En 1776 ocupó la cátedra de matemáticas dejada por Euler en la Acade¬ 
mia de Berlín y en 1787 se desplazó a la Academia de París. Es más famoso por su monu¬ 
mental trabajo Mécanique analyfique, publicado en 1788; un tratado elegante y extenso de 
la mecánica newtoniana. Con respecto a las ecuaciones diferenciales elementales, Lagrange 
demostró en 1762-1765 que la solución general de una ecuación diferencial lineal homogé¬ 
nea de w-ésimo orden es una combinación lineal de n soluciones independientes (secciones 
3.2, 3.3 y 4.1). Más tarde, entre 1774 y 1775, dio un desarrollo completo del método de 
variación de parámetros (secciones 3.7 y 4.4). Lagrange también es conocido por su trabajo 
fundamental en ecuaciones diferenciales parciales y el cálculo de variaciones. 

El nombre de Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) a menudo se asocia con el de La¬ 
grange, aunque la naturaleza de su trabajo matemático fue bastante diferente. Laplace uti¬ 
lizó las matemáticas como un medio para comprender la naturaleza, mientras que Lagrange 
se dedicó a las matemáticas por sí mismas. Laplace vivió su juventud en Normandía, aun¬ 
que en 1768 se mudó a París, donde en poco tiempo dejo su sello en los círculos científicos, 
siendo elegido como miembro de la Academia de Ciencias en 1773. Destacó en el campo 
de la mecánica celeste; su obra más importante, Traité de mécanique céleste, fue publicada 
en cinco volúmenes entre 1799 y 1825. La ecuación 


en donde los subíndices denotan derivadas parciales, se conoce como ecuación de Laplace 
o como ecuación del potencial. Es fundamental en muchas ramas de la física-matemática y 
Laplace la estudió ampliamente en relación con la atracción gravitacional. La transformada 
de Laplace (capítulo 6) también recibió ese nombre en honor a él, aunque su utilidad en la 
resolución de ecuaciones diferenciales no se reconoció hasta mucho después. 

Alrededor de fines del siglo XVIII se habían descubierto muchos métodos elementales 
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. En el siglo XIX el interés se dirigió más 
hacia la investigación de cuestiones teóricas de existencia y unicidad, así como al desarro¬ 
llo de métodos menos elementales, como los que se basan en métodos de series de poten¬ 
cias (ver el capítulo 5). También se empezaron a estudiar con intensidad las ecuaciones 
diferenciales parciales, en la medida en que se aclaraba su papel primordial en la física- 
matemática. 

Las numerosas ecuaciones diferenciales que no podían ser resueltas por métodos analíti¬ 
cos originaron la investigación de métodos de aproximaciones numéricas (ver el capítulo 
8 ). Ya por 1900 se habían ideado métodos de integración numérica bastante efectivos, aun¬ 
que su aplicación estaba muy restringida por la necesidad de ejecutar los cálculos a mano o 
con equipo de cómputo bastante primitivo. Durante los últimos 50 años el desarrollo de com¬ 
putadoras cada vez más poderosas y versátiles ha ampliado mucho la variedad de proble¬ 
mas que es posible investigar con eficacia por medio de métodos numéricos. Durante el 
mismo periodo se han creado integradores numéricos en extremo refinados y poderosos 
disponibles en casi todos los centros científicos de cómputo. Las versiones adecuadas para 
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computadoras personales han puesto ai alcance de los estudiantes la capacidad de resolu¬ 
ción para un gran número de problemas significativos. 

Otra característica de las ecuaciones diferenciales en el siglo XX ha sido la creación de 
métodos geométricos o topológicos, específicamente para resolver ecuaciones no lineales. 
El objetivo en este caso es comprender por lo menos el comportamiento cualitativo de las 
soluciones desde un punto de vista geométrico, en vez de analítico. En el capítulo 9 se 
presenta una introducción a estos métodos. 

Durante los últimos quince o veinte años se han unifícado estas dos tendencias. Las 
computadoras, y en especial las gráficas por computadora, han dado un nuevo impulso al 
estudio de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales. Se han descubierto fenómenos 
inesperados (sección 9.8), a los que se les ha dado el nombre de atractores extraños, caos, y 
fractales, los cuales se están estudiando intensamente y están dando origen a nuevas con¬ 
cepciones en diversas aplicaciones. Aunque las ecuaciones diferenciales constituyen un 
tema antiguo acerca del cual se sabe mucho, a fines del siglo XX siguen siendo una fuente 
de problemas fascinantes e importantes que no se han resuelto. 


Tres paquetes de software muy adaptables para presentar gráficamente las soluciones de ecuaciones 
diferenciales son: 

Ko^ak, H., Differential and Difference Equations Through Computer Experiments (2a. ed.) (New York/ 
Berlín: Springer-Verlag, 1989). Este es un amplio manual de disquetes incluidos que contiene el progra¬ 
ma PHASER, que puede ejecutarse en varias máquinas IBM y compatibles. 

Gollwitzer, H., Phase Portraits (Philadelphia: Drexel Universíty, 1988). Este programa se corre en 
computadoras Macintosh y en la actualidad lo distribuye íntellimation Inc., Santa Barbara, California. 
Newman, D., Carosso, K,, y Freed, N., Mathlib (Claremont Cal.: Innosofl International, Inc.). Este soft¬ 
ware se ejecuta en máquinas VAX en las que se use VMS. 

Para más información acerca de la historia de las matemáticas pueden consultarse libros como los que se 
listan a continuación. De los cuatro que se mencionan, el más amplio es el de Kline. 

Bell, E. T.,Men of Mathematics (New York: Simón & Schuster). 

Boyer, C. B, y U. C. Merzbach, A History of Mathematics (2a. ed.) (New York: Wiley ). 

Eves, H., A/j Introduction to the History of Mathematics (5a. ed.) (Troy, Missouri: Saunders). 

Kline, M., Maíhematical Throught from Ancient to Modern Times (New York: Oxford Universíty Press). 

En la siguiente obra también aparece un índice histórico útil: 

Ince, E. L., Ordinary Differential Equations (London: Longmans, Creen, 1927; New York: Dover). 

En el mercado se encuentran varias antologías que incluyen material de fuentes originales, así como co¬ 
mentarios explicativos e históricos; por ejemplo: 

Calinger, R,, ed., Classics of Mathematics (Oak Park, Illinois: Moore Publishing Company 
Newman, J. R., ed., The World of Mathematics (4 vols.)(New York: Simón & Schuster). 

Por último, una fuente enciclopédica de información sobre la vida y obra de matemáticos del pasado es 
Gillespie, C. C., ed., Dictionary ofScientific Biography (15 vols.) (New York: Scribner’s). 
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Ecuaciones diferenciales de 
primer orden 


En este capítulo se estudian ecuaciones diferenciales de primer orden, 


di 

dx 


= f{x, J')- 


Sin embargo, para una función arbitraria /, no existe un método general para resolver esta 
ecuación en términos de funciones elementales. En lugar de ello, se describen varios méto¬ 
dos, cada uno de los cuales es aplicable a cierta subclase de ecuaciones. En otras secciones 
de este capítulo se abordan algunas de las aplicaciones importantes de las ecuaciones dife¬ 
renciales de primer orden y algunas cuestiones teóricas relacionadas con la existencia y la 
unicidad de las soluciones. 


2.1 Ecuaciones lineales 


Se empieza con las ecuaciones de la forma 

y), (1) 

en donde/es una función dada de dos variables. Cualquier función diferencial y = que 
satisface la ecuación (1) para toda a: en algún intervalo se llama solución, y el objetivo es 
determinar si existen funciones de este tipo y, en caso afirmativo, desarrollar métodos para 
encontrarlas. 

En esta sección y en la siguiente se supondrá que la función /(a:, y) depende linealmente 
de la variable dependiente y. En este caso, la ecuación (1) puede escribirse en la forma 


y' + pMy = g{x) 


( 2 ) 
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Ejemplo 1 


y se dienomína ecuación lineal de primer orden. Se supondrá que p y ^/son funciones 
dadas y que son continuas en algún intervalo a < x < ¡3. Por ejemplo, la ecuación dife¬ 
rencial 


dy 1 3 

¿I 2 ^ 2 


( 3 ) 


es una ecuación lineal particularmente simple en la que las funciones p(x) = 1/2 y g(x) = 
3/2 son constantes. Recuerde que en la figura 1.1.2 del capítulo anterior se dio el campo 
direccional de la ecuación (3). 


Resolver la ecuación (3) y determinar el comportamiento de las soluciones para valores grandes 
de .V. También, determinar la solución cuya gráfica contiene el punto (0, 2). 

% Para resolver la ecuación (3) se observa que si y ^ 3, entonces esa ecuación puede escribirse 
If de nuevo como 


I 


1 


dy/dx 

y-3 


H 


Como el primer miembro de la ecuación (4) es la derivada de In y - 3, se tiene 


I 

s 

^ Entonces, se concluye que 


lnl.v-3l= + C. 

en donde C es una constante arbitraria de integración. Por consiguiente, al tomar la exponencial 
de ambos miembros, se obtiene 


i 


É 


S 


o bien, 


y, por último, 


|y ~ 3| = e^'e 

v-3= ±/'é> 


I 

% 

i 

i 


y = 3 + cc'’'’, (5) 

en donde c = ± también es una constante arbitraria (diferente de cero). Observe que la solu¬ 
ción constante y = 3 también está contenida en la expresión (5), si se permite que c tome el valor 
cero. En la figura 2.1.1 se muestran las gráficas de la ecuación (5) para varios valores de c. 
Nótese que poseen el carácter inferido con base en el campo direccional de la figura 1.1.2; por 
ejemplo, a partir de la ecuación (5) resulta evidente que y 3 cuando x oc. Para un valor 
particular de c la gráfica correspondiente contiene el punto (0, 2). Para hallar este valor de c, en 
la ecuación (5) se sustituye x = 0yy=2yse encuentra que c = -1. Por tanto, 
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y = ( 6 ) 

es la solución cuya gráfica contiene al punto dado (0, 2). Esto se ilustra con la curva de trazo 
grueso en la figura 2.1.1. 


Factores integrantes. Al volver a examinar la solución de la ecuación diferencial del 
ejemplo 1, es posible encontrar un indicio que conduzca a un método para resolver ecuacio¬ 
nes lineales de primer orden más generales. En primer lugar, la ecuación (5) se escribe en la 
forma 


+ c; (7) 

y luego, al derivar ambos miembros con respecto a x se obtiene 

lo que es equivalente a la ecuación original (3). Observe ahora que la ecuación (3) puede 
resolverse si se invierten los pasos precedentes. Es decir, si se multiplica primero la ecua¬ 
ción (3) por con lo que se obtiene la ecuación (8). Luego, note que el primer miembro 
de la ecuación (8) es la derivada de de modo que la ecuación queda 

{ye^^^y = f (9) 

Por último, al integrar ambos miembros de la ecuación (9) se obtiene la ecuación (7) y, por 
tanto, la solución de la ecuación (5), En otras palabras, una manera de resolver ecuación 
(3) es multiplicarla primero por la función Como esta multiplicación reduce la ecua¬ 
ción a una forma que es integrable de manera inmediata, la función se denomina factor 
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integrante (o de integración) de la ecuación (3). Por supuesto, para que este método sea 
eficaz debe ser posible calcular el factor integrante directamente a partir de la ecuación 
diferencial. A continuación, se aborda esta cuestión en el contexto de la ecuación más gene¬ 
ral ( 2 ). 

El análisis anterior sugiere que una manera posible de resolver la ecuación lineal general 
de primer orden ( 2 ), 


y' + p{x)y = g{x\ 

es multiplicar por un factor integrante adecuado y llevarla en consecuencia a una forma 
integrable. Para encontrar ese factor integrante primero se multiplica la ecuación (2) por 
una función que por el momento no está determinada. Entonces, se tiene 

jU(-’c)/ + n{x)p{x)y = p{x)g[x). (10) 

El objetivo es elegir ¡a{x) de modo que el primer miembro de la ecuación (10) sea la deriva¬ 
da de alguna función. El término ii(x)y' sugiere que la función deseada podría ser el produc¬ 
to Iá(x)}k a fin de obtener la combinación [f^(x)yY = necesario sumar y 

restar el término iu'(x)y en el primer miembro de la ecuación ( 10 ); al hacerlo y agrupar los 
términos de manera conveniente, se obtiene 

- ítí'M ~ ( 11 ) 

Ahora, si el segundo término del primer miembro de la ecuación (11) fuese cero, entonces 
esta ecuación tendrá la forma 


lp{x)yj = p{x)g{x), ( 12 ) 

y el primer miembro (por lo menos) sería fácilmente integrable. A fin de lograr lo anterior, 
debe elegirse ¡u de modo que 

p'ix) - p{x)p(x) = 0. (13) 


Si, por el momento, se supone que /tes positiva, entonces la ecuación (13) puede escribirse 
como 


/t'(x) 

p{x) 


= p(x). 


o bien, 


d 

— In /i(x) = p(x). 
dx 


(14) 


Por tanto, 

In p(x) = J p(x) dx k. (15) 

Al elegir la constante k como cero se obtiene la función más simple posible para jU, a saber 

/r(x) = exp J p{x) dx. (16) 

Observe que fj(x) es positiva para todax, como se supuso. 
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Una vez que se ha encontrado la función ^ se regresa a la ecuación (2) y se multiplica por 
^(jc), obteniéndose así la ecuación (12). Al integrar ambos miembros de la ecuación (12) se 
obtiene 


^i{x)y = J ^í(x)g{x) dx 


+ c, 


O bien, 




J fi(x)g{x) dx + c 
ju(x) 


(17) 


Como y representa cualquier solución de la ecuación (2), se concluye que toda solución 
de la ecuación (2) está incluida en la expresión del segundo miembro de la ecuación 
(17). Por consiguiente, esta expresión se conoce como solución general de la ecuación (2). 
Observe que para encontrar la solución dada por la ecuación (17) se requieren dos inte¬ 
graciones: una para obtener jU(x) a partir de la ecuación (16) y otra para determinar y a 
partir de la ecuación (17). 

También, observe que antes de calcular el factor integrante iu(x) a partir de la ecuación 
(16), es necesario asegurarse de que la ecuación diferencial esté exactamente en la forma 
(2); específicamente, el coeficiente de / debe ser uno. En caso contrario, la p(x) usada pa¬ 
ra calcular jj. será incorrecta. En segundo lugar, después de encontrar p(x) y multiplicar la 
ecuación (2) por ella, es necesario tener la certeza de que los términos en los que aparecen 
y y y' son, en efecto la derivada p(x)y, como debe ser. Con lo anterior se obtiene una com¬ 
probación del cálculo de p. Por supuesto, una vez que se ha encontrado la solución y, tam¬ 
bién puede verificarse sustituyéndola en la ecuación diferencial. 

La interpretación geométrica de la ecuación (17) es una familia infinita de curvas, una 
para cada valor de c, de la misma manera en que las gráficas de la figura 2.1.1 representan 
las soluciones (5) de la ecuación (3). A menudo, a estas curvas se les da el nombre de 
curvas integrales. Algunas veces es importante elegir un elemento específico de la familia 
de curvas integrales. Lo anterior se lleva a cabo al identificar un punto particular (x^, y^) por 
el que se requiera que pase la gráfica de la solución. Este requisito suele expresarse como 


y(Xo) = 1^0. 


(18) 


y se denomina condición inicial. Una ecuación diferencial de primer orden, como la (1) o 
(2), junto con una condición inicial, como la (18), constituyen un problema con valor 
inicial. 


Ejemplo 2 


Determinar la solución del problema con valor inicial 

y + 2y = c'^ (19) 

y(0) = 0.75. (20) 

En la figura 1.1.3 se muestra el campo direccional de la ecuación (19), de donde es posible 
deducir el perfil general de las curvas integrales. Para resolver la ecuación (19), observe que ésta 
es de la forma de la ecuación (2), con p(x) = 2 y g(x) = e~^. Por tanto, el factor integrante es 
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pix) = exp J Idx = 

y al multiplicar la ecuación (19) por esta cantidad, se obtiene 

-f v = c". (21) 

El primer miembro de la ecuación (21) es la derivada de de modo que esta ecuación puede 
escribirse como 

{e-^yY - 

y por integración se concluye que 

en donde c es una constante arbitraria. Por lo tanto, 

y ^ (22) 

es la solución general de la ecuación (19). En la figura 2.1.2 se muestran algunas curvas integra¬ 
les de la ecuación (19); observe que siguen el patrón que resulta evidente basándose en el campo 
direccional de la figura 1.1.3. Con más precisión, para x grande el segundo término del segun¬ 
do miembro de la ecuación (22) es despreciable en comparación con el primer término; por 
tanto, las gráficas de todas las soluciones tienden a la gráfica de y = exp(-x) cuando x oc. 

Para satisfacer la condición inicial (20), se sustituyen x = 0 y y = 0.75 en la ecuación (22); esto 
da c = -0.25, de modo que la solución del problema con valor inicial dado es 

= c ^-0.25c (23) 

En la figura 2.1.2 se muestra la gráfica de esta solución, por medio de la curva de trazo grueso. 



FIGURA 2.1.2 Curvas integrales de y' + 2y = c ^ 
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Ejemplo 3 J Determinar la solución del problema con valor inicial 

y' ~ 2xy = X, y(ü) 0. (24) 

'i 

En la figura 2.1.3 se observa el campo direccional de esta ecuación diferencial. Para resolver 
|| la ecuación en primer lugar se encuentra el factor integrante 

í| 

"^1 //(x) — exp| — J2x í/xj ~ e 

ti 

i| Luego, al multiplicar por ju(x), se obtiene 

ñ 

— v-2 / - V* -1(2 

;g e V — 2xe ' y = xe 

É 

1 o bien, 

i 

{ve = xe 

i 

Por consiguiente, 

yc”"^^ — J xe~^^ dx y- c = ~ ' f c\ 

y se concluye que 

y = — i + cc""' (25) 


■ 


es la solución general de la ecuación diferencial dada. Para satisfacer la condición inicial y(()) = 
0 es necesario elegir c = 1/2. De donde, 

y = Í 26 ) 


es la solución del problema con valor inicial (24). En la figura 2.1.4 se muestran algunas curvas 
integrales y la solución particular que pasa por el origen. 



FIGURA 2.1.3 Campo direccional de y' - 2xy = x. 
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Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 8, encuentre la solución general de la ecuación diferencial 
dada. 


1. y' + 3y = X + e~^- 
3. y' + y = xe~'' + 1 
5. / ~ y = 2e^ 

7. y' + 2xy ~ 2xe~^^ 


2. y' — 2y = 

4. y' + (1/A')y — 3 eos 2x, x > 0 
6. xy' + 2y = sen x, x > 0 
8. (1 +xV-l-4xy = (1 +xY^ 


En cada uno de los problemas 9 a 16, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado. 


9. y' - y - 2xe^", y(0) = 1 

10. y' + 2y = xc y(l) = 0 

11. xy' + 2y = — X + 1, y(l) = i, x > 0 

'y ccx X 

12. y' — y = —v(;i) = 0, x > 0 

X * X 

13. y'- 2y = y(0) = 2 

14. xy' + 2y = senx, y(7r/2) = 1 

15. xV + 4x^y — y( — 1) — 0 

16. .xy' + (x 4- l)y — x, y(ln 2) = I 


En cada uno de los problemas 17 a 20, use una computadora para graficar el campo direccional. 
Obtenga una conclusión acerca del comportamiento de las soluciones cuando x oo. Para 
comprobar la conclusión a la que llegó, resuelva la ecuación diferencial y después tome el 
límite cuando x oo. 

17. y' + 3y = X + (Problema 1) 

18. y" + y = xe~^ + 1 (Problema 3) 
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19. ;cy' + 2y = sen x (Problema 6) 

20. (1 + x^)y' + 4xy = (1 + (Problema 8) 

21. Encuentre la solución de 


dy _ 1 

dx — X ’ 


^(1) = 0 . 


Sugerencia: Considere x como variable independiente, en vez de y. 

22. a) Demuestre que </)(x) = e^ es una solución de y' - 2y = 0 y que y = c</)(x) también es 
una solución de esta ecuación para cualquier valor de la constante c. 

b) Demuestre que <^(x) = 1 /x es una solución de y' + y^ = 0, para x > 0, pero que y = 
c(l){x) no es una solución de esta ecuación, a menos de que c = 0 o c = 1. Observ e que la 
ecuación del inciso b) es no lineal, mientras que la del inciso a) es lineal. 

23. Demuestre que siy = (f>(x) es una solución de y' + p(x)y = 0, entonces y = r(/)(x) también 
es una solución para cualquier valor de la constante c. 

24. Sea y = yj(x) una solución de 

y' -h p(x)y = 0 , (i) 

y sea y = y 2 (x) una solución de 

/ + p{x}y = g{xy (]]) 

Demuestre que y =yj(x) +y 2 (x) también es una solución de la ecuación (ii). 

*25 Variación de parámetros. Considere el siguiente método para resolver la ecuación li¬ 
neal general de primer orden: 

/ + pMy = g(x). (0 

a) si g(x) es idénticamente cero, demuestre que la solución es 

y - A jp(x) dx^, (ii) 


en donde i4 es una constante. 

b) Si g{x) no es idénticamente cero, suponga que la solución es de la forma 

y = A{x) exp - J p{x) dx^ , (iii) 


en donde ahora A es una función de x. Por sustitución de y en la ecuación diferencial 
dada, demuestre que A(x) debe satisfacer la condición. 

A\x) = g(x) exp Jp(x) dx^^ . (iv) 


c) Determinei4(x) a partir de la ecuación (iv); luego sustituya A(x) en la ecuación (iii) y 
determine y. Compruebe que la solución obtenida de esta manera concuerda con la de la 
ecuación (17) del texto. Esta técnica se conoce como método de variación de parame*' 
tros y se analiza con detalle en la sección 3.7 en relación con las ecuaciones lineales de 
segundo orden. 
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En cada uno de ios problemas 26 y 27, aplique el método del problema 25 para resolver la 
ecuación diferencial dada. 

*26, / - 2y - *27. / + (\/x)y = 3 eos 2x, x > 0 

2.2 Otras ^<^ns|daracto^sja^^^d ^ ^^ lineales 

En la sección 2.1 se mostró cómo construir soluciones de problemas con valor inicial para 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden mediante el uso de un factor integrante 
para cambiar la ecuación diferencial por una forma integrable. A continuación se abordarán 
algunas cuestiones de carácter más general, a saber, 

1. ¿Un problema con valor inicial de este tipo siempre tiene una solución? 

2. ¿Es posible que tenga más de una solución? 

3. ¿Es válida la solución para toda x o sólo para algún intervalo restringido alrededor del 
punto inicial? 

El siguiente teorema fundamental da respuesta a las preguntas anteriores. 



Observe que el teorema 2.2.1 establece que el problema con valor inicial dado tiene una 
solución y también que el problema tiene sólo una solución. En otras palabras, el teorema 
asegura la existencia y la unicidad de la solución del problema con valor inicial (1), (2). 
Además establece que la solución existe en toda la extensión de cualquier intervalo I que 
contenga al punto inicial en el que los coeficientes p y g sean continuos. Es decir, la 
solución puede ser discontinua o no existir sólo en los puntos en los que por lo menos una 
de p y í/'sea discontinua. A menudo estos puntos se identifican a primera vista. 

La demostración de este teorema está parcialmente contenida en el análisis de la sección 
anterior que llevó a la fórmula 

I fi(x)gix) dx c 

y = 


(3) 
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en donde 


fi{x) = exp J p{x) dx. 


(4) 


En la sección 2.1 se demostró que sí la ecuación (1) tiene una solución, entonces ésta 
debe estar dada por la ecuación (3), Al observar con más cuidado esa deducción, también 
puede concluir que, en efecto, la ecuación diferencial (1) debe tener una solución. Dado 
que p es continua para a < jc < J3 , se concluye que está definida en este intervalo y que es 
una función diferenciable diferente de cero. Al multiplicar la ecuación (1) por p{x) se 
obtiene 


[/i(x)y]' = n(x)g(x). 


(5) 


En virtud de que p y ^son continuas, la función pg&s integrable, y la ecuación (3) se deduce 
de la (5). Además, la integral de pg es diferenciable, de modo que y, dada por la ecuación 
(3), existe y es diferenciable en todo el intervalo a<x < p.A\ sustituir la expresión dada 
para y por la ecuación (3), en (1) o en (5), es fácil verificar que esta expresión satisface la 
ecuación diferenciaken todo el intervalo a < x < p. Por último, la condición inicial (2) 
determina de manera única la constante c, de modo que existe sólo una solución del proble¬ 
ma con valor inicial, con lo que se completa la demostración. Dado que la ecuación (3) 
contiene todas la soluciones de la ecuación (1), esta expresión se llama solución general de 
la ecuación (1). 

La ecuación (4) determina el factor de integración p{x) solo hasta un factor multiplicativo 
que depende del límite inferior de integración. Si se elige este límite inferior como 
entonces 


p(x) = exp r"" p{t) dt, (6) 

Jxo 

y se concluye que p(xq) = 1. Al utilizar el factor integrante dado por la ecuación (6) y elegir 
el límite inferior de integración de la ecuación (3) también igual a Xq, se obtiene la solución 
general de la ecuación (1) en la forma 

r p{s)gis) + c 

JXQ 

^ /i(x) 

Para satisfacer la condición inicial (2) debe elegirse c = y^. Por tanto, la solución del proble¬ 
ma con valor inicial (1), (2) es 


r ^iis)g{s) ds 4- yo 

J JCO 

g(x) 


(7) 


en donde ^(x) está dada por la ecuación (6). 
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Ejemplo 1 


' Resolver el problema con valor inicial 

*1 xy' + 2y = 4x^, (8) 

; y(l) = 2, (9) 

1. 

1 y determinar el intervalo en el que la solución es válida. 

Íh, Si se procede como en la sección 2.1, la ecuación (8) se reescribe como 


j! 




k 


- y = 4x 


( 10 ) 


y se busca una solución en un intervalo que contenga a jc = 1. Dado que los coeficientes en (10) 
son continuos excepto en a: = 0, por el teorema 2.2.1 se concluye que el problema con valor 
inicial dado tiene una solución válida por lo menos en el intervalo 0<x< p. Para encontrar esta 
solución en primer lugar se calcula 


fi(x) = exp 


2 

- dx 

X 


( 11 ) 


Al multiplicar la ecuación (10) por fu{x) = se obtiene 

+ 2xy = (x^y)' = 4x^. 

y, por consiguiente, 


x^y = x^ + c, 


en donde c es una constante arbitraria. Se concluye que 




( 12 ) 


es la solución general de la ecuación (8). En la figura 2.2,1 se tiene un esquema de las curvas 
integrales de (8) para varios valores de c. Para satisfacer la condición inicial (9) es necesario 
elegir c = 1; por tanto, 


V = .X > o (13) 

.x^ 

es la solución del problema con valor inicial (8), (9). Esta solución se muestra en la figura 2.2.1 
por medio de la curva de trazo grueso. Observe que la función y = x^ + (1/x^), para x < 0, no 
forma parte de la solución de este problema con valor inicial. 

La solución (13) se hace no acotada cuando x 0. Este hecho no es sorprendente, ya que x = 
0 es un punto de discontinuidad del coeficiente de y en la ecuación diferencial (10). Sin embar¬ 
go, si se cambia la condición inicial (9) por 


y(l)- L 


(14) 


I entonces por la ecuación (12) se concluye que c = 0. De donde, la solución del problema con 
valor inicial (8), (14) es 

I y=x^, (15) 

í que es acotada y continua incluso en la vecindad de x - 0. í o anterior demuestra que el teorema 
í> 2.2.1 no asegura que la solución de un problema con valor inicial debe volverse discontinua 
* siempre que p o gsc hagan discontinuas: en lugar de ello, establece que la solución no puede 
hacerse discontinua en otros puntos. 
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É FIGURA 2.2.1 Curvas integrales de xy' + 2^ = 4x^. 


El comportamiento posible de las soluciones de problemas con valor inicial de ecuacio¬ 
nes lineales de primer orden en la vecindad de un punto en el que p o discontinua es 
más variado que lo que puede sugerir el análisis anterior. Las posibilidades se examinan en 
cierta medida en los problemas del 13 al 16 y en el problema 16; en el capítulo 5 se presenta 
un tratamiento más detallado en relación con las ecuaciones lineales de segundo orden. 


Ejemplo 2 


Encontrar la solución del problema con valor inicial 

y'-2xy=^l, y(0) = -0.5 (16) 

Para resolver la ecuación diferencial, se observa que p(x) = por consiguiente, 

e~^^(y' - 2xy) = 


y 


ye — je^ dx -f- c. (17) 

Para evaluar c es conveniente tomar el límite inferior de integración como el punto inicial x = 0. 
Luego, ai resolver para y la ecuación (17), se obtiene 

y = dt-h ce''\ (18) 

que es la solución general de la ecuación diferencial dada. Para satisfacer la condición inicial 
y(0) = -0.5, debe elegirse c = -0.5; de donde, 
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FIGURA 2*2.2 Curvas integrales de / - Ixy = 1. 


% 

ir y = dt — O.Se""^ (19) 

:i ^ Jo 

% 

m es la solución del problema con valor inicial dado. En la figura 2.2.2 se muestran algunas de las 
* curvas integrales y la solución particular que pasa por (0, -0.5). 


En la solución del ejemplo 2, la integral de exp(-jií:^) no es expresable como una función 
elemental. Esto ilustra el hecho de que puede ser necesario dejar en forma de integral inclu> 
so la solución de un problema muy sencillo. Sin embargo, una expresión integral como la 
ecuación (19) puede ser un punto de partida para el cálculo numérico de la solución de un 
problema con valor inicial. Para un valor fijo de x, la integral de (19) es una integral defini¬ 
da, y su valor puede obtenerse en forma muy aproximada por la regla de Simpson o algún 
otro método de integración numérica. Al repetir la integración numérica para valores dife¬ 
rentes dex, es posible elaborar una tabla de valores, o construir una gráfica, de la solución 
y. También existen otros procedimientos numéricos en los que se utiliza la ecuación dife¬ 
rencial directamente para calcular valores aproximados de la solución, para un conjunto 
dado de valores de x; en el capítulo 8 se estudian algunos de estos métodos. 

En el caso de la ecuación (19), también sucede que la función 

erf(x) = 4--: (20) 

V 7T 

llamada función de error, ya se ha tabulado con amplitud y a menudo se considera como 
una función conocida. Por tanto, en vez de la ecuación (19) es posible escribir 

erf(x) — 0.5 


y =-e- 


( 21 ) 
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Problemas 


A fin de evaluar el segundo miembro de la ecuación (21) para un valor dado de x es 
posible consultar una tabla de valores de la función de error, o bien, apoyarse en un proce¬ 
dimiento numérico como se sugirió antes. En principio, trabajar con la función de error no 
es más difícil que trabajar con la función exp(A:2). diferencia más importante es que 
muchas calculadoras tienen rutinas integradas para evaluar la función exponencial, mien¬ 
tras que no cuentan con rutinas semejantes para evaluar la función de error u otras funcio¬ 
nes integrales que pudieran presentarse en la resolución de una ecuación diferencial. 

Esta sección termina con un resumen de algunas de las propiedades más importantes de 
las ecuaciones lineales de primer orden y sus soluciones. 

1. Existe una solución general, que contiene una constante arbitraria, que incluye todas 
las soluciones de la ecuación diferencial. Al elegir el valor adecuado pata la constante 
arbitraria es posible seleccionar una solución particular que satisfaga una condición 
inicial dada. 

2. Existe una fórmula para la solución; a saber, la ecuación (3) o la (7). Además, aunque 
comprende dos integraciones, la fórmula es explícita para la solución y = en vez 
de ser una ecuación que defina 0. 

3* Los puntos posibles de discontinuidad, o singularidades, de la solución pueden identi¬ 
ficarse (sin resolver el problema) simplemente al hallar los puntos de discontinuidad 
de los coeficientes. Por tanto, si los coeficientes son continuos para todax, entonces la 
solución también existe y es continua para toda x. 


En cada uno de los problemas 1 a 4, halle la solución general de la ecuación diferencial dada. 

1. y' + (1 /x)y = sen X, x > 0 

2. x^y' + 3xy = (senx)/x, x < 0 

3. y' -h (tan x)y = x sen 2x, —7i/2 < x < 7t/2 

4. xy' + 2y = x > 0 

En cada uno de los problemas del 5 al 12, determine la solución del problema con valor 
inicial dado. Escriba el intervalo en que la solución es válida. 

5. xy' -h 2y = x^ — x -f 1, y(l) = ^ 

6. xy' + y = e\ y(l) = 1 

7. y' + (cot x)y = 2 esc x, y{nl2) = 1 

8. xy' -h 2y = sen x, y( 7 c) — í /tt 

9. y' -f (cot x)y = 4 sen x, y( - 7r/2) = 0 

10. x(2 -I- x)y' -h 2(1 -h x)y = 1 + 3x^, y(- 1) = 1 

11. y -hy = 1/(1 y(0) = 0 

12. (1 - x^)y' - xy = x(l - x^), y(0) = 2 

Cada una de las ecuaciones de los problemas del 13 al 16 tiene por lo menos un coeficiente 
discontinuo en x = 0. Resuelva cada ecuación para x > 0 y describa el comportamiento de la 
solución cuando x 0, para varios valores de la constante de integración. Trace varios miem¬ 
bros de la familia de curvas integrales. 
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i 3. y f (2/^)v = \/x^ 14. v' - (V-^)y = 

15. / - (l/x)y = 16. y + (l/jc)j; = (eos x}/x 


En cada uno de los problemas 17 a 20, determine (sin resolver el problema) un intervalo en el 

que se tenga la certeza de que la solución del problema con valor inicial dado no existe. 

17. (.X - 3)y 4- (In x)); = 2x, v(l) = 2 18. y + (tan x)y = senx, y(n) = 0 

19. (4 - x-)y + 2xv = 3xy y{-3) == 1 20. (!n xlv' + y - cot x, yí2) = 3 

21. Para el problema con valor inicial y' ~y = 2, y (0) = determine de qué manera el valor 
límite de y cuando x oc depende de y^. 

22. Aplique la regla de Simpson (o cualquier otro procedimiento de integración numérica 
que el lector conozca) para evaluar y a partir de la ecuación (19) para x = 1. Asegúrese 
de que la respuesta es correcta por lo menos hasta tres cifras decimales. 

23. a) Demuestre que la solución de y' - 2xy = 1, y (0) = y^j (ver el ejemplo 2) puede escri¬ 
birse en la forma 


y 



erf(.x) 4- .vo 


b) Con base en la figura 2.2.2 parece que cuando x oc la solución crece sin límite en la 
dirección positiva para algunos valores de y^, y en la dirección negativa para otros valo¬ 
res de yQ. También se sabe que erf(x) -♦ 1 cuando x oo. Aplique este hecho para hallar el 
valor crítico deyQ que separa las soluciones que crecen positivamente de aquellas que lo 
hacen negativamente. 

24. a) Demuestre que la solución (3) de la ecuación lineal general (1) puede escribirse en la 
forma 


y = cy^(x) + y ye), (i) 

en donde c es una constante arbitraria. Identificar las funciones y^ y y^. 

b) Demuestre que yj es una solución de la ecuación diferencial 

y'+p(x)y = 0, (ii) 

correspondiente a g(x) = 0. 

c) Demuestre que y^ es una solución de la ecuación lineal completa (1). Después se verá 
(por ejemplo, en la sección 3.6) que las soluciones de las ecuaciones lineales de orden 
superior tienen un patrón semejante al de la ecuación (i). 

25. Demuestre que si a y X son constantes positivas y b &s cualquier número real, entonces 
toda solución de la ecuación 


y' + ay = be 


tiene la propiedad de que y 0 cuando x -♦ oo. 

Sugerencia-. Considere por separado los casos a = Xy a X. 

26. Coefícientes discontinuos. Algunas veces se presentan ecuaciones diferenciales linea¬ 
les en las que una o las dos funciones py g tienen discontinuidades por salto. Si Xq es uno 
de esos puntos de discontinuidad, entonces es necesario resolver la ecuación por separa¬ 
do para x < x^ y para x > Xq. Después, las dos soluciones se acoplan de modo que y sea 
continua en x^; esto se logra al hacer una elección adecuada de las constantes arbitrarias. 
Esta situación se ilustra mediante los dos ejemplos siguientes. Observe en cada caso que 
también es imposible hacer continua y' en x^. 
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a) Resuelva el problema con valor inicial 

y +2y = g{x), y(0) = 0 

en donde 



0 < X < 1, 

X > 1. 


b) Resuelva el problema con valor inicial 

/+ pW 3 ' = 0 - >'( 0)=1 

en donde 



*Ecuac!ones de Bernoulli. Algunas veces es posible resolver una ecuación no lineal al 
realizar un cambio de la variable dependiente que la convierta en una ecuación lineal. La 
clase más importante de estas ecuaciones es de la forma 

y’-vp{x)y = q(x)y’'. 

Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Bernoulli, en honor de Jakob Bernoulli. 
Los problemas 27 a 31 tratan de las ecuaciones de este tipo. 

27. a) Resuelva la ecuación de Bernoulli cuando « = 0; cuando « = 1. 

b) Demuestre que sin^O, entonces la sustitución v reduce la ecuación de Bernoulli 
a una ecuación lineal. Este método de resolución fue descubierto por Leibniz en 1696. 

En cada uno de los problemas 28 a 31, la ecuación dada es una de Bernoulli. En cada caso, 
resuélvala aplicando la sustitución mencionada en el problema 27 b). 

28. + 2xy-y^ = 0, x > 0 

29. / = ry-ky^, r > 0 y A: > 0. Esta ecuación es importante en la dinámica de las poblacio¬ 
nes y se analiza con detalle en la sección 2.6. 

30. y' = ey - ay^, e > 0 y cr > 0. Esta ecuación se presenta en el estudio de la estabilidad del 
flujo de fluidos. 

31. dy/dt = (E eos t + T)y -y^, en donde T y T son constantes. Esta ecuación también se 
presenta en el estudio de la estabilidad del flujo de fluidos. 


Ecuaciones separables 


En este estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden, 


dx 


ñx, y), 


( 1 ) 


a continuación se tratan las ecuaciones que pueden ser no lineales, es decir, ecuaciones en 
las que/depende de una manera no lineal de la variable dependiente y. A menudo es conve¬ 
niente reescribir la ecuación (1) en la forma 
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M(x, y) + N(x, y) ^ = 0. (2) 

Siempre es posible hacer lo anterior estableciendo que M(jc, y) = -/(x, y) y N(x, y) = 1, pero 
pueden existir otras maneras. En caso de que M sea una función sólo de x y sea una 
función sólo de y, entonces (2) queda 

Mix)-^ N{y)^ = 0. (3) 

Se dice que una ecuación de ese tipo es separable, porque si se escribe en la forma 
diferencial 


M(x) dx-- Niy) dy, (4) 

entonces cada miembro de la ecuación depende solamente de una de las variables. 


Ejemplo 1 


Demostrar que la ecuación 


dy _ 

dx \ — y^ 

es separable y, a continuación, encontrar una ecuación para sus curvas integrales. 
Si la ecuación (5) se escribe como 


(5) 


( 6 ) 


J entonces tiene la forma (3) y, por consiguiente, es separable. En seguida, observe que el primer 
S término de la ecuación (6) es la derivada de -xV3 y que el segundo término, por medio de la 
m regla de la cadena, es la derivada con respecto a x de y-y^l3. Por tanto, la ecuación (6) puede 
í escribirse como 



E Por lo tanto, 

% 

-x^ + 3y - = c, (7) 

I 

5 en donde c es una constante arbitraria, es una ecuación para las curvas integrales de la ecuación 
C (5). En la figura 2.3.1 se muestran el campo direccional y varias curvas integrales. Es posible 
I hallar una ecuación de la curva integral que pasa por un punto particular (x^, y^) al sustituir x y y 
^ por Xq y y^, respectivamente, en la ecuación (7) y determinar el valor correspondiente de c. 
S Cualquier función díferenciable y (^(x) que satisfaga la ecuación (7) es una solución de la 
m ecuación (5). 




FIGURA 2.3.1 Campo direccional y curvas integrales de y' = xV(l -y^). 


Para cualquier ecuación separable es posible seguir en esencia el mismo procedimiento. 
Si se regresa a la ecuación (3), sea y H 2 funciones cualesquiera tales que 

H¡(x) = M(x), //'(y) = N(y); (8) 

entonces (3) queda 

H\{x) + = ( 9 ) 

Según la regla de la cadena, 

«íw£ = ¿h=W. (10) 

Por consiguiente, (9) se transforma en 

H\(x) + ^ H^iy) = 0, 

O bien, 

[/í,(x) + «^(y)] = 0 . (11) 

ax 

Al integrar la ecuación (11) se obtiene 

//j(x) + //2(y) = c, (12) 

en donde c es una constante arbitraria. Cualquier función diferenciable y = (f>(x) que satis¬ 
faga la ecuación (12) es una solución de la ecuación (3); en otras palabras, (12) define la 
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Ejemplo 2 


solución implícita, en vez de explícitamente. Las funciones y son antiderivadas de M 
y N, respectivamente. En la práctica, la ecuación (12) se obtiene casi siempre a partir de (4) 
al integrar el primer miembro con respecto ax y el segundo con respecto ay. 

Si, además de la ecuación diferencial, se prescribe una condición inicial 

y(-»ü)=3'o (13) 

entonces la solución de (3) que satisface esta condición se obtiene al hacer jc = y y =yQ 
en la (12). Con lo anterior se obtiene 

c = H,ix^) + H,(y,). (14) 

Al sustituir este valor de c en (12) y al observar que 

//,(x) - H^(xo) = f" MU) cli, //,(>•) - //.(Vo) = r Nit) du 

se obtiene 

P MU) í/f + P W) í/f = 0. (15) 

»/»/yo 

La ecuación (15) es una representación implícita de la solución de la ecuación diferencial 
(3) que también satisface la condición inicial (13). Es necesario tener presente que la deter¬ 
minación de una fórmula explícita para la solución requiere que en (15) se despeje y como 
una función de x; esto puede presentar enormes dificultades. 


Resolver el problema con valor inicial 


píy 

ifx 


3a'“ + 4.V + 2 


y(0)= - I. 


(16) 


2( y - 1) 

La ecuación diferencial puede escribirse como 

2 ( 3 ; - 1) dy = (3a- + 4a + 2) dx. 

Al integrar el primer miembro con respecto a y y el segundo con respecto a a da 

y-- 2y = A^ + 2 a-+ 2a + x; (17) 

en donde c es una constante arbitraria. Para determinar la solución que satisface la condición 
inicial prescrita, en la ecuación (17) se sustituyen a = 0 y y = -1, con lo que se obtiene c = 3. Por 
tanto, la solución del problema con valor inicial está dada implícitamente por 


3.2 _ 2y 


U2a^ + 2a + 3. 


(18) 


A fin de obtener la solución de manera explícita, es necesario despejar y en la ecuación (18), en 
términos de a. En este caso, es fácil, ya que la ecuación (18) es cuadrática en y, por lo que se 
obtiene 


m 


V - 1 ± 


+ 2a-- + 2a + 4. 


(19) 


La ecuación (19) da dos soluciones de la ecuación diferencia, sin embargo, sólo una de ellas 
satisface la condición inicial dada. Ésta es la solución correspondiente al signo negativo en (19), 
de modo que por último se obtiene 
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FIGURA 2.3.2 Curvas integrales de / = {3x^ + + 2)/2(y ~ 1). 


; y = 0(x) = I - vx^ + 2x^ 4^ 2x + 4 (20) 

J como la solución del problema con valor inicial (16). Observe que si por error se elige el signo 
; positivo en (19), entonces se obtiene la solución de la misma ecuación diferencial que satisface 
la condición inicial y (0) = 3. Finalmente, para determinar el intervalo en que la solución (20) es 
válida, debe hallarse el intervalo en el que el radicando es positivo. El único cero real de esta 
I expresión es x = -2, por lo que el intervalo deseado es x > -2. En la figura 2.3.2 se muestran la 
g solución del problema con valor inicial y algunas otras curvas integrales de la ecuación diferen- 
cial. Observe que la frontera del intervalo de validez de la solución (20) está determinada por el 
punto (-2, 1), en el que la recta tangente es vertical. 


Ejemplo 3 


Encontrar la solución del problema con valor inicial 

dy y eos x 


dx 1 + 2y2 

Primero se escribe la ecuación diferencial en la forma 

1 + 2y2 


y(0) = 1. 


y 


dy = eos X dx. 


( 21 ) 


( 22 ) 


Luego, al integrar el primer miembro con respecto a y y el segundo con respecto a x, se obtiene 

In y + y ^ = sen X + c. (23) 

Para satisfacer la condición inicial se sustituyen x = 0yy = lenla ecuación (23); así se obtiene 
c = 1. De donde, la solución del problema con valor inicial (21) queda dada implícitamente por 
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|- In y + = senX + 1. (24) 

I Ya que en la (24) no se despeja con facilidad y como función de x, el análisis ulterior de este 
I problema se vuelve más delicado. Un hecho bastante evidente es que ninguna solución corta el 
R eje X. Para ver esto, observe que el primer miembro de la ecuación (22) se vuelve infinito si = 
I 0; sin embargo, el segundo miembro jamás es no acotado, de modo que ningún punto del eje x 
f satisface la ecuación (24). Por tanto, se concluye que para la solución de las ecuaciones (21) 
S siempre y > 0. Por consiguiente, para este problema pueden eliminarse las barras de valor abso- 
í; luto en la ecuación (24). También es posible demostrar que el intervalo de definición de la 

¡ solución del problema con valor inicial (21) es todo el eje x. En el problema 23 se indica cómo 
hacerlo. En la figura 2.3.3 se muestran algunas curvas integrales de la ecuación diferencial dada, 
incluyendo la solución del problema con valor inicial (21). 

u 

Í En el ejemplo 2 no fue difícil despejar y explícitamente como función de x y determinar 
el intervalo exacto en que la solución existe. Sin embargo, esta situación es excepcional, y 
a menudo será necesario dejar la solución en forma implícita, como en los ejemplos 1 y 3. 
|l Por tanto, en ios problemas de esta y de otras secciones en los que aparezcan ecuaciones no 
J lineales, la expresión “resolver la siguiente ecuación diferencial” significa hallar la solu^ 
yí ción explícitamente, en caso de ser conveniente, de lo contrario, hallar una fórmula implícita 
I' para la solución. 



FIGURA 2.3.3 Curvas integrales de y' = (y eos x)/(l + 2y^). 


Problemas 

En cada uno de los problemas 1 a 8, resuelva la ecuación diferencial dada. 

1. y = x^/y 
3. y' + y^ senx = 0 


2. y' =.x\/y{l +x^) 

4. y' = 1 + X + y^ + xy^ 
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5. y = (cos^x)(cos^ 2y) 6. xy' — (l — y^Y^^ 

^ dy _ x-e-^ g dy x" 

' dx y + ' dx \ + y^ 

Para cada uno de los problemas 9 a 16, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado en forma explícita y determine (por lo menos aproximadamente) el intervalo en que 
está definida. 

9. xdx -y ye~'^ dy = 0, y(0) = 1 

10. dr/dO^r^lO, r(l) = 2 

11. y = 2x/(y + x^y), y(0) = -2 

12. y' = xy^(l + x^)“ y(0) = 1 

13. y-2x/(l +2y), y(2) = 0 

14. / = x(x^ + \)/4y\ y(0) = - 1/^2 

15. sen2x dx + eos 3y dy = 0, y(7r/2) = n/3 

16. y = 2(1 +x)(l +y^), y(0) = 0 

17. Resuelva el problema con valor inicial 

y = (l + 3x2)/(3y2-6y), y(0) = 1 

y determinar el intervalo en que la solución es válida. 

Sugerencia: Para encontrar el intervalo de definición, busque los puntos en los que dxidy = 0. 

18. Resuelva el problema con valor inicial 

y = 3x2/(3y2-4), y(l) = 0 
y determine el intervalo en que la solución es válida. 

Sugerencia: Para encontrar el intervalo de definición, busque los puntos en los que dx/dy = 0. 

19. Resuelva la ecuación 


- (l- x'^y^^ dy = aresen x dx 


en el intervalo -1 < x < 1. 

20. Resuelva la ecuación 


dy ax h 
dx ex d" 


en donde a,b,cy d son constantes. 

21. Resuelva la ecuación 


dy ay -f b 
dx cy + í/ ’ 

en donde a,b,cy d son constantes. 

*22 Demuestre que la ecuación 

dy y — 4x 
dx X — y 

no es separable pero que, si se reemplaza la variable y por una nueva variable y definida 
por V = y/x, entonces la ecuación es separable en x y v. Encuentre de esta manera la 
solución de la ecuación dada. Ver la sección 2.9 para un análisis más detallado de este 
método. 
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*23 Considere de nuevo ei problema con valor inicial (21) del texto. Denote mediante f{x,y) 
el seguíido miembro de la ecuación diferencial y observe que 


|/(x, y)| = |cosx|. 

' 1 + 2y 

a) Mediante la determinación de los valores máximo y mínimo de y/(l + 2y^), demues¬ 
tre que 


1 4 - 2y'^ 



9 


para today y, por tanto,que |/(x,y)!< 1/2^2 para todaxyy. 

b) Si y = (f)(x) es la solución del problema con valor inicial (21), aplique el resultado del in¬ 
ciso a) para demostrar que ¡</)(jc) -11 |;c í/2 V2 para toda x. De donde, se concluye que 

el intervalo de definición de la solución 0 es - oo < jr < x. 






2.4 Diferencias entre las ecuaciones lineales y las no lineales 

Al estudiar el problema con valor inicial 

y'=fix,y) (1) 

>(-*o)=3'o> (2) 

las cuestiones fundamentales a considerar son si existe una solución, si ésta es única, sobre 
qué intervalo está definida y cómo obtener una fórmula útil para esa solución. Si la ecua¬ 
ción diferencial (1) es lineal, entonces existe una fórmula general para la solución y, con 
base en ella, en las secciones 2.1 y 2.2 se dio respuesta, con relativa facilidad, a las cuestio¬ 
nes antes indicadas. Además, para las ecuaciones lineales existe una solución general (que 
contiene una constante arbitraria) que incluye todas las soluciones y los puntos posibles de 
discontinuidad de la solución pueden identificarse mediante la simple localización de los 
puntos de discontinuidad de los coeficientes. Sin embargo, para las ecuaciones no lineales 
no existe fórmula correspondiente, de modo que es más difícil establecer propiedades ge¬ 
nerales semejantes de las soluciones. En esta sección se investigan algunas de las diferen¬ 
cias entre las ecuaciones lineales y las no lineales. 

Existencia y unicidad. El siguiente teorema de existencia y unicidad es análogo al teore¬ 
ma 2.2.1 para las ecuaciones lineales. Sin embargo, su demostración es bastante más com¬ 
plicada y se pospone hasta la sección 2.11. 
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Las condiciones que se dan en el teorema 2.4.1 son suficientes para garantizar la existen¬ 
cia de una solución única del problema con valor inicial (1), (2) en algún intervalo - h < 
X < Xq + h. Sin embargo, la determinación de un valor h puede ser difícil. Incluso si / no 
satisface las hipótesis del teorema, todavía es posible que pueda existir una solución única. 
De hecho, la conclusión del teorema sigue siendo válida si se reemplaza la hipótesis acerca 
de la continuidad de dfÑy por ciertas condiciones más débiles. Además, puede establecer¬ 
se la existencia de una solución (pero no su unicidad) sólo con base en la continuidad de /. 
A pesar de lo anterior, la forma de teorema que acaba de darse es satisfactoria para casi 
todos los propósitos. 

Mediante ejemplos es posible hacer ver que para obtener el resultado que se enuncia en el 
teorema algunas condiciones sobre/son esenciales. De este modo, en el siguiente ejemplo 
se hace ver que el problema con valor inicial (1), (2) podría tener más de una solución en 
caso de que se violen las hipótesis del teorema 2.4.1. 


Ejemplo 1 


Resolver el problema con valor inicial 

y(0) = 0 


(3) 


para x > 0. 

Este problema se resuelve con facilidad ya que la ecuación diferencial es separable. Por tanto, 
se tiene 


dé modo que 


y ^ ‘^dy = dx, 

^^ 2/3 ^ y- ^ 


y 

La condición inicial se satisface si c = 0, por lo que 

y = ^ A-> 0 (4) 

satisface ambas ecuaciones (3). Por otra parte, la función 

y = </> 2 W = ^ > 0 (5) 

también es una solución del problema con valor inicial dado. Es más, la función 

y = \i/(x) = 0, X > 0 (6) 

todavía es otra solución. De hecho, no es difícil demostrar que, para un positivo Xq arbitrario, las 
funciones 


Jo, if 0 < A < Xq 

I±[s(x - ifx>Xo 


(7) 


son continuas, diferenciabies (en particular en x = x^,) y soluciones del problema con valor ini- 
cial (3). Por tanto, este problema tiene una familia infinita de soluciones: ver la figura 2.4.1, en 
donde se muestran unas cuantas de estas soluciones. 
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^ FIGURA 2.4.1 Varias soluciones del problema con valor inicial y' = y y(0) = 0. 

lü 

I 

® La no unicidad de las soluciones del problema (3) no contradice al teorema de existencia y 
1 unicidad, ya que 

§ 

^ o d \ 

I dy dy 3 

W 

J y esta ñinción no es continua, incluso ni está definida, en cualquier punto en donde y = 0. De 

II donde, el teorema no es aplicable en cualquier región que contenga parte del eje x. Sin embargo, 
J si (xq, y^) es cualquier punto que no sea del eje x, entonces existe una solución única de la 
tí ecuación diferencial y' = y^^^ que pasa por (Xq, y^). 


Intervalo de definición. La solución de la ecuación lineal 

y'+ p(x)y = g{x\ (8) 

sujeta a la condición inicial (2) existe a lo largo de cualquier intervalo alrededor de x = x^ en 
el que las funciones py g sean continuas. Por otra parte, para un problema no lineal con 
valor inicial puede ser difícil determinar el intervalo en el que existe una solución. Este he¬ 
cho se ilustra con algunos de los ejemplos de la sección 2.3. En realidad, la solución y = </>(x) 
existe siempre que el punto [x, (t>(x)] permanezca dentro de la región en la que se cumplen 
las hipótesis del teorema 2.4.1; sin embargo, como <^(x) en general no se conoce, puede ser 
imposible localizar el punto [x, (/>(x)] con respecto a esta región. En todo caso, el intervalo 
en el que existe una solución puede no estar relacionado en forma sencilla con la función / 
de la ecuación (1). Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 2 


J Resolver el problema con valor inicial 

I y(0)=i, 

y determinar el intervalo en el que existe la solución. 


( 9 ) 
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El teorema 2,4.1 garantiza que este problema tiene una solución única, ya que/(x, y)-y^y df/ 
dy = 2y son continuas en todo punto. Para encontrar la solución, primero se escribe la ecuación 
diferencial en la forma 

y-'^ dy = dx (10) 

Luego 

—y~^ = a: + c 

y 


1 

^ X + c' 

Para satisfacer la condición inicial debe elegirse c = -1, de modo que 

1 



( 11 ) 


( 12 ) 


es la solución del problema con valor inicial dado. Es evidente que la solución se vuelve no 
acotada cuando x -► 1; por consiguiente, la solución existe sólo en el intervalo -oc < x < 1. Sin 
embargo, la ecuación diferencial por sí sola no indica que el punto x = 1 sea de alguna manera 
notable. Es más, si se reemplaza la condición inicial por 


la constante c de la (11) debe elegirse como c = -l/yQ^ Y se concluye que 


m 


. yo 

< - yox 




(13) 

(14) 


es la solución del problema con valor inicial con la condición inicial (13). Obsérvese que la 
solución (14) se vuelve no acotada cuando x -► l/y^, de modo que el intervalo de existencia de 
la solución es - oo < x < l/y^ si > 0, y es l/y^ < x < oo si < 0. Este ejemplo ilustra una 
característica que provoca dificultades de los problemas con valor inicial para ecuaciones no 
lineales; a saber, las singularidades de la solución pueden depender de manera esencial de las 
condiciones iniciales, así como de la ecuación diferencial. 


Solución general. Otra manera en la que difieren las ecuaciones lineales y las no lineales 
es con respecto al concepto de solución general. Para una ecuación lineal de primer orden es 
posible obtener una solución que contenga una constante arbitraria, a partir de la cual se 
obtengan todas las soluciones posibles al especificar valores para esta constante. Para las 
ecuaciones no lineales éste puede no ser el caso; aun cuando pueda hallarse una solución 
que contenga una constante arbitraria, es posible que no puedan obtenerse otras soluciones 
al dar valores a esta constante. Por ejemplo, para la ecuación diferencial y' =y^ del ejemplo 
2, la expresión de la (11) contiene una constante arbitraria, pero no incluye todas las solu¬ 
ciones de la ecuación diferencial. Para hacer ver lo anterior, obsérvese que, evidentemente 
la función y = 0 para toda x es una solución de la ecuación diferencial, pero no puede 
obtenerse de la (11) al asignar un valor a c. En este ejemplo será factible anticipar que algo 
como esto podría ocurrir debido a que para reescribir la ecuación diferencial original en la 


58 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


forma (10) debe requerirse que y sea diferente de cero. Sin embargo, la existencia de solu¬ 
ciones “adicionales” no es extraña para las ecuaciones no lineales; en el problema 14 se da 
un ejemplo menos obvio. Por tanto, se usará la expresión “solución general” solamente al 
analizar las ecuaciones lineales. 


Soluciones implícitas. Recuérdese una vez más que para una ecuación lineal de primer 
orden existe una fórmula explícita [ecuación (17) de la sección 2.1] para la solución dey = 
En la medida en que es posible encontrar las antiderivadas necesarias, puede determi¬ 
narse el valor de la solución en cualquier punto simplemente al sustituir el valor adecuado 
de X en la fórmula. La situación para las ecuaciones no lineales es mucho menos satisfacto¬ 
ria. Por lo general, lo mejor que puede esperarse es hallar una ecuación 

F(x.y)^Q (15) 

en la que intervenganx y que sea satisfecha por la solución^ = <^(x). Incluso sólo se puede 
hacer esto para ecuaciones diferenciales de ciertos tipos particulares, de las cuales las más 
importantes son las ecuaciones separables. La ecuación (15) se conoce como integral, o 
primera integral, de la ecuación diferencial y (como ya se hizo notar) su gráfica es una 
curva integral, o quizá una familia de curvas integrales. La ecuación (15), en caso de que 
pueda hallarse, define la solución implícitamente; es decir, para cada valor de x es necesario 
resolver la (15) para hallar el valor correspondiente de y. Si la (15) es suficientemente 
sencilla, puede que sea posible despejary por medios analíticos y, en consecuencia, obtener 
una fórmula explícita para la solución. Sin embargo, con mayor frecuencia esto no es posi¬ 
ble y habrá que apoyarse en un cálculo numérico para determinar el valor de y, para un 
valor dado de x. Entonces, el cálculo tendrá que repetirse para cada valor diferente de x. 
Una vez que se han calculado varias parejas de valores de x y y, a menudo es de utilidad 
situarlas en un plano coordenado y, a continuación, trazar un esquema de la curva integral 
que pasa por ellas. En caso de ser posible, el estudiante debiera usar una computadora 
para que realice ese trabajo. 

Los ejemplos de esta sección y el ejemplo 2 de la sección 2.3 son problemas no lineales 
en los que es posible resolverlos con el fin de hallar una fórmula explícita para la solución 
y = (/)(x). Por otra parte, los ejemplos 1 y 3 de la sección 2.3 son casos en los que es mejor 
dejar la solución en forma implícita y aplicar medios numéricos para evaluarla, para valo¬ 
res particulares de la variable independiente. Esta última situación es más común; a menos 
que la relación implícita sea cuadrática en y o que tenga alguna otra forma especialmente 
simple, es improbable que pueda resolverse de manera exacta por medios analíticos. De 
hecho, incluso con bastante frecuencia es imposible encontrar una expresión implícita para 
la solución de una ecuación no lineal de primer orden. 

Construcción gráfíca o numérica de curvas integrales. Debido a la dificultad de obte¬ 
ner soluciones analíticas exactas de ecuaciones diferenciales no lineales, los métodos que 
producen soluciones aproximadas u otra información cualitativa sobre las soluciones tie¬ 
nen de manera correspondiente, una mayor importancia. En la sección 1.1 ya se describió la 
manera en que puede construirse el campo direccional de una ecuación diferencial. El cam¬ 
po direccional a menudo puede mostrar la forma cualitativa de las soluciones y también 
puede ser útil para identificar regiones del plano xy en donde las soluciones exhiben carac- 
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terísticas interesantes que ameritan una investigación analítica o numérica más detallada. 
En la sección 2.6 se analizan con más detalle los métodos gráficos para las ecuaciones de 
primer orden. En el capítulo 8 se presenta un análisis sistemático de los métodos numéri¬ 
cos. Si el estudiante desea obtener un panorama equilibrado de los métodos de resolución 
de las ecuaciones diferenciales de primer orden, en especial de las no lineales, entonces en 
este momento es posible que desee leer por lo menos unas cuantas de las primeras seccio¬ 
nes del capítulo 8. 


En cada uno de los problemas 1 a 8, dé la región del plano xy en la que se satisfacen las 
hipótesis del teorema 2.4.1; por tanto, existe una solución única que pasa por cada punto 


inicial dado en esta región. 


‘ ^ 2x + 5y 

2. y' = (\-x^-y^) 

3. y' = 2xyl(\ + .v^) 

4. / = 3(x + y)"^ 

5 v'= - 

' ^ 1 -x^ + y^ 

6. y' = (x^ + y^f'^ 

^ dy 1 -h x^ 

dx 3y - y^ 

^ dy _ (cot x)y 
‘ dx 1 + V 


En cada uno de los problemas 9 a 12, resuelva el problema con valor inicial dado y determine 
de qué manera el intervalo en el que la solución existe depende del valor inicial y^. 

9. y' = -4x/y, y(0) = yo 10. y' = 2xy^ y(0) = yo 

11. / + y3 = 0, y(0) = yo 12. y' - xVy(l + y(0) = yo 

13. Considere el problema con valor inicial y' = y^^^, y (0) = 0 que se analizó en el ejemplo 1 
del texto. 

a) ¿Existe una solución que pase por el punto (1,1)? En caso afirmativo, halle esa solu¬ 
ción. 

b) ¿Existe una solución que pase por el punto (2,1)? En caso afirmativo, halle esa solu¬ 
ción. 

c) Considere todas las soluciones posibles del problema con valor inicial dado. Deter¬ 
mine le conjunto de valores que tienen estas soluciones en x = 2. 

14. a) Verifique que yj(x) = 1 = - x y y 2 (x) = -x^/4 son soluciones del problema con valor 
inicial 


¿En dónde son válidas estas soluciones? 

b) Dé una explicación de por qué la existencia de dos soluciones del problema dado no 
contradice la parte de unicidad del teorema 2.4.1. 

c) Demuestre que y = ex + en donde c es una constante arbitraria, satisface la ecua¬ 
ción diferencial del inciso a) para x ^ ~2c. Si c = -1, también se satisface la condición 
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inicia] y se obtiene la solución y = yfx). Demuestre que no existe c que dé la segunda 
solución y -yfx). 




2.5 Aplicaciones de las ecuaciones lineales de primer orden 


Las ecuaciones diferenciales son interesantes para los no matemáticos principalmente de¬ 
bido a la posibilidad de utilizarlas para investigar una amplia variedad de problemas de las 
ciencias físicas, biológicas y sociales. En este proceso se presentan tres pasos identificables, 
sin importar cuál sea el campo específico de aplicación. 

En primer lugar, es necesario traducir la situación física en términos matemáticos. Suele 
llevarse a cabo esto al establecer hipótesis acerca de lo que está sucediendo que parezcan 
ser coherentes con los fenómenos observados. Por ejemplo, se ha observado que los mate¬ 
riales radiactivos decaen con una rapidez proporcional a la cantidad de material presente, 
que el calor pasa de un cuerpo caliente hacia uno más frío con una rapidez proporcional a la 
diferencia de temperaturas, que los objetos se mueven según con las leyes de Newton del 
movimiento y que las poblaciones aisladas de insectos crecen con una rapidez proporcional 
a la población existente. Cada una de estas proposiciones comprende una razón de cambio 
(derivada) y, en consecuencia, al expresarse matemáticamente, toma la forma de una ecua¬ 
ción diferencial. 

Es importante tener en cuenta que las ecuaciones matemáticas casi siempre son sólo una 
descripción aproximada del proceso real, porque se basan en observaciones que por sí mis¬ 
mas son aproximaciones. Por ejemplo, los cuerpos que se mueven a velocidades compara¬ 
bles a la de la luz no cumplen con las leyes de Newton, las poblaciones de insectos no 
crecen indefinidamente como se afirmó, debido a posibles limitaciones en el abastecimien¬ 
to de alimento, y la transferencia de calor es afectada por otros factores distintos a la dife¬ 
rencia en las temperaturas. Es más, el proceso de plantear matemáticamente un problema 
físico suele comprender el reemplazo conceptual de un proceso discreto por uno continuo. 
Por ejemplo, el número de miembros en una población de insectos cambia en cantidades 
discretas; sin embargo, si la población es grande, parece razonable considerarla como una 
variable continua e incluso hablar de su derivada. De manera alternativa, puede adoptarse 
el punto de vista de que las ecuaciones matemáticas describen con exactitud la operación de 
un modelo simplificado que se ha construido (o concebido) de modo que comprenda las 
características más importantes del proceso real. 

En todo caso, una vez que el problema se ha formulado matemáticamente, a menudo 
debe encararse el problema de resolver una o más ecuaciones diferenciales o, si falta el 
procedimiento, averiguar tanto como sea posible acerca de las propiedades de la solución. 
Puede suceder que este problema matemático sea bastante difícil y, de ser así, en esta etapa 
pueden indicarse aproximaciones adicionales que hagan el problema matemáticamente tra¬ 
table. Por ejemplo, una ecuación no lineal puede aproximarse con una lineal, o una función 
que varíe con lentitud puede reemplazarse por su valor promedio. Por supuesto, cualquier 
de esas aproximaciones también debe analizarse desde el punto de vista físico a fin de tener 
la certeza de que el problema matemático simplificado sigue reflejando las características 
esenciales del proceso físico en estudio. Al mismo tiempo, un conocimiento profundo de la 
física del problema puede sugerir aproximaciones matemáticas razonables que hagan el 
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problema matemático más tratable en el análisis. Esta interacción entre la comprensión de 
los fenómenos físicos y el conocimiento de las técnicas matemáticas y sus limitaciones es 
característica de la esencia de las matemáticas aplicadas, y es indispensable para construir 
con éxito modelos matemáticos de procesos físicos intrincados. 

Por último, una vez que se ha obtenido la solución (o al menos alguna información acerca 
de ella), debe interpretarse en términos del contexto en el que surgió el problema. En par¬ 
ticular siempre debe comprobarse si la solución matemática parece físicamente razonable. 
Esto exige, por lo menos, que la solución exista, sea única y dependa en forma continua de 
los datos del problema. Esta última consideración es importante porque los coeficientes 
de la ecuación diferencial y de las condiciones iniciales suelen obtenerse como resultado de 
mediciones de alguna cantidad física y, por consiguiente, son susceptibles de experimentar 
pequeños errores. Si estos pequeños errores conducen a cambios grandes (o discontinuos) 
en la solución del problema matemático correspondiente, que no se observan físicamente, en¬ 
tonces debe reconsiderarse si el modelo matemático es el adecuado para el problema físico. 
Por supuesto, el hecho de que la solución matemática parezca razonable no garantiza que 
sea correcta; sin embargo, si es seriamente incoherente con observaciones cuidadosas del 
sistema físico que pretende describir, sugiere que se han cometido errores ai resolver el 
problema matemático o que el propio modelo matemático es demasiado rudimentario. 

Los ejemplos de esta sección son aplicaciones típicas en las que surgen ecuaciones dife¬ 
renciales lineales de primer orden. 


Ejemplo 1 J Decaimiento radiactivo. El isótopo radiactivo torio 234 se desintegra con una rapidez propor- 
m cíonal a la cantidad presente del mismo. Si 100 mg de este material se reducen a 82.04 mg en 
1 una semana, encontrar una expresión para la cantidad presente en cualquier instante. También, 
% hallar el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que la masa decaiga hasta la mitad de su 
í valor original. 

B Sea Q(t) la cantidad de torio 234 presente en cualquier instante í, en donde Q se mide en 
miligramos y /, en días. La observación física de que el torio 234 se desintegra con una rapidez 
proporcional a la cantidad presente significa que la razón de cambio con el tiempo dQ/dt es pro¬ 
porcional a Q; por tanto, Q satisface la ecuación diferencial. 

dQldt = -rQ, (1) 

en donde la constante r > 0 se conoce como razón de decaimiento. Se busca la solución de la (1) 
que también satisfaga la condición inicial 

! í2(0) = 100 (2) 

así como la condición 

I Q(l) = 82.04 (3) 

I La ecuación (1) es lineal y también separable; su solución general es 

Q(t) = lOOe-^^ (4) 

en donde c es una constante arbitraria. La condición inicial (2) requiere que c = 100 y, por lo 
tanto, 


Q(t) = 100c""^ 


( 5 ) 
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^ A fin de satisfacer la (3), se hace t-1 y Q = 82.04 en la (5); esto da 

I 82.04 = lOOe-’^'- 

% entonces, 

m 


i 

■ 


I 


s 

% 

s 

U 


r 


In 0.8204 


= 0.02828 días-^ 


( 6 ) 


Por tanto, se ha determinado la razón de decaimiento r. Si se usa este valor de r en la (5), se 
obtiene 


2(0= (7) 

con lo que se obtiene el valor de 2(0 cualquier instante. 

El lapso durante el que la masa se reduce a la mitad de su valor original se denomina vida 
medía del material. Sea reí tiempo en que 2(0 igual a 50 mg. Entonces, por la (5), 

50 = 100 e-^ 


o bien, 


ri = In 2. 


(8) 


La relación (8) entre la razón de decaimiento y la vida media es válida no sólo para el torio 234, 
sino para cualquier material que obedezca la ecuación diferencial (1); al usar el valor de r dado 
por la ecuación (6), se encuentra que, para el torio 234, 


ln2 

0.02828 


^ 24.5 días . 


(9) 


Ejemplo 2 


8 

5 

í 


I 


Interés compuesto Supóngase que, en un banco, se deposita una cantidad de dinero o fondo, 
que paga interés a una tasa anual r. El valor S(r) de la inversión en cualquier instante t depende 
de la frecuencia con la que se componga el interés, así como de la tasa de éste. Las instituciones 
financieras tienen varias políticas sobre la composición: en algunas se compone mensualmente; 
en otras, semanalmente, y en otras, incluso diariamente. Si se supone que la composición se 
lleva a cabo continuamente, entonces es posible plantear un problema sencillo con valor inicial 
que describa el crecimiento de la inversión. 

La razón de cambio del valor de la inversión es dS/dt, y esta cantidad es igual a la rapidez con 
la que se acumula el interés, que es la tasa de interés r multiplicada por el valor actual de la 
inversión S(t). Por tanto, 

dSldt = rS (10) 

es la ecuación diferencial que rige el proceso. Supóngase que también se conoce el valor de la 
inversión en algún instante particular, por ejemplo, 

S(0)=S^. ( 11 ) 

Entonces, la solución del problema con valor inicial (10), (11), da el balance S(t) de la cuenta en 
cualquier instante t. Este problema con valor inicial se resuelve con facilidad. De hecho, es el 
mismo, salvo por el signo de la constante de proporcionalidad, que el problema con valor inicial 
del ejemplo 1, que describe el decaimiento radiactivo. Como consecuencia, al resolver las ecua¬ 
ciones (10) y (11) se encuentra que 
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S(t) = 


( 12 ) 


Por tanto, una cuenta bancaria con interés compuesto en forma continua crece exponencial mente. 
Compárense ahora los resultados del modelo continuo que acaba de describirse con la situa¬ 
ción en la que la composición ocurre a intervalos de tiempo finitos. Si el interés se compone una 
vez al año, entonces al cabo de t años, 


5(0 = 5^(1+ry. 

Si el interés se compone dos veces al año, entonces al término de seis meses el valor de la 
inversión es 5 q[ 1 + (r/2)], y al cabo de un año es 5 q[ 1 + (r/2)]^. Entonces, después de t años se 
tiene 


Sit) = So(^l + 

En general, si el interés se compone m veces al año, entonces 


(13) 


La relación entre las fórmulas (12) y (13) se aclara si se recuerda de lo visto en cálculo que 


lím 5n( 1 



5oC''^ 


En la tabla 2.5.1 se muestra el efecto de cambiar la frecuencia de composición para una tasa 
de interés r del 8%. La segunda y tercera columnas se calcularon con base en la ecuación (13) 
para una composición trimestral y diaria, respectivamente, y la cuarta se calculó con base en la 
(12) para una composición continua. Los resultados muestran que, en la mayor parte de los 
casos, la frecuencia de composición no tiene una importancia particular. Por ejemplo, durante 
un periodo de 10 años la diferencia entre la composición trimestral y la continua es de $17.50 
por cada $1 000 invertidos, o sea, menos de $2 anuales. La diferencia sería un tanto mayor para 
tasas de interés más elevadas y sería menor para tasas más bajas. 


TABLA 2.5.1 Crecimiento del capital a una tasa de interés de r = 5%, para varios modos de 
composición 


Años 


5(0/5(ío) de la ec. (13) 
m = 4 m = 365 


S(í)/S(fo) S(t)/S(t,) 

de la ec. (12) de la ec. (14) 


1 

1.0824 

1.0833 

1.0833 

1.0845 

2 

1.1716 

1.1735 

1.1735 

1.1761 

5 

1.4859 

1.4918 

1.4918 

1.5001 

10 

2.2080 

2.2253 

2.2255 

2.2502 

20 

4.8754 

4.9522 

4.9530 

5.0634 

30 

10.7652 

11.0202 

11.0232 

11.3937 

40 

23.7699 

24.5238 

24.5325 

25.6382 
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¿1 Con base en el primer renglón de la tabla se ve que, para la tasa de interés r = 8%, el rendi- 
miento anual para una composición trimestral es de 8.24% y para una composición diaria o 
continua es de 8.33%. Algunos bancos anuncian un rendimiento anual incluso más alto que el 
j que se obtiene con composición continua. Esto se logra al calcular una tasa de interés diaria con 
J el uso de un año nominal de 360 días y luego al componer esta tasa a lo largo del año natural real, 
p Al aplicar este método para una tasa de interés r, e ignorar los años bisiestos, se encuentra que 
■-'S' 

I;. / r 


^ En la última columna de la tabla 2.5.1 se dan los resultados de la ecuación (14), para una tasa 
^ de interés del 8%. Obsérvese que el rendimiento anual efectivo es del 8.45%. 

I? Si se vuelve ahora al caso de la composición continua, supóngase que además de la acuraula- 
J ción de interés pueden hacerse depósitos o retiros. Si se supone que los depósitos o retiros se 
^ efectúan con una cuota constante k, entonces la (10) se sustituye por 

dS/dt (15) 

en donde k es positiva para ios depósitos y negativa para los retiros. 

La solución general de la (15) es 

li S(í) = ce^'-(k/r), 

í 

en donde c es una constante arbitraria. Para satisfacer la condición inicial (11) debe elegirse c = 

§ 5q + (k/r). Por tanto, la solución del problema con valor inicial (15), (11) es 

ü 

I Sit) = S^e^^ + (k/r)(e^^-iy (16) 


^ El primer término de la expresión (16) es la parte de S(t) debida al interés pagado sobre la 
m cantidad inicial 5^, mientras que el segundo es la parte debida a la cuota de depósito o retiro k. 
g Lo atractivo de plantear el problema de esta manera general, sin valores específicos de Sq, r o 
B k, reside en la generalidad de la fórmula resultante (16) para 5(í). Con esta fórmula es fácil 
J comparar los resultados de diferentes programas de inversión o tasas de interés. 

S Por ejemplo, supóngase que se abre una cuenta individual de retiro (CIR) a la edad de 25 años, 
P con una inversión inicial de $2 000 y que, a partir de ese momento se efectúan depósitos anuales 
j de $2 000, de manera continua. Si se supone una tasa de interés del 8%, ¿cuál será el balance de 
fc la CIR a la edad de 65 años? Se tiene 5^^ = $2 000, r = 0.08 y k-$2 000, y se desea determinar 
J 5(40). Con base en la ecuación (16), se tiene 

S S(40) = (2000)£?"-2 + (25 000)(c^-^ - 1) 

= $49 065 + $588 313 - $637 378. 

S Es interesante observar que la cantidad total invertida es de $ 82 000, de modo que la cantidad 
í restante de $555 378 resulta del interés acumulado. 

g Examínense ahora las hipótesis establecidas en el modelo. En primer lugar, se ha supuesto 
J que el interés se compone continuamente y que el capital adicional se invierte continuamente. 

Í En una situación financiera real ninguna de estas hipótesis es verdadera, aunque las discrepan- 
,, cías no suelen ser significativas. Lo más importante es que se ha supuesto que la tasa de interés 
^ r es constante durante todo el periodo con-^iderado, mientras que, de hecho, las tasas de inte- 
É rés fluctúan de manera considerable. Aunque es imposible predecir de modo confiable las tasas 
3 futuras de interés, puede aplicarse la expresión (16) para determinar el efecto aproximado de 
% las proyecciones de diferentes de esas tasas. También es posible considerar que r y de la (15) 
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son funciones de r, en vez de constantes; por supuesto, en ese caso la solución puede ser mucho 
más complicada que la ecuación (16). 

Asimismo, vale la pena hacer notar que el problema con valor inicial (15), (11) y la solución 
(16) también pueden aplicarse para analizar otras diversas situaciones financieras, incluyendo 
anualidades, hipotecas y préstamos para adquirir automóviles, entre otras. 


Ejemplo 3 


Mezclas En el instante í = 0, un tanque contiene Ib de sal disueltas en 100 gal de agua; ver la 
figura 2.5.1. Supóngase que al tanque está entrando agua que contiene \ Ib de sal por galón, a 
razón de 3 gal/min, y que la solución bien revuelta está saliendo del tanque con la misma rapi¬ 
dez. Encontrar una expresión para la cantidad de sal Q{t) que hay en el tanque en el instante t. 

La razón de cambio de la sal en el tanque, en el instante t, QXt), debe ser igual a la razón a la 
que la sal entra al tanque menos la razón a la que sale. La razón a la que la sal entra es \ Ib/gal 
multiplicado por 3 gal/min. La razón a la que la sal sale es ((3(í)/100) Ib/gal multiplicado por 3 
gal/min; por tanto, 

Q'(t)==i~doQit) (17) 

es la ecuación diferencial que rige este proceso. La ecuación (17) es lineal y su solución 
general es 

Q(t) = 25 + (18) 

en donde c es arbitraria. A fin de satisfacer la condición inicial 

(19) 


( 20 ) 

El segundo término del segundo miembro de (20) representa la porción de la sal original que 
resta en el tanque en el instante í. Este término se hace muy pequeño con el transcurso del 
tiempo, a medida que la solución original se extrae del tanque. El primer término del segundo 


1 

3 gal/min,^ 3 Ib/gal 



S(0)-eo 


debe tomarse c-Qq- 25; de donde. 


e(0 = 25(l^c'«03r)^2^^ 


-0.02í 
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I* miembro de (20) da la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante t debido a la acción de 
^ los procesos de flujo. A medida que f crece, este termino tiende al valor constante de 25 (libras). 

( Físicamente, también es obvio que este debe ser el valor límite de Q, a medida que la solución 
original en el tanque se reemplaza cada vez más completamente por la que entra con una con- 
I" centración de ^ Ib/gal. 


Ejemplo 4 


É Determinación del momento de la muerte^ En la investigación de un homicidio o una muer- 
1 te accidental, a menudo es importante estimar el momento de la muerte. A continuación se 
describe un método matemático para enfocar este problema. 

J A partir de observaciones experimentales se sabe que, con una exactitud satisfactoria en mu- 
p chas circunstancias, la temperatura superficial de un objeto cambia con una razón proporcional 
I a la diferencia entre la temperatura del objeto y la de su entorno (temperatura ambiente). Esto se 
J conoce como ley de Newton del enfriamiento. Por tanto, si 9{t) es la temperatura del objeto en 
j el instante r y T es la temperatura ambiente constante, entonces 0 debe satisfacer la ecuación 
diferencial lineal 

i deidt = -k{e-T), ( 21 ) 

J en donde /: > 0 es una constante de proporcionalidad. El signo negativo de la ecuación (21) se 
debe al hecho de que si el objeto está más caliente que su entorno (0 > 7), entonces se enfriará 
P con el tiempo. De donde, dOldt < 0 cuando 9~T> 0. 

I Supóngase ahora que en el instante í = 0 se descubre un cadáver y que su temperatura es Se 
§ supone que en el instante del fallecimiento la temperatura del cuerpo 9^ tenía el valor normal 
i de 98.6°F, o sea 31°C. Si se supone que la ecuación (21) es válida en esta situación, entonces la 
I tarea es determinar tj. 

i La solución de la ecuación (21) sujeta a la condición inicial 0(0) = ^ es 

1 e(t) = T+{da-T)e-'“ (22) 

Ji Sin embargo, la razón de enfriamiento k que aparece en esta expresión hasta ahora desconocida. 
J Es posible determinar k al hacer una segunda medición de la temperatura del cuerpo en algún 
|f instante posterior íp supóngase que 9 = 9^ cuanto / = tj. Al sustituir estos valores en (22) se 

2 encuentra que 


J por lo cual 


6^-T={6Q-T)e-‘‘‘\ 


w 


k = 


In 



(23) 


en donde 0^, 9^,Tyt^ son cantidades conocidas. 

Por último, para determinar se sustituye í = y 0 = 0^ en la ecuación (22) y luego se despeja 
se obtiene 





(24) 


if en donde k está dada por la ecuación (23). 



fe ^ Consúltese la obra de J. F. Hurley, “An Application of Newton’s Law of Cooling”, Mathematics Teacher 67 
|- (1974), pp. 141-142 y la de David A. Smith, ‘The Homicide Problem Revisited”, The Two Year College 

I;: Mathematics Journal 9 {\91%), pp. 141-145, 
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Por ejemplo, supóngase que la temperatura del cadáver es de 85°F cuando es descubierto, que 
dos hora más tarde su temperatura es de 74°F y que la temperatura ambiente es de 68°F, enton¬ 
ces, por la ecuación (23), 


y por la (24), 


k = 



74-68 

' 85^”68 


- 0.5207 h 


1 98.6 - 68 

0.5207 ” Y5~~^ 


1.129 h 


De donde se concluye que el cuerpo se descubrió aproximadamente 1 hr. 8 min. después del 
fallecimiento. 


Problemas 

1. El isótopo radiactivo plutonio 241 decae de forma que se satisface la ecuación dife¬ 
rencial 

dQ/dt = -0.05250 

en donde Q se mide en miligramos y r en años. 

a) Determine la vida media rdel plutonio 241. 

b) Si en este momento se cuenta con 50 mg de plutonio, ¿cuánto quedará en 10 años? 

2. El einstenio 253 decae con una rapidez proporcional a la cantidad que se tenga. Determi¬ 
ne la vida media Tsi este material pierde un tercio de su masa en 11.7 días. 

3. El radio 226 tiene una vida media de 1 620 años. Encuéntrese el periodo en el que un 
cuerpo de este material se reduce a tres cuartas partes de su tamaño original. 

4. Suponga que inicialmente se encuentran 100 mg de torio 234 en un recipiente cerrado y 
que a éste se le agrega torio 234 con una rapidez constante de 1 mg/día. 

a) Halle la cantidad Q{t) de torio 234 que hay en el recipiente en cualquier instante. 
Recuerde que, en el ejemplo 1, se encontró la razón de decaimiento para el torio 234. 

b) Halle la cantidad límite de torio 234 que existiría en el recipiente cuando t oo. 

c) ¿Cuánto tiempo debe transcurrir antes de que la cantidad de torio 234 en el recipiente 
disminuya hasta ser 0.5 mg como máximo más del valor límite 0^? 

d) Si al recipiente se le agrega torio 234 con una rapidez de k mg/día, encuentre el valor 
de k que se requiere a fin de mantener un nivel constante de 100 mg de torio 234. 

5. Determinación de fechas por radiocarbono. Un instrumento importante en la investi¬ 
gación arqueológica es la determinación de fechas por radiocarbono, que es un medio 
para determinar la antigüedad de ciertos restos de madera y plantas y, por tanto, de hue¬ 
sos humanos o de animales o artefactos encontrados a la misma profundidad. El procedi¬ 
miento fue desarrollado por el químico estadounidense Willard Libby (1908-1980) a 
principios de la década de 1950, por lo que fue galardonado con el Premio Nobel de 
Química en 1960. La determinación de fechas por radiocarbono se basa en el hecho de 
que algunos restos de madera o plantas, siguen conteniendo cantidades residuales de 
carbono 14, un isótopo radiactivo del carbono. Este isótopo se acumula durante la vida 
de la planta y comienza a decaer a la muerte de ésta. Como la vida media del carbono 14 
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es larga (aproximadamente de 5 568 años^), después de muchos miles de años permane¬ 
cen cantidades mensurables de carbono 14. Libby demostró que si incluso está presente 
una diminuta fracción de la cantidad original de carbono 14, entonces por medio de 
mediciones adecuadas de laboratorio puede determinarse con exactitud la proporción 
de la cantidad original de carbono 14 que resta. En otras palabras, si Q{t) es la cantidad 
de carbono 14 en el instante / y 0^^ es la cantidad original, entonces puede determinarse 
la razón Q{t)!Q^, por lo menos si esta cantidad no es demasiado pequeña. Las técnicas de 
medición actuales permiten la aplicación de este método para periodos de hasta alrede¬ 
dor de 100 000 años, después de los cuales la cantidad de carbono 14 restante es de sólo 
poco más o menos 4 x 10“^ de la cantidad original. 

a) Si supone que Q satisface la ecuación diferencial Q' ~ -rQ, determinar la constante 
de decaimiento r para el carbono 14. 

b) Halle una expresión para Q{í) en cualquier instante t, si Q(0) = 

c) Suponga que se descubren ciertos restos en los que la cantidad residual presente de 
carbono 14 es el 20% de la cantidad original. Determine la antigüedad de estos restos. 

6. Suponga que se deposita una suma en un banco que paga interés a una tasa anual r, 
compuesto continuamente. 

a) Halle el tiempo T necesario para duplicar el valor de la suma original, como una 
función de la tasa de interés r. 

b) Determine 7 si r = 7%. 

c) Encuentre la tasa de interés que debe pagarse si la inversión inicial tiene que dupli¬ 
carse en ocho años. 

7. Una persona joven sin capital inicial invierte k dólares anuales a una tasa de interés anual 
/•. Suponga que las inversiones se hacen continuamente y que el interés también se com¬ 
pone de manera continua. 

a) Determine la suma 5(r) acumulada en cualquier instante t. 

b) S\ r = 7.5%, determine k de modo que se disponga para su retiro de un millón de 
dólares en 40 años. 

c) Sik = $2 000 anuales, determine la tasa de interés r que debe obtenerse a fin de contar 
con un millón de dólares disponibles en 40 años. 

Sugerencia: Aplique el método de Newton o algún otro procedimiento numérico apro¬ 
piado en el inciso c). 

8. El efecto de un pequeño cambio en la tasa de interés puede ser sustancial para un plazo 
largo de inversión. Confirme lo anterior al calcular el resultado del programa de inver¬ 
sión CÍR del ejemplo 2 si a) r = 7.5%; b) r = 9%. 

9. Una persona solicita un préstamo de $8 000 para comprar un automóvil. El prestamista 
carga el interés a una tasa anual del 10%. Si se supone que el interés se compone de 
manera continua y que el deudor efectúa pagos continuamente con una cuota anual cons¬ 
tante k, determine la cuota de pago k necesaria para cubrir el adeudo en tres años. Deter¬ 
mine también cuánto interés se paga durante el periodo de tres años. 

10. El comprador de una casa no puede pagar más de $800 mensuales por la hipoteca. Su¬ 
ponga que la tasa de interés es de 9% y que el término de la hipoteca es de 20 años. 
Suponga que el interés se compone continuamente y que también los pagos se hacen en 
la misma forma. 

a) Determine la cantidad máxima que este comprador puede solicitar en préstamo. 

b) Determine el interés total que se paga durante el término de la hipoteca. 

- La vida media internacionalmeníe aceptada del carbono 14 es 5568± 30 años, según se indica en la McGraw- 
HillEncyclopedia of Science and Technology (5a ed.) (New York: McGraw-HÍll, 1982), Vol. 11, pp. 328-335. 
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11. ¿Cómo varían las respuestas del problema 10 si el término de la hipoteca es de 30 años? 

12. Un jubilado tiene invertida una suma S(t) de modo que obtenga interés a una tasa anual 
r, compuesto continuamente. Los retiros para sus gastos se hacen a razón de k dólares 
anuales; suponga que los retiros se hacen continuamente. 

a) Si el valor inicial de la inversión es 5 q, determínese S(t) en cualquier momento. 

b) Si se supone que 5^ y r son fijos, determine la cuota de retiro a la que S(t) perma¬ 
necerá constante. 

c) Si k sobrepasa el valor k^ hallado en el inciso b), entonces S{t) disminuirá y, finalmen¬ 
te, será cero. Encuentre el tiempo T en el que S(t) = 0. 

d) Determine T si r = 8% y /: = 2 /:q. 

e) Suponga que una persona que se jubila con un capital 5 q desea retirar fondos a una 
cuota anual k por no más de T años. Determine la cuota máxima posible de retiro. 

f) ¿De cuánto debe ser una inversión inicial para permitir un retiro anual de $12 000 
durante 20 años, si se supone una tasa de interés del 8%? 

13. Suponga que la población de la Tierra cambia con una rapidez proporcional a la pobla¬ 
ción actual. (En la sección 2.6 se considera una hipótesis más exacta referente al creci¬ 
miento de la población.) Además, se estima que en el instante t - 0 (1650 de nuestra era), 
la población de la Tierra era de 600 millones (6.0 x 10®); en el instante t = 300 (1950 
D.C.), la población era de 2.8 miles de millones (2.8 x 10^). Encuentre una expresión que 
dé la población de la Tierra en cualquier instante. Si se supone que la población máxima 
que la Tierra puede sostener es de 25 miles de millones (2.5 x 10^®), ¿cuándo se alcanza¬ 
rá este límite? 

14. Suponga que la temperatura de una taza de café obedece la ley de Newton del enfria¬ 
miento. Si el café tiene una temperatura de 200°F cuando acaba de servirse y un minuto 
después se ha enfriado hasta 190°F en un recinto cuya temperatura es de 70°F, determine 
cuándo el café alcanza una temperatura de 150°F. 

15. Encuentre el intervalo entre el momento de la muerte y el instante en que se descubre un 
cadáver, si las circunstancias son las mismas que las del ejemplo 4, excepto que la tem¬ 
peratura ambiente es de 32°R 

16. Suponga que, a medianoche, se descubre un cuerpo con una temperatura de 85''F, y que 
la temperatura ambiente es constante de 70°F. El cuerpo se envía rápidamente (suponga 
que instantáneamente) a la morgue, en donde la temperatura ambiente se mantiene a 
40®F. Al cabo de una hora se encuentra que la temperatura del cuerpo es de 60°F. Estime 
el momento de la muerte. 

17. Suponga que una gota de lluvia esférica se evapora con una rapidez proporcional a su 
área superficial. Si originalmente su radio mide 3 mm y media hora después se ha redu¬ 
cido hasta 2 mm, encuentre una expresión para calcular el radio de la gota de lluvia en 
cualquier instante. 

18. Inicialmente un tanque contiene 120 litros de agua pura. Al tanque entra a razón de 2 
litros/min, una mezcla que contiene una concentración de yg/litro de sal y la mezcla bien 
revuelta sale del tanque a la misma razón. Encuentre una expresión en términos de /para 
la cantidad de sal en el tanque en cualquier instante t. Halle también la cantidad límite de 
sal en el tanque r -► oo. 

19. Considere un tanque usado en ciertos experimentos de hidrodinámica. Después de reali¬ 
zar un experimento, el tanque contiene 200 litros de una solución de colorante con una 
concentración de 1 g/litro. A fin de preparar el siguiente experimento, el tanque debe 
lavarse con agua limpia que fluye a razón de 2 litros/min y la solución bien revuelta 
sale a la misma razón. Halle el tiempo que transcurrirá antes de que la concentración de 
colorante en el tanque alcance el 1% de su valor original. 
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20. Un tanque contiene originalmente 100 gal de agua limpia; a continuación se vierte en el 
tanque agua que contiene { Ib de sal por galón, a razón de 2 gal/min y se deja que la 
mezcla abandone el tanque a la misma razón. Al cabo de 10 minutos se detiene el proce¬ 
so y se introduce al tanque agua limpia a razón de 2 gal/min y nuevamente se deja que la 
mezcla abandone el tanque a la misma razón. Encuentre la cantidad de sal en el tanque al 
cabo de 20 minutos. 

21. Un tanque con una capacidad de 500 gal contiene originalmente 200 gal de agua con 100 
Ib de sal en solución. Se hace entrar agua que contiene 1 Ib de sal por galón, a razón de 3 
gal/min, y se deja que la mezcla salga del tanque a razón de 2 gal/min. Encuentre la 
cantidad de sal en el tanque en cualquier instante antes del momento en que la solución 
comienza a derramarse. Encuentre la concentración (en libras por galón) de sal en el 
tanque cuando se encuentra en el punto en que se derrama. Compare esta concentración 
con la concentración límite teórica, si la capacidad del tanque fuera infinita. 

22. Suponga que un recinto que contiene 1 200 pies^ de aire originalmente está libre de 
monóxido de carbono. A partir del instante r = 0, se introduce al recinto humo de cigarro, 
que contiene 4% de monóxido de carbono, a razón de 0.1 pies^/min y se permite que la 
mezcla bien circulada salga a la misma razón. 

a) Halle una expresión para la concentración a'(í) de monóxido de carbono en el recinto, 
en cualquier instante t > 0. 

b) La exposición prolongada a una concentración de monóxido de carbono no tan baja 
como 0.00012 es dañina para el organismo humano. Halle el instante t en el que se 
alcanza esta concentración. 

23. Considere una lago de volumen constante V que contiene en un instante t una cantidad 
Q(t) de contaminante, distribuido de manera uniforme en todo el lago con una concentra¬ 
ción c(í), en donde c{t) = Q{tyV. Suponga que al lago entra agua que contiene una con¬ 
centración k de contaminante a una razón r, y que del mismo lago sale el agua a la misma 
razón. Suponga que al lago también se le agregan directamente contaminantes a una razón 
constante P. Note que en las hipótesis establecidas se desprecian varios factores que 
pueden, en algunos casos, ser importantes; por ejemplo, el agua agregada o perdida por 
precipitación, absorción y evaporación; el efecto estratificante de la diferencia de tempe¬ 
raturas en un lago profundo; la tendencia de que las irregularidades de la costa produz¬ 
can bahías protegidas; y el hecho de que los contaminantes no se depositan de manera 
uniforme en todo el lago, sino que (por lo general) lo hacen en puntos aislados de su 
periferia. Los resultados que se dan en seguida deben interpretarse a la luz de que se han 
despreciado factores como éstos. 

a) Si en el instante r = 0 la concentración de contaminantes es Cq, halle una expresión 
para la concentración c(/) en cualquier instante. ¿Cuál es la concentración límite cuando 

t oc? 


TABLA 2.5.2 Datos del volumen y el flujo de 
los Grandes Lagos 


Lago 

y(km^x 10-3) 

r (km^/año) 

Superior 

12.2 

65.2 

Michigan 

4.9 

158 

Erie 

0.46 

175 

Ontario 

1.6 

209 
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b) Si se termina la adición de contaminantes al lago (/: = 0 y F = 0) para t > 0), determi¬ 
ne el intervalo de tiempo T que debe transcurrir antes de que la concentración de esos 
contaminantes se reduzca al 50% de su valor original; al 10% de su valor original. 

c) En la tabla 2.5.2 están contenidos datos^ de varios de los Grandes Lagos. Con la 
aplicación de estos datos, determine con base en el inciso b) el tiempo T necesario para 
reducir la contaminación de cada uno de estos lagos hasta el 10% del valor original. 

2.6 Dinámica de las poblaciones y algunos problemas relacionados 

En varias aplicaciones, que van desde la medicina hasta la ecología y hasta por la economía 
global, resulta conveniente predecir el crecimiento o descenso de la población de una espe¬ 
cie dada. En diferentes situaciones puede haber interés en una población de bacterias, in¬ 
sectos, mamíferos o incluso de personas. Ecuaciones semejantes también rigen muchos 
otros tipos de fenómenos y en los problemas se mencionan algunos de éstos; por ejemplo, 
la cosecha de un recurso renovable (problemas 18 y 19); epidemias (problemas 20 a 22); 
bifurcación de fluidos (problema 23), y reacciones químicas (problema 24). El propósito 
principal de esta sección es mostrar cómo es posible aplicar métodos geométricos para 
obtener información cualitativa importante directamente de la ecuación diferencial, sin re¬ 
solverla. Esto lleva de inmediato a los muy importantes conceptos de estabilidad e inestabi¬ 
lidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Estas ideas se presentan aquí y se 
analizan con mayor profundidad y en un planteamiento más general en el capítulo 9. 

Crecimiento exponencial. Sea N(t) la población de la especie dada en el instante t. La 
hipótesis más simple referente a la variación de N(t) es que la razón de cambio de N es 
proporcional"^ al valor actual de N, es decir, 

dNIdt^rN, ( 1 ) 

en donde r es la constante de proporcionalidad. La constante r se denomina razón de cre¬ 
cimiento o disminución, dependiendo de si es positiva o negativa. Si r < 0, entonces el 
problema matemático es el mismo que el correspondiente al decaimiento radiactivo que se 
analizó en la sección 2.5. Aquí se supone que r > 0, de modo que la población está creciendo. 
Al resolver la ecuación (1) sujeta a la condición inicial 

A^(0)=^o (2) 

se obtiene 

N{t)=N,e^'. (3) 


^ Este problema se basa en el artículo de R. H. Rainey “Natural Displacement of Pollution from the Great 
Lakes”, Science 155 (1967), pp. 1242-1243; la información de la tabla se tomó de esa fuente. 
Aparentemente fue el economista británico Tomas Malthus (1766 -1834) quien primero observó que muchas 
poblaciones biológicas crecen a una razón proporcional a la población. Su primer artículo sobre poblaciones 
apareció en 1798. 
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FIGURA 2.6.1 Crecimiento exponencial: N contra t para dN/dt = rN. 


Por tanto, el modelo matemático que consta del problema con valor inicial (1), (2) con r > 
0 predice que la población crecerá exponencialmente durante todo el tiempo, como se muestra 
en la figura 2.6.1. En condiciones ideales, se ha observado que la (3) es razonablemen¬ 
te exacta para muchas poblaciones, al menos para periodos limitados. Sin embargo, resulta 
evidente que estas condiciones ideales no pueden continuar de manera indefinida; llega el 
momento en que las limitaciones de espacio, abastecimiento de alimentos u otros recursos 
reducen el índice de crecimiento y hacen que termine el crecimiento exponencial no inhibido. 


Crecimiento logístico. Para tomar en cuenta el hecho de que la tasa de crecimiento en 
realidad depende de la población, en la ecuación (1) se reemplaza ia constante r por una 
función f(N), con lo que se obtiene la ecuación modificada 

dN/dt = f(N)N, (4) 

Ahora se desea elegir f(N) de modo que f{N) = r>0 cuando A^sea pequeño,/(A) decrezca 
cuando N aumenta, y f{N) < 0 cuando N sea suficientemente grande. La función más sen¬ 
cilla que tiene estas propiedades es f{N) = r - aN, en donde a también es una constante 
positiva. Si se usa esta función en la (4), se obtiene 

dN/dt = (r - aN)N. (5) 

La ecuación (5) se conoce como ecuación de Verhulst^ o ecuación logística. A menudo 
resulta conveniente escribir la ecuación logística en la forma equivalente 


dN 

dt 



( 6 ) 


^ R R Verhulst (1804-1849) fue un matemático belga que introdujo la ecuación (5) como modelo para el creci¬ 
miento de la población humana, en 1838; lo mencionó como crecimiento logístico, por lo cual (5) a menudo 
se le denomina ecuación logística. No pudo probar la exactitud de su modelo debido a los datos inadecuados 
de censo, y no se le prestó mucha atención hasta muchos años después. R. Pearl (1930) demostró que existía 
una concordancia razonable con los datos experimentales para las poblaciones de Drosophila melanogaster 
(mosca de la fruta), así como G. K Gause (1935) para poblaciones de Paramecium y Tribolium (escarabajos 
de la harina). 
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en donde ría. La constante r se denomina razón de crecimiento intrínseco, es decir, la 
razón de crecimiento en ausencia de todo factor limitante. Un poco más adelante se aclarará 
la interpretación de K. 

La solución de la ecuación logística (6) puede encontrarse fácilmente por el método de 
separación de variables,^ y la solución se obtendrá un poco después. Sin embargo, ahora se 
mostrará que al aplicar un razonamiento geométrico es posible descubrir directamente las 
características principales de la solución a partir de la propia ecuación diferencial sin resol¬ 
verla. Esto es importante porque a menudo pueden aplicarse los mismos métodos en ecua¬ 
ciones más complicadas, cuyas soluciones son más difíciles de obtener. 

En la figura 2.6.2 se muestra la gráfica de dNIdt contra N, en donde dNIdt está dada por el 
segundo miembro de la ecuación (6). La gráfica es una parábola que se interseca con el eje 
N en (0,0) y (A:, 0), y con vértice en (A/2, rA/4). Para 0 < iV < se ve que dNIdt > 0 y, por 
lo tanto N es una función creciente de í; esto se indica por la flecha que apunta hacia la 
derecha cerca del eje N. De manera semejante, si > AT, entonces dNIdt < 0; de donde, 
N{i) es decreciente, como se indica por la flecha que apunta hacia la izquierda. Si = 0 o 
N entonces dNIdt = 0 y N(t) no cambia. Las soluciones constantes A^ = ^^(í) =0 y A^ = 
(f> 2 (t) = K soluciones de equilibrio; a las cuales corresponden los puntos N^0yN = Kád 
eje N que se denominan puntos de equilibrio o puntos críticos. 

A continuación se desea trazar las gráficas de las soluciones A^(0 contra t para í > 0, A^ > 
0 y para diferentes valores iniciales A^(0). Con este fin resulta útil conocer la relación entre 
las propiedades de la gráfica de dNIdt contra N y las de la gráfica de N contra t para cual¬ 
quier ecuación de la forma 


dNIdt = F{N). 

En la tabla 2.6.1 se resume esta información. La explicación de las entradas de la tabla 2.6.1 
es la siguiente: la gráfica de A^(í) contra t es creciente o decreciente, dependiendo de si dNI 
dt es positiva o negativa. Para investigar la concavidad, nótese que si dNIdt es positiva, 
entonces A^ y r crecen o decrecen simultáneamente. Por consiguiente, si dNIdt qs positiva y 
creciente como función de N, entonces también es creciente como función de r, y la gráfica 


^ La ecuación logística también es una ecuación de Bernoulli y puede resolverse por la sustitución indicada en 
el problema 27 de la sección 2.2. 
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TABLA 2.6 J RELACIÓN ENTRE LAS GRÁFICAS DE dWdt CONTRA A Y DE 
A CONTRA U RESPECTIVAMENTE. 


Sí dNldt [o F(iV)] es 

Positiva y creciente 
Positiva y decreciente 
Negativa y creciente 
Negativa y decreciente 


entonces 


A(/) es 


Creciente y cóncava hacia arriba 
Creciente y cóncava hacia abajo 
Decreciente y cóncava hacia abajo 
Decreciente y cóncava hacia arriba 



de A contra t es cóncava hacia arriba. De manera semejante, si dNldt es positiva y decre¬ 
ciente, entonces la gráfica de A contra t es cóncava hacia abajo. 

La situación se invierte si dNldt es negativa, porque entonces A decrece cuando t crece y 
viceversa. Por lo tanto si dNldt es negativa y creciente como función de A, entonces es 
decreciente como función de í y la gráfica de A contra t es cóncava hacia abajo. De manera 
semejante, si dNldt es negativa y decreciente, entonces la gráfica de A contra t es cóncava 
hacia arriba. 

Estos resultados significan que las gráficas de las soluciones de la ecuación (6) deben 
tener la forma general que se indica en la figura 2.6.3, sin importar los valores de r y A. Las 
rectas horizontales son las soluciones de equilibrio (¡)fif) - 0 y (^ 2(0 = 

En la figura 2.6.2 se nota que dNldt es positiva y creciente para 0 < A < A/2, de modo 
que allí, la gráfica de A(/) es creciente y cóncava hacia arriba. De modo semejante, dNldt es 
positiva y decreciente para A/2 < A < A, de modo que, en este intervalo, la gráfica de N{t) 
es creciente y cóncava hacia abajo. Por tanto, las soluciones que se inician por debajo de A/ 
2 tienen la forma de S o carácter sigmoide que se muestra en la figura 2.6.3. Por otra parte, 
para A > A, dNldt es negativa y decreciente, de modo que, para estos valores de A, la 
gráfica de N{t) es decreciente y cóncava hacia arriba. 

Por último, recuérdese que el teorema 2.4.1, el teorema fundamental de existencia y 
unicidad, garantiza que dos soluciones distintas jamás pasan por el mismo punto. De don- 



FIGURA 2.6.3 Crecimiento logístico: A contra í para <iA/¿í/ =r(l--A/A)A. 
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de, aunque las soluciones tienden a la solución de equilibrio N = K cuando r 00 , no alcan¬ 
zan este valor en ningún tiempo finito. Dado que K es la cota superior a la que se tiende, 
pero que no se sobrepasa, al crecer las poblaciones que se inician por debajo de este valor, 
es natural referirse a K como el nivel de saturación, o como la capacidad cinegética del 
ambiente, para la especie dada. 

Una comparación de las figuras 2.6.1 y 2.6.3 revela que las soluciones de la ecuación no 
lineal (6) son sorprendentemente diferentes de las de la ecuación (1), al menos para grandes 
valores de í. A pesar del valor de Ky es decir, sin importar cuán pequeño sea el término no 
lineal de (6), sus soluciones tienden a un valor finito cuando t 00 , mientras que las solu¬ 
ciones de (1) crecen (exponencialmente) sin cota cuando 00 . Por tanto, incluso un térmi¬ 
no no lineal diminuto en la ecuación diferencial tiene un efecto decisivo en la solución, para 
t grande. 

En muchas situaciones basta con tener la información cualitativa acerca de la solución 
N{t) de la ecuación (6) que se muestra en la figura 2.6.3. Se recalca que esta información se 
obtuvo por completo a partir de la gráfica de dN/dt contra N y sin resolver la ecuación 
diferencial (6). Sin embargo, si se desea tener una descripción más detallada del crecimien¬ 
to logístico -por ejemplo, si se desea conocer al valor de la población en algún instante 
específico- es necesario resolver la ecuación (6) sujeta a la condición inicial (2). En el 
supuesto de que N Oy N K(6) puede escribirse en la forma 



VK \ 
1 - N/K J 


dN = r dt. 


Al aplicar un desarrollo en fracciones parciales en el primer miembro, se tiene 

dN 

(1 - N/K)N ~ 


Luego, al integrar ambos miembros se obtiene 


InjA^I — In 



= rt + c, 


(7) 


en donde c es una constante arbitraria de integración que debe determinarse con base en la 
condición inicial N{0) =NQ.Ya se hizo notar que si 0 < < ÁT, entonces N(t) permanece en 
este intervalo todo el tiempo. Por consiguiente, en este caso es posible eliminar las barras 
de valor absoluto en la (7) y, al tomar la exponencial de ambos miembros, se encuentra que 


N 

1 - (N/K) 


Ce", 


( 8 ) 


en donde C = e'^. Para satisfacer la condición inicial A^(0) = Nq, es necesario elegir C = Nq/ 
[1 - (Nq/K)]. Si se usa este valor de C en (8) y se despeja N, se obtiene 


NoK 


N{t} = 


No + {K-No)e-" 


(9) 
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La solución (9) se obtuvo a partir de la hipótesis de que 0 < < iC. Si > K, entonces 

los detalles para tratar la ecuación (7) difieren sólo un poco, y se deja al estudiante que 
demuestre que la (9) también es válida en este caso. Por último, nótese que (9) también 
contiene las soluciones de equilibrio N = (p ft) = 0 y = <f) 2 (t) = K correspondientes a 
las condiciones iniciales A^^ = 0 y A^^ = Á', respectivamente. 

Todas las conclusiones cualitativas a las que se llegó antes mediante un razonamiento 
geométrico pueden confirmarse al examinar la solución (9). En particular, si = 0, enton¬ 
ces la (9) requiere que N(t) ^ 0 para toda í. Si A^^ > 0 y si en la (9) se hace r -> oo, entonces 
se obtiene 


lím N{t) = NqK/N^ = K. 

Por tanto, para cada A^^ > 0 la solución tiende asintóticamente a la solución de equilibrio 
N = (^> 2(0 = K (de hecho, lo hace exponencialmente) cuando í -> 00 . De donde, se dice que la 
solución constante 4 > 2 (f) = ^ es una solución asintóticamente estable de la ecuación (6), o 
que el punto N punto de equilibrio asintóticamente estable o punto crítico. Esto 
significa que después de un tiempo largo la población está próxima al nivel de saturación 
K, sin importar el tamaño inicial de la población, en tanto sea positivo. 

Por otra parte, la situación para la solución de equilibrio N - = 0 es bastante diferen¬ 

te. Incluso las soluciones que parten muy cerca de cero crecen cuando t aumenta y, como se 
ha visto, tienden a K cuando r 00 . Se dice que = 0 es una solución de equilibrio 
inestable o que A^ = 0 es un punto de equilibrio inestable o punto crítico. Esto significa que 
la única manera de garantizar que la solución permanezca próxima a cero es asegurar que su 
valor inicial sea exactamente igual a cero. 

Estos dos casos pueden visualizarse como sigue. En primer lugar, suponga que se está 
intentando efectuar un experimento libre de bacterias en un medio en que el crecimiento de 
las bacterias lo rige la ecuación (6). Además, suponga que se ha logrado reducir la pobla¬ 
ción de bacterias hasta un nivel extremadamente bajo, pero diferente de cero. ¿Es seguro 
efectuar un experimento durante un periodo largo, con la hipótesis de que la población de 
bacterias permanecerá baja? No, siempre que la población inicial sea diferente de cero, 
el tamaño de la población terminará por tender al nivel de saturación K. Por supuesto, si el 
experimento no dura demasiado y si es suficientemente pequeño, entonces la población 
de bacterias permanecerá dentro de límites aceptables para la duración de ese experimento. 
En segundo lugar, suponga que se está intentando realizar un experimento a un nivel K de 
bacterias, aunque de vez en cuando se introducen contaminantes que matan unas cuan¬ 
tas bacterias. ¿Es posible que esto haga que la población de bacterias siga,decreciendo y 
termine por extinguirse? No. Si el nivel de la población varía ligeramente con respecto a K, 
hacia arriba o hacia abajo, tenderá a volver a K al crecer t. 


Ejomplo 1 Se ha aplicado el modelo logístico al crecimiento natural de la población de hipoglosos en 
ciertas regiones del Océano Pacífico.^ Sea N{í), medida en kilogramos, la masa total, o biomasa, 

^ Una buena fuente de información sobre la dinámica de las poblaciones y los aspectos económicos relativos al 
hacer un uso eficiente de un recurso renovable, con especial atención a la pesca, es el libro de Clark (ver la 
•; ^ bibliografía al final del capítulo). Los valores de los parámetros que se usan en este ejemplo se dan en la 
página 48 de este libro y fueron obtenidos como resultado de un estudio efectuado por M. S. Mohring. 
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FIGURA 2.6.4 NjK contra t para el modelo de población de hipoglosos en el 
Océano Pacífico. 
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FIGURA 2.6.5 dN/dt contra N para dNIdt = -r (1 - NIT)N. 


Un umbral crítico. Considérese ahora la ecuación 


dN 

di 



( 12 ) 


en donde ryT son constantes positivas dadas. Obsérvese que (excepto por la sustitución 
del parámetro K por T), esta ecuación sólo difiere de la ecuación logística (6) por la presen¬ 
cia del signo negativo en el segundo miembro. Sin embargo, como se verá, las soluciones 
de la ecuación (12) se comportan de manera muy diferente a las de la (6). 

Para la ecuación (12), la gráfica de dN/dt contra N es la parábola que se muestra en la figura 

2.6.5. Las intersecciones con el eje son los puntos críticos A^= OyN=T, correspondientes 
a las soluciones de equilibrio 0^(0 = 0 y (^> 2(0 = T.SiO <N <T, entonces dN/dt < 0 y N(t) 
decrece cuando t aumenta. Por otra parte, si > J, entonces dN/dt > 0 y N{t) crece cuando t 
aumenta. Por tanto, = 0 es una solución de equilibrio asintóticamente estable y (l> 2 {t) = T 
es inestable. Además, dN/dt es decreciente para 0<N<T/2y creciente para T/2<N< T, de 
modo que la gráfica de N(t) es cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo, respectivamente, 
en estos intervalos (ver la tabla 2.6.1). Asimismo, dN/dt es creciente para A^ > T, de modo que 
la gráfica de N(t) también es cóncava hacia arriba allí. Al usar toda la información obtenida 
de la figura 2.6.5, se concluye que las gráficas de las soluciones de la ecuación (12), para 
valores diferentes de A^^, deben tener la apariencia cualitativa que se muestra en la figura 

2.6.6. Con base en esta figura resulta evidente que cuando el tiempo crece, N(t) tiende a cero 



FIGURA 2.6.6 N contra t para dN/dt = ~r(l - N/T)N. 
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o crece sin cota, dependiendo de si el valor inicial A'q es menor o mayor que T. Por tanto, T 
es un nivel de umbral, por debajo del cual no ocurre crecimiento. 

Las conclusiones a las que se llega mediante razonamiento geométrico pueden confir¬ 
marse si se resuelve la ecuación diferencial (12). Esto puede hacerse al separar las variables 
e integrar, precisamente como se hizo para la ecuación (6). Sin embargo, si se nota que (12) 
puede obtenerse de (6) al sustituir K por T y r por -r, entonces es posible efectuar las 
mismas sustituciones en la solución (9) y obtener 


N{t) = 


NqT 


(13) 


que es la solución de (12) sujeta a la condición inicial N{0) = Nq, 

Si < T, entonces de la (13) se concluye que N(t) 0 cuanto í oo. Esto concuerda con 
el análisis geométrico cualitativo. Si > 7, entonces el denominador del segundo miem¬ 
bro de (13) es cero para cierto valor finito de t. Se denota este valor por í* y se calcula a 
partir de 

No ~ (No - = 0 , 


lo que da 


í* 



No 

No-r 


(14) 


Por tanto, si la población inicial Nq, está por arriba del umbral 7, entonces el modelo de 
umbral predice que la gráfica de A^(í) tiene una asíntota vertical en r = í*; en otras palabras, 
la población se vuelve no acotada en un tiempo finito, que depende del valor inicial y del 
valor de umbral 7. Con base en el análisis geométrico no resultaron evidentes la existencia 
ni la ubicación de esta asíntota, de modo que en este caso la solución explícita da lugar a 
importante información adicional cualitativa, así como cuantitativa. 

Las poblaciones de algunas especies presentan el fenómeno de umbral. Si existen dema¬ 
siado pocos, la especie no puede propagarse con buen éxito y la población se extingue. Sin 
embargo, si es posible reunir una población mayor que la de nivel de umbral, entonces se 
presenta un crecimiento adicional. Por supuesto, la población no puede llegar a ser no 
acotada de modo que, finalmente, será necesario modificar la ecuación (12) para tomar en 
consideración este hecho. 

En mecánica de fluidos, ecuaciones de la forma (6) o (12) a menudo rigen la evolución de 
una pequeña perturbación en flujo laminar (o suave) de un fluido. Por ejemplo, si se cumple 
la ecuación (12) y si A^ < 7, entonces se amortigua la perturbación y persiste el flujo laminar. 
Sin embargo, si A^ > 7 entonces la perturbación crece y el flujo laminar se fragmenta en uno 
turbulento. En este caso, 7 suele mencionarse como amplitud crítica. Los experimentadores 
hablan de mantener el nivel de perturbación en un túnel de viento lo suficientemente bajo de 
modo que puedan estudiar el flujo laminar sobre un perfil aerodinámico, por ejemplo. 

El mismo tipo de situación puede ocurrir con los dispositivos de control automático. Por 
ejemplo, supóngase que N corresponde a la posición de una aleta del ala de un avión que se 
regula por medio de un control automático. La posición deseada es A^ = 0. En el movimiento 
normal del avión, las fuerzas aerodinámicas cambiantes sobre la aleta harán que ésta se 
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FIGURA 2.6.7 dNIdt contra N para dNIdt = -r(1 - NIT){1 - NfK)N. 


mueva respecto de su posición de ajuste, pero entonces el control automático entrará en 
acción para amortiguar a la pequeña desviación y colocar nuevamente la aleta en la posi^ 
ción deseada. Sin embargo, si el avión queda atrapado en una fuerte ráfaga, entonces la 
aleta puede desviarse tanto que el control automático no pueda regresarla a la posición de 
ajuste (esto correspondería a una desviación mayor que T). En tal caso, probablemente el 
piloto asumiría el control y contrarrestaría en forma manual el sistema automático. 


Crecimiento logístico con un umbral. Como se mencionó en la última subsección, pue¬ 
de ser necesario modificar el modelo de umbral (12) de modo que no ocurra crecimiento no 
acotado cuando N esté arriba del umbral T, La manera más simple de lograrlo es con la 
introducción de otro factor que tendrá el efecto de hacer a dN/dt negativa cuando N es 
grande. Por tanto, se considera 


dN 

IF 




( 15 ) 


en donde r>0y0<T<K, 

En la figura 2.6.7 se muestra la gráfica de dN/dt contra N. En este problema existen tres 
puntos críticos: N = 0,N-TyN^K, correspondientes a las soluciones de equilibrio <^^(0 
= 0, (^> 2(0 = Ty (t)^(t) = K, respectivamente. Con base en la figura 2.6.7 es evidente que dN/ 
dt> 0 para T <N < Ky, por consiguiente, N{t) es creciente allí. La inversa es cierta para 
N <T y para N > K. Como consecuencia, las soluciones de equilibrio y son 
estables y ia solución ^ 2(0 inestable. Las gráficas de N(t) contra t tienen el aspecto 
cualitativo que se muestra en la figura 2.6.8. Si Ase inicia por debajo del umbral T, enton¬ 
ces N decrece hasta su extinción final. Por otra parte, si N se inicia por arriba de T, entonces 
N(t) terminará por tender a la capacidad de portación K. Los puntos de inflexión de las 
gráficas de N(t) contra t de la figura 2.6.8 corresponden a los puntos máximo y mínimo, Aj 
y A 2 , respectivamente, de la gráfica de dN/dt contra A de la figura 2.6.7. Estos valores 
pueden obtenerse al derivar con respecto a A el segundo miembro de la ecuación (15), 
igualar el resultado a cero y despejar A. Se obtiene 

^1,2 = (K + T + - KT+ T2)/3, (16) 

en donde el signo positivo da lugar a A^ y el signo negativo, a A 2 . 
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Problemas 



FIGURA 2,6.8 N contra t para dNIdt = -r (1 - N/T){1 - N/K)N. 


Aparentemente, un modelo de esta clase general rigió la población de palomas viajeras,^ 
que existía en Estados Unidos en grandes números hasta fines del siglo XIX. Estas palomas 
fueron intensamente cazadas para alimentación y por deporte y, como consecuencia, el 
número de ellas se redujo drásticamente hacia la década de 1880. Sin embargo, parece que 
esta paloma pudo multiplicarse bien sólo cuando existió en grandes concentraciones, lo 
cual corresponde a un umbral T relativamente alto. Aunque a fines de la década de 1880 
permanecían vivos un número razonablemente grande de estos pájaros por separado, no 
existían los suficientes en algún lugar como para permitir que se reprodujeran con éxito, 
por lo que la población disminuyó con rapidez hasta extinguirse. La última sobreviviente 
murió en 1914. La disminución precipitada de la población de la paloma viajera desde 
grandes cantidades hasta la extinción en poco más de tres décadas fue uno de los primeros 
factores que contribuyeron al interés por la conservación en Estados Unidos. 


En cada uno de los problemas del 1 al 6, trace la gráfica de dN/dt contra N; determine los 
puntos críticos (de equilibrio) y clasifique cada uno como estable o inestable. 

dN/dt = aN + bN\ a > 0, /? > 0, íVq > 0 

2. dN/dt — aN bN^, a > 0, ¿>>0, — cc < Nq < co 

3. dN/dt = N{N - \)(N - 2), Nq > 0 

4. dN/dt = — oo < Nq < oo 

5. dN/dt - 1, -00 < No < 00 

6. dN/dt = ~2 (arctan Ar)/(1 -f N\ — oo < Nq < oo 


^ Ver, por ejemplo, la obra de Oliver L. Austin, Jr., Birds of the World (New York: Golden Press, 1983), pp. 
143-145. 
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FIGURA 2.6.9 En los dos casos la solución de equilibrio (/)(r) = A' es semiestable. 

a) dN/dí < 0; b) dNIdt > 0. 


7. Soluciones de equilibrio semiestable. Algunas veces una solución de equilibrio cons¬ 
tante tiene la propiedad de que las soluciones que están hacia uno de los lados de la 
solución de equilibrio tienden hacia ésta, en tanto que las soluciones que se encuentran 
en el otro lado se alejan de ella (ver la figura 2.6.9); en este caso, se dice que la solu¬ 
ción de equilibrio es semiestable. 
a) Considere la ecuación 


dN/dt = k{\ - N)\ 


(i) 


en donde k es una constante positiva. Demuestre que A' = 1 es el único punto crítico, con 
la solución de equilibrio correspondiente 0(í) = 1- 

b) Trace la gráfica de dN/dt contra N. Demuestre que N es creciente como función de í, 
para < 1 y también para N > 1. Por tanto, las soluciones que están debajo de la 
solución de equilibrio tienden a ésta, mientras que las que están arriba crecen alejándose 
de ella. De donde, (f)(t) = 1 es semiestable. 

c) Resuelva la ecuación (i) sujeta a la condición inicial A^(0) = Aq y confirme las conclu¬ 
siones a las que se llegó en el inciso b). 


En cada uno de los problemas del 8 al 13, trace la gráfica de dN/dt contra N y determine los 
puntos críticos (de equilibrio). Clasifique también cada punto de equilibrio como estable, 
inestable o semiestable (ver el problema 7). 


8. dN/dt = ~k(N - !)^ 

9. dN/dt = N^{N^ ~ 1), 

10. dN/dt = N{\- N^l 

11. dN/dí = aN -bJÑ, 

12. dN/dt = N^4 - N^), 

13. dN/dt = N^{\ - N)^ 


/c>0, —cc<Nq<cc 

— co < Nq < co 

— GO < Nq < CO 

u>0, ^>0, No>0 

— 00 < Nq < 00 

— 00 < No < 00 


14. Considere la ecuación dN/dt = F(N) y suponga que Nj es un punto crítico; es decir, que 
F(Nj) = 0. Demuestre que la solución de equilibrio constante </)(r) = N^ es estable si 
F'(N^) < 0 e inestable si F\N^) > 0. 

15. Suponga que cierta población obedece la ecuación logística dN/dt - rN[l —{N/K)\. 

a) Si Nq = K/3, halle el tiempo r en el que se ha duplicado la población inicial. Encuen¬ 
tre el valor de r correspondiente a r = 0.025 por año. 

b) Si NJK - a, encuentre el tiempo T en el que N{T)/K - p, en donde 0 < a, ^ < 1. 
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Observe que cuando a ^ 0 o cuando 1. Encuentre el valor de T para r = 0.025 
por año, a = 0.1, y j3 = 0.9. 

16. Otra ecuación que se ha utilizado como modelo de crecimiento de las poblaciones es la 
ecuación de Gompertz; 


dN/dt = rN \n(K¡N), 

en donde ryK son constantes positivas. 

a) Trace la gráfica de dNIdt contra N, encuentre los puntos críticos y determine si cada 
uno es estable o inestable. 

b) Para K, determine en dónde la gráfica de N contra t es cóncava hacia arriba 

y en dónde es cóncava hacia abajo. 

c) Para cada NQnQ<N^K, demuestre que dN/dt, según se expresa por la ecuación de 
Gompertz, nunca es menor que dN/dt según se expresa por la ecuación logística. 

17. a) Resuelva la ecuación de Gompertz 

dN/dt =rN\niK/N), 

sujeta a la condición inicial N(0) = N^. 

Sugerencia: Es conveniente hacer ii = \n{N/K). 

b) Para los datos del ejemplo 1 del texto [r = 0.71 por año, K = 80.5 x 10^ kg. NJK = 
0.25], aplique el modelo de Gompertz para encontrar el valor predicho de N(2). 

c) Para los mismos datos del inciso b), use el modelo de Gompertz para encontrar el 
tiempo ten el que N(r) = 0.75 K. 

Aprovechamiento de un recurso renovable. Supóngase que la población N(t) de cierta 
especie de peces (por ejemplo, atún o hipogloso) en una región dada del océano se describe 
por la ecuación logística. 


dN/dt =r{l~N/K')N, 

Aunque es deseable utilizar esta fuente de alimento, de manera intuitiva es evidente que si se 
pescan demasiados peces, entonces su población puede reducirse a menos de un nivel 
útil y, posiblemente, incluso se la lleve a la extinción. En los problemas 18 y 19 se examinan 
algunas de las preguntas relacionadas con el planteamiento de una estrategia racional pa¬ 
ra administrar la pesca.^ 

18, A cierto nivel de esfuerzo, resulta razonable suponer que la rapidez a la que se capturen 
los peces depende de la población N: mientras m.ás peces haya, más fácil es atraparlos. 
Por tanto, se supone que la razón a la que se capturan los peces, es decir, el rendimiento 
Y de la pesca, queda definida por Y = EN, en donde E es una constante positiva, cuyas 
unidades son 1/tiempo y que mide el esfuerzo total realizado para aprovechar la especie 
dada de peces. A fin de incluir este efecto, la ecuación logística se sustituye por 

dN/dt = r(l - N/K')N - EN, (i) 

Esta ecuación se conoce como modelo de Schaefer, en honor del biólogo M. B. Schaefer, 
quien lo aplicó a las poblaciones de peces. 


^ Un excelente tratamiento de este tipo de problema, que va más allá de lo que aquí se presenta, puede encon¬ 
trarse en el libro de Clark ya mencionado, especialmente en los dos primeros capítulos. Allí se dan numerosas 
referencias adicionales. 
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a) Demuestre que si E < r, entonces existen dos puntos de equilibrio, = 0y N 2 =^ K(l 
- E/r) > 0. 

b) Demuestre que N = N^ es inestable y que N= N 2 QS estable. 

c) Halle el rendimiento sostenible Y como función del esfuerzo E; la gráfica de esta 
función se conoce como curva rendimiento-esfuerzo. 

d) Determine E a fin de hacer máxima a f y, en consecuencia encuentre el rendimiento 
máximo sostenible Y . 

fíj 

19. En este problema se supone que los peces se capturan a una razón constante h indepen¬ 
diente del tamaño de la población de los mismos; entonces N satisface 

dNidt = r(l ~NIK)N-h. (i) 

La hipótesis de una razón constante de captura h puede ser razonable cuando es gran¬ 
de, aunque se vuelve menos razonable cuando N es pequeña. 

a) Si h < rKÍA, demuestre que la ecuación (i) tiene dos puntos de equilibrio 'N^ y con 
A"j < determinar estos puntos. 

b) Demuestre que es inestable y que es estable. 

c) A partir de una gráfica de dNidt contra A, demuestre que si la población inicial > 
A., entonces N{í) cuando t 00 , pero que si A^ < Aj, entonces A(/) decrece cuando 
í crece. Note que A' = 0 no es un punto de equilibrio, de modo que si A^j < A,, entonces 
se llega a la extinción en un tiempo finito. 

d) Si /í > r/:/4, demuestre que N{t) decrece hasta cero cuando t crece, sin importar el 
valor de A^. 

e) Si /i “ rkl4, demuestre que existe un sólo punto de equilibrio A = Kil, y que este 
punto es semiestable (ver el problema 7). Por tanto, el rendimiento máximo sostenible es 

= rKI4, correspondiente al valor de equilibrio A = A72. Observe que tiene el mismo 
valor que Y^^^ del problema 18 d). Se considera que la pesca está sobre explotada si A se 
reduce hasta un nivel por debajo de KI2. 

Epidemias. El empleo de los métodos matemáticos para estudiar la propagación de enfer¬ 
medades contagiosas se remonta por lo menos hasta algunos trabajos de Daniel Bemoulli 
sobre la viruela, en 1760. En años más recientes se han propuesto y estudiado muchos mode¬ 
los matemáticos para muchas enfermedades diferentes.^® En los problemas 20 al 22 se tratan 
algunos de los modelos más sencillos y las conclusiones que es posible obtener de ellos. 
También se han utilizado modelos semejantes para describir la propagación de rumores y de 
productos para el consumidor. 

20. Suponga que una población dada puede dividirse en dos partes: aquellos que tienen una 
enfermedad dada y pueden contagiar a los demás, y aquellos que no la tienen pero son 
susceptibles de adquirirla. Sea x la proporción de individuos susceptibles y y la propor¬ 
ción de individuos infectados; entonces x+y = l. Suponga que la enfermedad se propaga 
por contacto entre los miembros enfermos y los sanos de la población y que la razón de 
propagación dyídt es proporcional al número de esos contactos. Además, suponga que 
ios miembros de los dos grupos se desplazan libremente entre sí, de modo que el número 
de contactos es proporcional al producto de x y y. Como x = 1 —y, se obtiene el problema 
con valor inicial 

jy/íif = ay(l - y), y(0) = Vq, (i) 

Una fuente común es el libro de Bailey que se lista en la bibliografía. Los modelos de los problemas 20 al 22 
son analizados por Bailey en los capítulos 5, 10 y 20, respectivamente. 



2*6 Dinámica de las poblaciones y algunos problemas relacionados 


85 


en donde a es un factor de proporcionalidad positivo y es la proporción inicial de 
individuos infectados, 

a) Encuentre los puntos de equilibrio de la ecuación diferencial (i) y determine si cada 
uno es estable o inestable. 

b) Resuelva el problema con valor inicial (i) y verifique que las conclusiones a las que 

llegó en el inciso a) son correctas. Demuestre que y (r) 1 cuando r oo, lo cual significa 

que la enfermedad terminará por propagarse en toda la población, 

21. Algunas enfermedades (como la fiebre tifoidea) son propagadas en gran medida por 
portadores, individuos que pueden transmitir la enfermedad aunque no presentan sínto¬ 
mas evidentes. Sean jc y y, respectivamente, la proporción de individuos susceptibles 
y portadores en la población. Suponga que se identifican los portadores y se retiran de la 
población a una razón p, de modo que 

dy/dt = Py. (i) 

Suponga también que la enfermedad se propaga a una razón proporcional al producto de 
X y y; entonces, 


dx/dt = -axy. (i i) 

a) Determine y en cualquier instante t al resolver la ecuación (i) sujeta a la condición 
inicial y(0) = y^, 

b) Aplique el resultado del inciso a) para hallar x en cualquier instante al resolver la 
ecuación (ii) sujeta a la condición inicial x(0) = Xq. 

c) Encuentre la proporción de la población que escapa de la epidemia, al hallar el valor 
límite de x cuando í oo. 

22. El trabajo de Daniel Bernoulli en 1760 tuvo como meta valorar la eficacia de un polémico 
programa de inoculación en contra de la viruela, que en esa época representaba una 
importante amenaza para la salud pública. Su modelo se aplica con igual propiedad a 
cualquiera otra enfermedad que, una vez contraída y haber sobrevivido, confiere inmu¬ 
nidad de por vida. 

Considere el grupo de individuos nacidos un año dado (t = 0), y sean n(t) el número 
de estos individuos que sobreviven t años después. Sea x(t) el número de miembros de 
este grupo que para el año t no han tenido viruela y que, por consiguiente, siguen siendo 
susceptibles. Sean P la razón a la que los susceptibles contraen la viruela, y jU la razón a 
la que quienes contraen la viruela fallecen debido a ésta. Por último, sea p(í) el índice de 
mortalidad debido a todas las causas diferentes de la viruela. Entonces dx/dt, la razón a la 
que disminuye el número de susceptibles, se expresa por 

dx/dt = + Mí)]x; (i) 

el primer término del segundo miembro de la ecuación (i) es la razón a la que los sujetos 
susceptibles contraen la viruela, mientras que el segundo término es la razón a la que 
fallecen debido a otras causas. También, 

dnjdt — —vpx — p(t)n, (ii) 

en donde dnfdt es el índice de mortalidad de todo el grupo, y los dos términos del 
segundo miembro son los índices de mortalidad debido a la viruela y otras causas, 
respectivamente. 
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a) Haga 2 = xJn y demuestre que 2 satisface el problema con valor inicial 

dzldt = ~[h(\ ~ vz), 2 ( 0 ) = 1. (iii) 

Observe que el problema con valor inicial (iii) no depende de 

b) Encuentre z{t) al resolver la (iii). 

c) Bemoulii estimó que v = jS = Usando estos valores, determine la proporción de 
personas de 20 años de edad que no han tenido viruela. 

Nota: Con base en el modelo antes descrito y en los mejores datos sobre mortalidad 
disponibles en la época, Bemoulii calculó que si pudieran eliminar los fallecimientos 
debidos a la viruela (v = 0), entonces a la esperanza media de vida (en 1760) de 26 años 
7 meses podrían sumarse aproximadamente 3 años; por consiguiente, apoyó el programa 
de inoculación. 

23. Teoría de la bifurcación. En muchos problemas físicos alguna cantidad observable, 
como una velocidad, forma de onda o reacción química, depende de un parámetro que 
describe el estado físico. A medida que aumenta este parámetro, se alcanza un valor 
crítico en que la velocidad, forma de onda o reacción cambia repentinamente su carácter. 
Por ejemplo, al aumentar la cantidad de uno de los compuestos químicos de una mezcla, 
en un fluido originalmente estático, repentinamente surgen patrones de onda en espiral 
de color cambiante. En muchos de estos casos el análisis matemático produce finalmente 
una ecuación de la forma 


dxidt -{R — R^x ~ axK (i) 

Aquí ay R^ son constantes positivas y i? es un parámetro que puede tomar varios valores. 
Por ejemplo, R puede medir la cantidad de cierto compuesto químico y x puede medir 
una reacción química. 

a) Si/? < /?^, demuestre que sólo existe una solución de equilibrios = 0 y que es estable. 

b) Si /? > /?^, demuestre que existen tres soluciones de equilibrio, s = 0 y x = ± V {R—R^¡a, 
y que la primera solución es inestable, en tanto que las otras dos son estables. 

c) Trace una gráfica en el plano Rx que muestre todas las soluciones de equilibrio e 
identifique cada una de ellas como estable o inestable. 

El punto /? = /?^ se llama punto de bifurcación. Para R < R^, se observa la solución 
de equilibrio estable x = 0. Sin embargo, esta solución pierde su estabilidad al pasar R 
por el valor /?^, y para R> R^ las soluciones estables (y por tanto las observables) son 

X = V(/? ~ R^)/a y x = ~ V (/? ~~R^)la. Debido a la manera en la que las soluciones se 
ramifican en R^, este tipo de bifurcación se le conoce como bifurcación de horquilla; su 
gráfica debe sugerir que este nombre resulta adecuado. 

24. Reacciones químicas. Una reacción química de segundo orden comprende la interac¬ 
ción (colisión) de una molécula de una sustancia P con una molécula de una sustancia Q 
para producir una molécula de una nueva sustancia X; esto se denota por P + Q ^ X. 
Suponga que p y en donde p ^ q, son las concentraciones iniciales de P y g, respec¬ 
tivamente, y sea x(t) la concentración de X en el instante t. Entonces p — x(t) y q~x{t) 
son las concentraciones de P y g en el instante y la rapidez a la que ocurre la reacción 
se expresa por la ecuación 

En mecánica de fluidos, la ecuación (i) surge en el estudio de la transición del flujo laminar al turbulento; en 
esos estudios a menudo se le menciona como ecuación de Landau. L. D. Landau (1908-1968) fue un físico 
ruso que recibió el premio Nobel en 1962 por sus contribuciones al conocimiento de los estados condensa- 
dos, en especial el helio líquido. También fue coautor, con E. M. Lífschitz, de una serie bastante conocida de 
libros de texto de física. 
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dxidt = a(p - x){q - x), (i) 

en donde a es una constante positiva. 

a) Si x(0) = 0, determine el valor límite de jc(/) cuanto t co, sin resolver la ecuación 
diferencial. Luego, resuelva el problema con valor inicial y encuentre x(/) para cualquier t. 

b) Si las sustancias Py Q son las mismas, entonces^y la ecuación (i) se sustituye por 

dx/dt = a{p - (ii) 

Si x(0) = 0, determine el valor límite de .x(í) cuando t -► oo, sin resolver la ecuación 
diferencial. Luego, resuelva el problema con valor inicial y determine x(0 para cualquier t. 

2.7 Algunos problemas de mecánica 

Algunas de las aplicaciones más importantes de las ecuaciones diferenciales de primer 
orden se encuentran en el dominio de la mecánica elemental. En esta sección se considera¬ 
rán algunos problemas en los que interviene el movimiento de un cuerpo rígido a lo largo 
de una recta. Se supondrá que estos cuerpos obedecen la ley de Newton del movimiento: el 
producto de la masa y la aceleración es igual a la fuerza externa. En símbolos, 

F = ma, (1) 

en donde F es la fuerza externa, m es la masa del cuerpo y « es la aceleración en la dirección 
deF. 

Hay tres sistemas de unidades que se usan comúnmente. En el sistema cgs, las unidades 
básicas son el centímetro (longitud), el gramo (masa) y el segundo (tiempo). La unidad de 
fuerza, la dina, se define mediante la ecuación (1) como la fuerza necesaria para impartir 
una aceleración de 1 cm/s^ a una masa de 1 g. Como una dina es una fuerza muy pequeña, 
a menudo es preferible usar el sistema mks en el que las unidades básicas son el metro 
(longitud), el kilogramo (masa) y el segundo (tiempo). La unidad de fuerza, el newton (N), 
se define mediante la ecuación (1) como la fuerza necesaria para impartir una aceleración 
de 1 m/s^ a una masa de 1 kg. Por último, en el sistema inglés, o de ingeniería, las unidades 
básicas son el pie (longitud), la libra (fuerza) y el segundo (tiempo). 

La unidad de masa, el slug, se define por la ecuación (1) como la masa a la que una fuerza 
de 1 Ib le da una aceleración de 1 pie/s^. Para comparar los tres sistemas, observe que 1 N es 
igual a 10^ dinas y a 0.255 Ib. 

Considérese ahora un cuerpo que cae libremente en un vacío y lo suficientemente cerca 
de la superficie terrestre, de modo que la única fuerza significativa que actúa sobre ese 
cuerpo es su peso debido al campo gravitacional de la Tierra. Entonces, la ecuación (1) 
toma la forma 


w = mg (2) 

en donde w es el peso del cuerpo y denota su aceleración debida a la gravedad. 

Aunque la masa del cuerpo permanezca constante, su peso y aceleración gravitacional 
cambian con la distancia al centro del campo gravitacional de la Tierra. Al nivel del mar, se 
ha determinado experimentalmente que el valor de ^es 32 pies/s^ (sistema inglés), 980 cm/s^ 
(sistema cgs) o 9.8 m/s^ (sistema mks). Se acostumbra denotar por ^la aceleración gravita- 
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cional al nivel de! mar; por tanto, ^es una constante. Con esta aclaración, la ecuación (2) 
sólo es exacta al nivel del mar. 

La expresión general para el peso de un cuerpo de masa m se obtiene a partir de la ley de 
Newton del cuadrado inverso de la atracción gravitacional. Si R es el radio de la Tierra y x 
es la altitud por encima del nivel del mar, entonces 


w(.x) = 


K 


(3) 


en donde K es una constante. Enx = 0 (nivel del mar), w = mg-, de donde, K = mgR^ y 


mgR^ 


Al desarrollar (R + x)~^ en una serie de Taylor en torno a x = 0 se llega a 


w(x) = mg 


1 




(4) 


(5) 


Se concluye que si, en comparación con la unidad, se pueden despreciar los términos del 
orden de magnitud de x/R, entonces la ecuación (4) puede sustituirse por la aproximación 
más simple (2). Por tanto, para movimientos en la vecindad de la superficie terrestre, o 
en caso de que no se requiera una exactitud extrema, por lo general basta con utilizar la (2). 
En otros casos, como en los problemas relacionados con vuelos espaciales, puede ser nece¬ 
sario usar la (4) o por lo menos una mejor aproximación que la (2). 

En muchos casos, la fuerza externa F incluye los efectos que no son el peso del cuerpo. 
Por ejemplo, es posible que sea necesario considerar las fuerzas de fricción debidas a la 
resistencia presentada por el aire o algún otro medio circundante. De manera semejante, 
pueden ser importantes los efectos de los cambios de masa, como en el caso de un vehículo 
espacial que consume su combustible durante el vuelo. 

En los problemas que se consideran aquí resulta útil describir el movimiento del cuerpo 
con referencia a algún sistema conveniente de coordenadas. Siempre se elige el eje x como 
la recta a lo largo de la cual se efectúa el movimiento; la dirección positiva del eje x puede 



FIGURA 2.7.1 Una masa que cae en un medio que opone resistencia (i^ > 0). 
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elegirse de manera arbitraria. Una vez que se especifica la dirección x positiva, un valor 
positivo de X indica un desplazamiento en esta dirección, un valor positivo úq v= dx/dt 
indica que el cuerpo se desplaza en la dirección del eje x positivo, un valor positivo de una 
fuerza F indica que ésta actúa en la dirección x positiva, etcétera. Los siguientes ejemplos 
tratan algunos problemas comunes. 


EjGmplO 1 S Se deja caer desde el reposo un objeto de masa m en un medio que presenta una resistencia 
proporcional a i», la magnitud de la velocidad instantánea del objeto.Si se supone que la 
fuerza gravitacional es constante, determinar la posición y la velocidad del objeto en cualquier 
instante t. 

En este caso es conveniente trazar el eje a: positivo hacia abajo con el origen en la posición 
inicial del objeto (ver la figura 2.7.1). El peso mgád objeto actúa entonces en la dirección hacia 
abajo (positiva), pero la resistencia^|z;, en donde k es una constante positiva, actúa para impe¬ 
dir el movimiento. Si 0, la resistencia es en la dirección hacia arriba (negativa) y, por tanto, 
I se expresa por -kv. Si ¿^ < 0, la resistencia actúa hacia abajo y todavía se expresa por -kv. Por 
i tanto, en todos los casos es posible escribir la ley de Newton como 


dv 

m — = mg — kv 
dt 


o bien, 


dv k 

— + -v=^g, 
dt m 


( 6 ) 


La ecuación (6) es una ecuación lineal de primer orden y tiene el factor integrante La 
solución de (6) es 


mq 

y = -f c^e 
k 


-ktlm 


(7} 


La condición inicial i'(O) = 0 requiere que = -mglk\ por tanto, 


e = ^(l -g-*'""). 

k 


( 8 ) 


Para obtener la posición x del cuerpo, en la ecuación (8) se sustituye v por dx/dt; al integrar y 
aplicar la segunda condición inicial jc( 0) = 0 da 


m 


^g m q 


(9) 


La posición y la velocidad del cuerpo en cualquier instante t quedan dadas por las ecuaciones (9) 
y (8), respectivamente. 


En general, la resistencia es una función de la velocidad, es decir, de la magnitud de la velocidad. La hipótesis 
de una relación lineal es razonable sólo para velocidades comparativamente bajas. Si se tienen velocidades 
mayores puede ser necesario suponer que la resistencia es proporcional a alguna potencia superior de y o 
incluso que se expresa por alguna función polinomial de v,. 
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I Vale la pena hacer notar que cuando í ^ oo en la ecuación (7), la velocidad tiende al valor límite 

= mg(k (10) 

La velocidad límite también puede obtenerse directamente a partir de la ecuación diferencial 
(6) al hacer dvídt = 0 y luego despejar v en (6), La velocidad límite no depende de las condi¬ 
ciones iniciales, sino sólo de la masa del objeto y de! coeficiente de resistencia del medio. Dada 
o k, la ecuación (10) proporciona una fórmula para calcular la otra. Cuando k tiende a cero (es 
decir, que la resistencia disminuye), la velocidad límite aumenta indefinidamente. 

Ejemplo 2 I Desde la superficie de la Tierra se proyecta hacia arriba un cuerpo de masa constante m con una 
1 velocidad inicial Vq, Si se supone que no hay resistencia del aire, pero se toma en cuenta la 
■ variación del campo gravitacional terrestre con la altitud, encontrar una expresión para la velo- 
S cidad durante el movimiento subsecuente. Encontrar también la velocidad inicial necesaria para 
I que el cuerpo alcance una altitud máxima dada ^ por encima de la superficie terrestre y la menor 
E velocidad inicial para que el cuerpo no regrese a la Tierra; esta última velocidad es la velocidad 
S de escape. 

P Tome el eje X positivo hacia arriba, con el origen en la superficie de la Tierra; ver la figura 
M 2.7.2. El peso del cuerpo actúa hacia abajo y está dado por 


w(x) = - 


{R + xf 


en donde el signo negativo significa que >v(x) está dirigido en la dirección x negativa. En virtud 
de que no existen otras fuerzas que actúen sobre el cuerpo, la ecuación del movimiento es 

dv mgR^ 


FIGURA 2.7.2 Un cuerpo en el campo gravitacional de la Tierra. 
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y la condición inicial es 


v{0)=Vq. (13) 

Dado que el segundo miembro de (12) sólo depende de jc, es conveniente considerar a x, en vez 
de í, como la variable independiente. Esto requiere que se exprese dvidt en términos ác dvjdx 
por la regla de la cadena; de donde. 


dv dv dx dv 

dt dx dt dx' 


y (12) se reemplaza por 


dv gR^ 

dx (R + x)^ 

Al separar las variables e integrar se obtiene 


2 


gR^ 

R X 


+ c. 


(14) 


(15) 


Como jc = 0 cuando t = 0, entonces la condición inicial (13) en r = 0 puede sustituirse por la 
condición de que v - Vq cuando x - 0. De donde, c = (ryi)- gR y 


Observe que la ecuación (16) da la velocidad como una función de la altitud, en vez de como una 
función del tiempo. Debe elegirse el signo positivo si el cuerpo está ascendiendo y el negativo si 
el cuerpo está cayendo de regreso a la Tierra. 

Para determinar la altitud máxima ^ que el cuerpo alcanza, se hace i;=0yx = <^enla(16)y 
luego se despeja con lo que se obtiene 




VqR 

2gR - vi' 


(17) 


Al despejar en la (17) se encuentra la velocidad inicial requerida para elevar el cuerpo hasta 
la altitud a saber, 


Entonces se encuentra la velocidad de escape al hacer que Por consiguiente, 

y, = (19) 

El valor numérico de es aproximadamente de 6.9 millas/s o bien, 11.1 km/s. 

En el cálculo anterior de la velocidad de escape se desprecia el efecto de la resistencia del aire, 
de modo que la velocidad de escape real (incluye el efecto de la resistencia del aire) es algo mayor. 
Por otra parte, la velocidad de escape efectiva puede reducirse de manera importante si el cuerpo 
se transporta a una distancia considerable por encima del nivel del mar, antes de su lanzamiento. 
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En consecuencia, se reducen las fuerzas gravitacional y de fricción; en especial, la resistencia del 
aire disminuye con bastante rapidez al aumentar la altitud. También debe tenerse presente que 
puede ser impráctico impartir de manera instantánea una velocidad inicial demasiado grande; por 
ejemplo, los vehículos espaciales reciben su aceleración inicial durante un periodo de minutos. 


Problemas 

1. Una bola de masa de 0.25 kg se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s 
desde el techo de un edificio que tiene 30 m de altura. Desprecie la resistencia del aire. 

a) Encuentre la altura máxima que alcanza la bola por arriba del piso. 

b) Si se supone que en su trayecto hacia abajo la bola no cae en el edificio, halle el 
tiempo que transcurre hasta que choca contra el piso. 

2. Suponga que las condiciones son como las del problema 1, excepto en que existe una 
fuerza de v 13Q debida a la resistencia del aire, en donde v está dada en metros por 
segundo. 

a) Encuentre la altura máxima que alcanza la bola por arriba del piso. 

b) Encuentre el tiempo que transcurre hasta que la bola choca contra el piso. 
Sugerencia: aplique el método de Newton, o algún otro procedimiento numérico adecua¬ 
do, en el inciso b). 

3. Un cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba con una velocidad 
inicial Vq. Si se supone que la atracción gravitacional de la Tierra es constante, y se 
desprecian todas las demás fuerzas que actúan sobre el cuerpo, halle 

a) La altura máxima alcanzada por el cuerpo. 

b) El tiempo en el que se alcanza la altura máxima. 

c) El tiempo en el que el cuerpo regresa a su punto de partida. 

4. Un cuerpo se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial en un medio 
que ofrece una resistencia proporcional a la magnitud de la velocidad. Encuentre la velo¬ 
cidad V como una función del tiempo t. Encuentre la velocidad límite v¡ a la que se tiende 
después de mucho tiempo. 

5. Un objeto de masa m se deja caer desde el reposo en un medio que ofrece una resistencia 
proporcional a la magnitud de la velocidad. Halle el intervalo de tiempo que transcurre 
antes de que la velocidad del objeto alcance el 90% de su valor límite. 

6. Un bote de motor y su tripulante pesan juntos 320 Ib. Si el empuje del motor es equiva¬ 
lente a una fuerza constante de 10 Ib en la dirección del movimiento, si la resistencia del 
agua al movimiento es numéricamente igual al doble de la velocidad en pies por segundo 
y si el bote se encuentra inicialmente en reposo, determine 

a) La velocidad del bote en el instante r. 

b) La velocidad límite, 

7. Un paracaidista que pesa 180 Ib (incluyendo el equipo) cae verticalmente desde una 
altura de 5 000 pies, y abre su paracaídas después de 10 segundos de caída libre. Supon¬ 
ga que la fuerza de la resistencia del aire es de 0.71 ¿; | cuando el paracaídas está cerrado y 
de 12|i^l cuando el paracaídas está abierto, en donde la velocidad í^se da en pies por 
segundo. 

a) Encuentre la velocidad del paracaidista al abrirse el paracaídas. 

b) Halle la distancia que cae antes de que se abra el paracaídas. 

c) ¿Cuál es la velocidad límite después de que se abre el paracaídas? 

d) Estime cuánto tiempo permanece el paracaidista en el aire después de que el paracaí¬ 
das se abre. 
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FIGURA 2.7.3 Un cuerpo que cae en un fluido denso. 


8. Un cuerpo de masa m se proyecta verticalmente hacia abajo con una velocidad inicial Vq 
en un medio que presenta una resistencia proporcional a la raíz cuadrada de la magnitud 
de la velocidad. Encuentre la relación entre la velocidad vy tiempo /. Encuentre la 
velocidad límite. 

9. Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medio que presenta una resistencia 
proporcional al cuadrado de la velocidad. Determine la relación entre la velocidad y el 
tiempo t. Determine la velocidad lírr.ite. 

10. Un cuerpo de masa m cae en un medio que ofrece una resistencia proporcional a | en 
donde r es una constante positiva. Si se supone que la atracción gravitacional es constan¬ 
te, encuentre la velocidad límite del cuerpo. 

11. Un cuerpo de masa constante m se proyecta vertícalmente hacia arriba con una velocidad 
inicial Vq en un medio que presenta una resistencia k\v\, en donde k es una constante. 
Despréciense los cambios en la fuerza de la gravedad. 

a) Encuentre la altura máxima que alcanza el cuerpo y el instante en el que alcanza 
esta altura máxima. 

b) Demuestre que si kv^fmg < 1, entonces y pueden expresarse como 


= í!2ri 1 ^ 1 A^oV 1 

g\_ 2mg 3\mg) J’ 

2g\_ 3 mg 2\mg/ J' 


12, Un cuerpo de masa m se proyecta verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial 
en un medio que ofrece una resistencia k\v\, en donde ^es una constante. Suponga que la 
atracción gravitacional de la Tierra es constante. 

a) Determine la velocidad v{t) del cuerpo en cualquier instante. 

b) Aplique el resultado del inciso a) para calcular el límite de v(t) cuando 0; es 
decir, a medida que la resistencia tiende a cero. ¿Concuerda este resultado con la veloci¬ 
dad de una masa m proyectada hacia arriba con una velocidad inicial Vq en un vacío? 

c) Aplique el resultado del inciso a) para calcular el límite de v{t) cuando m -> 0; es 
decir, a medida que la masa tiende a cero. 

13. Sobre un cuerpo que cae en un líquido relativamente denso, por ejemplo aceite, actúan 
tres fuerzas (ver la figura 2.7.3): una fuerza de resistencia i?, una fuerza de empuje B y su 
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peso H’ debido a la gravedad. La fuerza de empuje es igual al peso del fluido desplazado 
por el objeto. Para un cuerpo esférico de radio a que se mueve lentamente, la fuerza de 
resistencia queda definida por la ley de Stokes^^ R = 6 njia 1, en donde v es la veloci¬ 
dad del cuerpo y /¿es el coeficiente de viscosidad del fluido circundante. 

a) Encuentre la velocidad límite de una esfera maciza de radio a y densidad p que cae 
libremente en un medio de densidad p' y coeficiente de viscosidad p. 

b) En 1910, el físico estadounidense R. A. Millikan (1868-1953) determinó la carga de 
un electrón al estudiar el movimiento de gotas de aceite diminutas al caer en un campo 
eléctrico. Un campo de intensidad E ejerce una fuerza Ee sobre una gota con carga e. 
Suponga que se ha ajustado E de modo que la gota se mantenga estacionaria (í;= 0) y que 
wy B son como se dan en el inciso a). Encuentre una fórmula para e. Millikan pudo 
identificar e como la carga sobre un electrón y determinar que e = 4.803 x 10"^^ ues. 

14. Una masa de 0.25 kg se deja caer desde el reposo en un medio que presenta una resisten¬ 
cia de 0.21¿^;, en donde v se da en metros/segundo. 

a) Si la masa se deja caer desde una altura de 30 m, determine su velocidad al chocar 
contra el piso. 

b) Si la masa debe alcanzar una velocidad no mayor de 10 m/s, encuentre la altura 
máxima desde la que puede dejarse caer. 

*c)Suponga que la fuerza de resistencia es k\v\, en donde v se da en metros/segundo y k 
es una constante. Si la masa se deja caer desde una altura de 30 m y debe chocar contra el 
piso con una velocidad no mayor de 10 m/s, determine el coeficiente de resistencia k que 
se requiere. 

15. Suponga que se lanza un cohete directamente hacia arriba desde la superficie de la Tierra 
con una velocidad inicial v^yllgR, en donde R es el radio de la Tierra. Despréciese la 
resistencia del aire. 

a) Encuentre una expresión para la velocidad v en términos de la distancia x desde la 
superficie de la Tierra. 

b) Encuentre el tiempo necesario para que el cohete recorra 240 000 millas (la distancia 
aproximada de la Tierra a la Luna). Supóngase que R -A 000 millas. 

16. Determine la velocidad de escape para un cuerpo que se proyecta hacia arriba con una 
velocidad inicial desde un punto Xq = ^R arriba de la superficie terrestre, en donde R es 
el radio de la tierra y es una constante. Despréciese la resistencia del aire. Halle la 
altitud inicial desde la que debe lanzarse el cuerpo a fin de reducir la velocidad de escape 
a un 85% de su valor en la superficie terrestre. 

17. Problema de la braquistócrona. Uno de los problemas famosos en la historia de las 
matemáticas es el de la braquistócrona; hallar la curva a lo largo de la cual una partícula 
se deslizará sin fricción en el tiempo mínimo, de un punto P a otro Q, en donde el segun¬ 
do punto está más bajo que el primero, pero no directamente debajo de éste (ver la figura 
2.7.4). Este problema fue propuesto por Johann Bernoulli como un desafío para los ma¬ 
temáticos de su época. Johann Bernoulli y su hermano Jakob Bernoulli, Isaac Newton, 
Gottfried Leibniz y el Marqués de UHopital encontraron soluciones correctas. El pro¬ 
blema de la braquistocrona es importante en el desarrollo de las matemáticas como uno 
de los precursores del cálculo de variaciones. 


George Gabriel Stokes (1819-1903), profesor en Cambridge, fue uno de los matemáticos aplicados más 
destacados del siglo XIX. A las ecuaciones básicas de la mecánica de fluidos (las ecuaciones de Navier- 
Stokes) se les dio nombre parcialmente en su honor, y uno de los teoremas fundamentales del cálculo vectorial 
también lleva su nombre. Fue también uno de los pioneros en el uso de las series divergentes (asintóticas), 
tema de gran interés e importancia en la actualidad. 


2.8 Ecuaciones exactas y factores integrantes 
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Al resolver este problema es conveniente tomar el origen como el punto superior P y 
orientar los ejes como se muestra en la figura 2.7.4. El punto inferior Q tiene las coorde¬ 
nadas (Xq, ^q). Entonces, es posible demostrar que la curva de tiempo mínimo queda 
definida por una función y = <^(x) que satisface la ecuación diferencial 

(1 + y'^)y = (i) 

en donde es cierta constante positiva que debe determinarse posteriormente. 

a) Despeje y' en la ecuación (i). ¿Por qué es necesario elegir la raíz cuadrada positiva? 

b) Introduzca la nueva variable t mediante la relación 

y- sen^ t. (ii) 

Demuestre que la ecuación que encontró en el inciso a) toma entonces la forma 

2k^ sen^ t dt = dx. (iii) 

c) Si se hace 6 = 2í, demuestre que la solución de (iii) para la que x = 0 cuando y = 0 se 
expresa por 

X = k^{6 - sén0)/2, y = /c^(l - eos 6)/2. (iv) 

Las ecuaciones (iv) son ecuaciones paramétricas de la solución de (i) que pasa por (0,0). La 
gráfica de las ecuaciones (iv) se llama cicloide. Si se hace una elección adecuada de la 
constante k, entonces la cicloide también pasa por el punto (Xq, y^) y es la solución del 
problema de la braquistócrona. Es posible eliminar 6 y obtener la solución en la forma 
y = (/>(x); sin embargo, es más fácil usar las ecuaciones paramétricas. 


2.8 Ecuaciones exactas y factores integrantes 

Ya se mencionó que para las ecuaciones no lineales de primer orden existen varios métodos 
de integración aplicables a diversas clases de problemas. En las secciones 2.8, 2.9 y en 
algunos de los problemas de la sección 2.10 se describen los más útiles de estos métodos. 
Sin embargo, es necesario tener presente que aquellas ecuaciones de primer orden que 
pueden resolverse por medio de métodos elementales de integración son más bien especia¬ 
les; la mayor parte de las ecuaciones de primer orden no pueden resolverse de esta manera. 
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Ejemplo 1 


Resolver la ecuación diferencial 


2x + + 2xyy' - 0. 




La ecuación no es lineal ni separable, de modo que los métodos apropiados para esos tipos de 
ecuaciones no son aplicables en este caso. Sin embargo, obsérvese que la función \¡/(x, y) = + 

xy^ tiene la propiedad de que 


'y ^ 2 . # 

2x -f- , 2xy = —. 

ox oy 


( 2 ) 


Por lo tanto, la ecuación diferencial puede escribirse como 

d . . c - ^ dy 

— (x^ + xy^) + (x^ + xy^) -f- = 0. 

OX oy dx 

Si se supone que y es una función de jc y se aplica la regla de la cadena, la ecuación (3) puede 
escribirse en la forma equivalente 


(3) 


dx 


(x^ 4- xy^) = 0. 


(4) 


Por lo tanto, 

en donde c es una constante arbitraria, es una expresión implícita de la solución de la ecuación (1). 


Al resolver (1), el paso clave fue el reconocimiento de que existe una función xj/ que 
satisface a (2). En términos más generales, sea la ecuación diferencial 

M(x,y) + A'(x,y)y = 0. (6) 

Suponga que es posible identificar una función yrtal que 

dé dé 

^ (x, y) = M(x, y), ^ (x, y) = N(x, y), (7) 

y tal que y/(x, y) = c define implícitamente y = (^(x) como una función diferenciable de x; 
entonces, 

M(x, y) + N(x, y)y' = ^ ^ ^ ^ '/'(^)] 

y la ecuación diferencial (6) se transforma en 

^ ip\_x, (/)(x)] == 0. (8) 

En este caso, se dice que (6) es una ecuación diferencial exacta. La solución de la ecuación 
(6), o de la ecuación equivalente (8), queda dada implícitamente por 

Vr(x, y) = c, (9) 

en donde c es una constante arbitraria. 
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En el ejemplo 1 fue relativamente fácil ver que la ecuación diferencial era exacta y, de 
hecho, fue fácil encontrar su solución al identificar la función y/ requerida. En ecuaciones 
más complicadas, puede ser que esto no sea tan fácil. El siguiente teorema proporciona una 
manera sistemática de determinar si una ecuación diferencial dada es exacta. 



La demostración de este teorema se hace en dos partes. Primero, se demuestra que si 
existe una función yrtal que las ecuaciones (7) son verdaderas, entonces se concluye que se 
cumple la ecuación (10). Al calcular y A a partir de las ecuaciones (7), se obtiene 

My{x, y) = ipjx, y), N^(x, y) = ip^Jx, y). (11) 

Como y son continuas, se deduce que y/^ y y/^^ también son continuas; esto garantiza 
su igualdad^^y se llega a la ecuación (10). 

Ahora^se demostrará que si M y A satisfacen la ecuación (10), entonces la (6) es exacta. 
La demostración comprende la construcción de una función i/rque satisfaga las ecuación 
nes (7), 


y) = M(x, y), y) = N{x, y). 


Al integrar con respecto a x la primera de las ecuaciones (7), manteniendo y, constante se 
encuentra que 


í//(x, y) = j y) + Hy)- 


( 12 ) 


No es esencial que la región sea rectangular, sólo que sea simplemente conexa. En dos dimensiones esto 
significa que la región no tenga huecos en su interior. En tal caso, por ejemplo, las regiones rectangulares 
o circulares son simplemente conexas, pero una región anular no lo es. En la mayoría de los textos de cálculo 
avanzado pueden encontrarse más detalles. 

Se requiere la hipótesis de continuidad, ya que de lo contrario y/^ y pueden no ser iguales. 
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Ejemplo 2 


La función h es una función arbitraria de y, que actúa como la constante arbitraria. Ahora 
es necesario demostrar que siempre es posible elegir h(y) de modo que = N. Por la 
ecuación (12), 


3 ') 


^ J M(x, y) dx + h'(y) 
J My(x, y) dx + h'{y). 


Si se hace y/^ = Ny se despeja h'(y) da 

h'(y) = N(x, y) - J Mj,(x, >») dx. (13) 

Para determinar h(y) a partir de la ecuación (13) es esencial que, a pesar de su apariencia, 
el segundo miembro de (13) sea una función sólo de y. Para establecer este hecho es posible 
derivar con respecto a x la cantidad en cuestión, con lo que se obtiene 

NJix,y)-M^(x,y), 

que es cero en virtud de la ecuación (10). De donde, a pesar de su forma aparente, el 
segundo miembro de (13) en efecto no depende de jc y una sola integración da h(y). Ai 
sustituir h(y) en (12), se obtiene como la solución de las ecuaciones (7) 

|//(X, y) = J.'VÍ(X, y) dx + J [iV(x, y) - J M^fx, y) dxj dy. (14) 

Es necesario hacer notar que esta demostración contiene un método para el cálculo de 
y/(x, y) y, por tanto, para resolver la ecuación diferencial original (6). Por lo general es 
mejor pasar por este proceso cada vez que sea necesario, en vez de intentar recordar el 
resultado que se da en la ecuación (14). Nótese también que la solución se obtuvo en forma 
implícita; puede o no ser factible hallar la solución explícitamente. 


^ Resolver la ecuación diferencial 

(v eos X + 2 x£’^') + (senx + x^e^' — l)v' = 0. 

% 

Es fácil ver que 

9l[ 

^ M (x, y) = eos X + 2xe^' = N^(x, >’), 

% 

^ de modo que la ecuación dada es exacta. Por tanto, existe una función i//(x, y) tal que 

I 

lpx(x, y) ~ V eos X -h 2xe\ 

Ij iA^,(x, y) = sénx + x^e^ - 1. 

5 Al integrar la primera de estas ecuaciones se obtiene 

6 

^ i/f(x, y) — y sen x + x^e^' -f h{y). 


(15) 


(16) 



2,8 Ecuaciones exactas y factores integrantes 


99 


Ejemplo 3 


Si se hace da 

y) = sen a: + + h'iy) = senx 4 x“c'’ - 1. 

Por tanto, h'(y) = -1 y h(y) = -y. Puede omitirse la constante de integración ya que cualquier 
solución de la ecuación precedente es satisfactoria; no se requiere la más general. Al sustituir 
h(y) en la ecuación (16) da 

{¡/(x, y) == y sen X + x^e^ — y. 

De donde, la solución de la (15) queda dada implícitamente por 

y senx 4 — y = c. (17) 


Resolver la ecuación diferencial 

(3xy + y^) + (x^ + xy)y' = 0. (18) 

En este caso, 

Af y(x, y) = 3x 4 2y, A^(x, y) - 2x + y; 

dado que N^, la ecuación dada no es exacta. A fin de ver que no es posible resolverla por 
el procedimiento antes descrito, trátese de encontrar una función y/tal que 

y) = 3xy + y^ \¡jy(x, y) == x^ + xy. (19) 

Al integrar la primera de las ecuaciones (19) da 

\¡j{x, y) = fx^y + xy^ + h{y), (20) 


en donde h es una función arbitraria sólo de y. Para intentar satisfacer la segunda de las ecuacio¬ 
nes (19), a partir de la (20) se calcula y/^ y se iguala a N, con lo que se obtiene 

|x^ 4 2xy -h h'(y) = x^ xy 


o bien. 


h'(y) = - - xy. 


( 21 ) 


Dado que el segundo miembro de la ecuación (21) depende de x y de y, es imposible despejar 
h(y). Por tanto, no existe y/(x, y) que satisfaga las dos ecuaciones (19). 


Factores integrantes. Algunas veces es posible convertir una ecuación diferencial que no 
sea exacta en una exacta al multiplicarla por un factor integrante adecuado. Recuérdese que 
este es el procedimiento que se utilizó al resolver las ecuaciones lineales en las secciones 
2.1 y 2.2. Con el fin de investigar la posibilidad de poner en práctica esta idea de manera 
más general, multipliqúese la ecuación 

M(x,y)dx + N{x,y)dy = 0 


( 22 ) 
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por una función jU y, a continuación, inténtese elegir de modo que la ecuación resultante 
fi{x, y)M{x, y) dx + p(x, y)N{x, y) dy = 0 (23) 

sea exacta. Por el teorema 2.81, la ecuación (23) es exacta si y sólo si 

(24) 

Dado que M y N son funciones dadas, entonces la ecuación (24) hace ver que el factor 
integrante ¡j. debe satisfacer la ecuación diferencial parcial de primer orden 

Mfiy ~ Nfi, + (M, - N,)fi - 0. (25) 

Si es posible encontrar una función ¡j. que satisfaga la ecuación (25), entonces la (23) será 
exacta. Entonces puede obtenerse la solución de la (23) por el método descrito en la prime¬ 
ra parte de esta sección. La solución hallada de esta manera también satisface a la ecuación 
(22), ya que el factor integrante ¡u puede cancelarse en la (23). 

Una ecuación diferencial parcial de la forma (25) puede tener más de una solución; si 
este es el caso, entonces puede usarse cualquiera de esas soluciones como un factor inte¬ 
grante de la ecuación (22). Esta no unicidad posible del factor integrante se ilustra en el 
ejemplo 4. 

No obstante, la ecuación (25), que determina el factor integrante ^ suele ser por lo menos 
tan difícil de resolver como la ecuación original (22). Por lo tanto, aunque en principio los 
factores integrantes son instrumentos poderosos para resolver las ecuaciones diferenciales, 
en la práctica por lo general sólo pueden encontrarse en casos especiales. Las situaciones 
más importantes en que es posible hallar factores integrantes simples ocurren cuando // 
es una función sólo de una de las variables x, y, en vez de serlo de las dos. Considérese 
entonces la determinación de las condiciones necesarias enA/y iVde modo que la ecuación 
(22) tenga un factor integrante ju que dependa solamente de x. Si se supone que fÁ es una 
función sólo de x, se tiene 

= (fiN)^ = + N^. 

Por tanto, si debe ser igual a (pAO^., es necesario que 

~ n (26) 

dx N 

Si (M^, - es una función sólo de x, entonces existe un factor integrante ¡J. que también 
depende solamente de x; además, puede encontrarse iu(x) al resolver la ecuación lineal de 
primer orden (26). 

Se puede aplicar un procedimiento semejante para determinar una condición con la que 
la ecuación (22) tenga un factor integrante que dependa solamente de y. 


Ejemplo 4 


Determinar un factor integrante de la ecuación 

{3xy -h y‘) 4- (x^ -H xy)y' = 0 


(18) 
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y, a continuación resolver la ecuación. 

En el ejemplo 3 se demostró que esta ecuación no es exacta. Trátese de determinar si tiene un 
factor integrante que sólo dependa de x. Al calcular la cantidad (M^ — N^/N, se encuentra que 

My{x,y) - N^(x,y) _ 3x + 2y - (2x + y) _ ^ 27 ) 

N(x, y) ~ x^ xy x' 


Por tanto, existe un factor integrante fU que es función sólo de x, y que satisface la ecuación 
diferencial 


dx X 

(28) 

De donde, 


H(x) = jc. 

(29) 

Al multiplicar la ecuación (18) por este factor integrante, se obtiene 


i3x^y + xy^) + + x^y)y’ = 0. 

(30) 

Esta última ecuación es exacta y se encuentra rápidamente que su solución está dada en forma 
implícita por 

x^y + ^ x^y^ = c. 

(31) 

La solución también puede encontrarse con facilidad en forma explícita, ya 
es cuadrática en y. 

El lector puede comprobar también que un segundo factor integrante de 

que la ecuación (31) 

la ecuación (18) es 




1 

xy(2x + y)’ 


y que se obtiene la misma solución, aunque con mucho mayor dificultad, si se utiliza este factor 
integrante (ver el problema 32). 


Problemas 

Determine si cada una de las ecuaciones de los problemas 1 a 12 es exacta. En caso de serlo, 
halle la solución. 

1. (2x + 3) + (2y - 2)/ = 0 

2. (2x + 4y) -h (2x - 2y)/ = 0 

3. (3x^ — 2xy + 2)dx (6y^ — x^ + 3) ííy = 0 

4. (2xy2 + 2y) + (Ix^y + 2x)/ = 0 


d^ _ 

ax -h by 

dx 

bx + cy 


ax — by 

dx 

bx — cy 
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7. (é’ ' sen y 2y sen x) dx + eos y + 2 eos x) dy = 0 

8. (e-^ sen y -|- 3^;) dx — (3x -■ e"" sen>') dy ~ 0 

9. {ye"^^ eos 2x — 2e'^^ sen 2x + 2x) dx + (x^"'^ eos 2x — 3) dy = 0 

10. (y/x + 6x) dx + (In X — 2) dy ~ 0, x > 0 

11. (x In >’ + xj;) dx + (y in x + xy) dy = 0; x > 0, y > 0 

12 .-"7^— + —1^ = 0 

(x2 ^ yiyil ^ (^2 ^ ^2)3/2 

En los problemas 13 y 14, resuelva el problema con valor inicial dado y determine, por lo 
menos aproximadamente, en dónde es válida la solución. 

13. (2x — y) dx + (2y — x) dy 0, y( 1) = 3 

14. (9x^ + y - 1) dx ~ (4y ~ x) dy ^ 0, y(l) = 0 


En los problemas 15 y 16, encuentre el valor de b para el que la ecuación dada es exacta y, 
después, resuelva esa ecuación al utilizar ese valor de b. 

15. (xy^ + hx^y) dx + (x + y) x^ dy = 0 

16. iye^^^' -f x) dx + bxe^^^ dy = 0 

17. Considere la ecuación diferencial exacta 

M(x, y) dx + Af(x, y) dy ~ 0. 

Encuentre una fórmula implícita y/(x, y) = c para la solución, análoga a la ecuación (14), 
si se integra primero = N, en vez de i/r = M, como en el texto. 

18. Demuestre que cualquier ecuación separable; es decir, de la forma 

M(x) + Niy)y' = 0, 

también es exacta. 


Demuestre que las ecuaciones de los problemas 19 a 22 no son exactas, aunque se transfor¬ 
man en exactas si se multiplican por el factor integrante dado. En seguida, resuelva las ecua¬ 
ciones. 


19. x^v-' + x(l + y^)y' = 0; ti{x, y) = 1/xy^ 

eos y + 2c eos x 


^ sen y 

20. 1-2c“^ senx 1 dx + 

y 


y 


dy - 0; 


21. y í/x "h (2x — yc^) dy = 0; pix, y) = y 

22. (x 4- 2) sen y dx -y x eos y ¿/y = 0 /i(x, y) = xc^ 


^(x, y) - ye" 


23. Demuestre que si (N^ - My)/M = Q, en donde Q es una función sólo de y, entonces la 
ecuación diferencial 


M + iVy = 0 

tiene un factor integrante de la forma 


Hiy) = exp J Q{y) dy. 

*24. Demuestre que si My)/{xM~yN) = R, en donde R depende solamente de la cantidad 

xy, entonces la ecuación diferencial 

M + iVy'=:0 
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tiene un factor integrante de la forma !J.{xy). Encuentre una fórmula general para este 
factor integrante. 

En cada uno de los problemas 25 a 31, encuentre un factor integrante y resuelva la ecuación 
dada. 


25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

*31. 


(3x^y + 2xy + y^) dx {x^ + y^) Jy = 0 
y = y 

dx -H (x/y -seny) dy = 0 

y dx + (2xy — e~^^) dy — 0 

e"" dx + (e"" cot y + 2 y esc y) áy — 0 


[4(x^/y^) + (3/y)] dx 4* [3{x/y^) + 4y] dy = 0 
y X J dx 


3x + ■ 


Sugerencia: ver el problema 24. 
*32. Resolver la ecuación diferencial 


(3xy + y^) + (x^ 4 xy)/ = 0 

si se usa el factor integrante ju(x, y) = [xy (2x 4 y )]“^. Compruebe que la solución es la 
misma que la obtenida en el ejemplo 4 con un factor integrante diferente. 


2.9 Ecuaciones homogéneas 

Los dos tipos más importantes de ecuaciones no lineales de primer orden que se pueden 
resolver mediante procesos directos de integración son las ecuaciones separables y las exac¬ 
tas. 

En esta sección se verá cómo algunas veces es posible aplicar un cambio de variable para 
simplificar una ecuación diferencial y por tanto hacer que sea posible (o más conveniente) 
su resolución. En términos generales, la sustitución idónea debe ser sugerida por la apari¬ 
ción repetida de alguna combinación de las variables o por alguna otra peculiaridad en la 
estructuras de la ecuación. 

La clase más importante de ecuaciones para las cuales es posible establecer una regla 
definitiva es la clase de las ecuaciones diferenciales homogéneas.Se dice que una ecua¬ 
ción de la forma 


dyidx =/(x, y) 

es homogénea siempre que la función/no dependa por separado dex y y, sino solamente de 
su razón y/x o x/y ; por tanto, las ecuaciones homogéneas son de la forma 

dyidx = F(y/x). (1) 


El término homogéneas se usa de más de una manera en el estudio de las ecuaciones diferenciales. Es 
necesario estar alerta para distinguir estos usos cuando se presenten. 
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Al resolver la ecuación (5) y después sustituir vpoxylx se obtiene la solución de la ecuación 
original. 

Por tanto, cualquier ecuación homogénea puede transformarse a una cuyas variables se 
separan por la sustitución (2). Por supuesto, en la práctica, al resolver (5) puede o no ser 
posible evaluar la integral requerida por métodos elementales. Es más, una ecuación ho¬ 
mogénea también puede pertenecer a una de las clases ya analizadas; puede ser exacta o 
incluso lineal, por ejemplo. En esos casos, puede elegirse entre varios métodos para hallar 
su solución. 
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Ejemplo 1 I Resolver la ecuac ón diferencial 

( 6 ) 

dx 

Al escribir esta ecuación como 

é¡L.(y]\2>- 

dx \x J X 

se demuestra que es homogénea. Las variables no pueden separarse, la ecuación no es exacta ni 
tiene factor integrante obvio. Por tanto, se ve uno conducido a la sustitución (2), que transforma 
la ecuación dada en 


De donde. 


i 

P 

i 


uu 5 

X + V = 2v. 

dx 


dv - 
x — =^v^-\-v 
dx 


m 


o bien, al separar las variables. 




dx dv 
X v(v + 1) 


Si se desarrolla el segundo miembro por fracciones parciales, se obtiene 


il 


a 

m 



Al integrar los dos miembros, se llega a 

In|x| -f ln|c| = ln|i;| — [n\v 4- l|, 

en donde c es una constante arbitraria. Así, al combinar los logaritmos y tomar la exponencial de 
ambos miembros, se obtiene 

u 

ex =-~ . 

i; -f- 1 

Por último, al sustituir ven términos de y da la solución de la ecuación (6) en la forma 

y/x y 

ex =-=-. 

(y/x) +1 y + X 

Al despejar y se obtiene 


( 7 ) 
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Problemas 


Demuestre que las ecuaciones de los problemas 1 a 8 son homogéneas y encuentre sus solu- 


dy X + y 
dx X 

dy Xy -y y^ 


dy 4y — 3x 
dx 2x — y 
dy X -y 3y 


2. 2y dx — X dy ~ 0 

^ dy _x^ -y 3y- 
dx 2xy 
^ dy 4x -y 3y 
' dx 2x -y y 

8. (x^ + 3x>' + y^) dx — x^ dy = 0 


9. a) Encuentre la solución de la ecuación 

dy 2y — X 
dx 2x — y 

b) Encuentre la solución de la ecuación 

dy ^2y — X -y 5 
dx 2x — y — 4 

Sugerencia: Para reducir la ecuación del inciso b) a la del inciso a), considérese una 
sustitución preliminar de la forma x=X~h,y = Y~k. Elija las constantes hy káe modo 
que la ecuación sea homogénea en las variables X y Y. 

dy 4x + 3y + 15 

lA Ti - 1 X _ ^ i. ^ t _•_ _1_1_ r\ v\ 


10. Resuelva 


dx 2x + y + 7 

dy 4x + 3y +5 

11. Resuelva —;— =- 

dx 2x + y + 7 

12. Encuentre la solución de la ecuación 


Vea la sugerencia del problema 9 b). 


Vea la sugerencia del problema 9 b). 


(3xy + y^) dx + (x^ + xy) í¿y — 0 

al aplicar el método de esta sección y compárela con la solución obtenida por otros 
métodos en el ejemplo 4 y el problema 32 de la sección 2.8. 

“13. Demuestre que si 

M(x, y) dx -y N{x, y)dy = 0 

es una ecuación homogénea, entonces uno de sus factores integrantes es 


xM(x, y) + yN{x, y)' 

“14. Aplique el resultado del problema 13 para resolver cada una de las ecuaciones si¬ 
guientes: 

a) La ecuación del problema 2. 

b) La ecuación del problema 4. 


2 J O Problemas diversos y aplicaciones 
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*15. Demuestre que la ecuación / -f(x, y) es homogénea si f(x, / es tal que 

f(x, tx)^f(htl 

en donde t es un parámetro real. Aplique este hecho para determinar si cada una de las 
ecuaciones siguientes es homogénea. 


a) y' = 
c) / = 


+ xy + 
x^y -H xy^ 
(x^ + 3x>; + 

X + 2y 


b) y = In X — In y 4- 


X + y 
X - y 


d) y = 


sen (xy) 
x^ + y^ 


Esta sección consta de una lista de problemas. Los primeros 32 pueden resolverse por los 
métodos de las secciones anteriores. Se presentan de modo que el lector pueda practicar la 
identificación del método o los métodos aplicables a una ecuación dada. En seguida, se 
tienen algunos problemas que sugieren técnicas especializadas, de utilidad para ciertos 
tipos de ecuaciones. En panicular, los problemas 35 a 37 tratan de las ecuaciones de Riccati, 
Los problemas del 38 al 43 están relacionados con algunas aplicaciones geométricas, mien¬ 
tras que los demás problemas abordan otras aplicaciones de las ecuaciones diferenciales. 


Problemas 




^ dy _x^ ~2y 
dx X 
^ dy ^ 2x -f y 


y(0) = 0 


dx 3 -t- 3y^ — x’ 

^ dy _ 2xy + y^ 4- 1 
dx x^ 4- 2xy 

^ dy X 

/•-;— = ^ Sugerencia: Sea u=x^ 


9. 


dx x^y 4- y^ 
dy 2xy 4- 1 


dx x^ 4- 2y 
11. (x^ 4- y) í/x 4- (x 4- e^) dy = 0 

13. X dy ~ y dx — (xy)^^^ dx 

15. (e"" + 1)^ = y ~ ye^ 

dx 

17 ^ ^2x ^ 3 ^ 

dx 

19. X dy — y dx = 2x^y^ dy, y(l) = —2 


2. (x -\- y) dx — (x ~ y) dy = 0 


4. (x 4- e^) dy — dx = 0 

6. X ^ 4- xy = 1 - y, y(l) = 0 
dx 

dv sen X 

8. x/ + 2y--, y(2)=l 

dx X 

10. (3y^ 4- 2xy) dx — (2xy + x^) ííy = 0 

14. (x 4- y) íix 4- (x 4- 2y) dy = 0, y(2) = 3 
dy x^ 4- y^ 


16. 


dx 


18. (2y 4- 3x) dx = —xdy 

20. y = 





108 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


21. x/ = y 4- 


23. 

25. 


xy' -f y — 

\ y x^ + y^ 



X 

x^ + y^ 



ííy = 0 


22 . 


dy x^ — I 


dx y^ + V 
24. 2 sen y eos x dx 


y(-l)- 1 
+ eos y sen x í/y = 0 


26. 

27. 

28. 

30. 

31. 

32. 


(2y 4 1) dx 


dy^O 


(eos 2y — sen x) ¿ix — 2 tan x sen 2y dy — 0 
dy _ 3x2 _ 2y - y^ 


2x 4- 3xy2 

^_ f _ 

dx 1 — 2xy2’ 

(x^y 4- xy -- y) dx -f (x^y — 2x2) ¿y ^ q 
dy 3x2y 4- y^ 

dx 2x2 _|_ 2 -^y 


y(0) = 1 


y(i) = 


^ dy _ 2y + 
dx 2x 


33. Demuestre que una ecuación de la forma 

y = G(p), 

en donde p - dyldx, puede resolverse de la siguiente manera. 

a) Derive con respecto a x. 

b) Integre la ecuación del inciso a) para obtener x como función de p. Esta ecuación y la 
ecuación original y = (7(/?) forman una representación paramétrica de la solución. 

34. Resuelva la ecuación diferencial 

y - In p = 0, 

en donde p = dyidx, por el método del problema 33. Resuelva también la ecuación direc- 
tamente y verifique que las soluciones son las mismas. 

35. Ecuación de Riccatti. La ecuación 


7" = c¡iix) + ^2Wy + 

dx 

se conoce como ecuación de Riccati.^^ Suponga que se conoce alguna solución particular 
yj de esta ecuación. Mediante la sustitución 


y == 


yxM + 


1 

v{x) 


es posible obtener una solución más general que contenga una constante arbitraria. De¬ 
muestre que v(x) satisface la ecuación lineal de primer orden 


dv 

= -(q^ 4- 2^3yi)i; - q^. 

dx 

observe que ¿^(x) contiene una sola constante arbitraria. 


Jacopo Francesco Ríceati (1676-1754), noble veneciano, declinó nombramientos académicos universitarios 
en Italia, Austria y Rusia para continuar sus estudios matemáticos de manera privada en su hogar. Estudió 
ampliamente la ecuación diferencial que ahora lleva su nombre; sin embargo, fue Euler (en 1760) quien 
descubrió el resultado que se da en este problema. 
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36. Con la aplicación del método del problema 35 y la solución particular dada, resuelva 
cada una de las siguientes ecuaciones de Riccati. 


a) / = 1 -h — 2xy + yi(x) = x 

b) / = —+ yi(x) = - 

X X X 


dy 2 eos ^ X — sen^ x 4- y^ 
dx 2 eos X 


yi(x) = senx 


37. La propagación de una simple acción en una población grande (por ejemplo, los conduc¬ 
tores que encienden los faros de su automóvil al atardecer) a menudo depende parcial¬ 
mente de circunstancias externas (que oscurezca) y parcialmente de una tendencia a 
imitar a los demás que ya han realizado la acción en cuestión. En este caso, la proporción 
y{t) de personas que ya han realizado la acción pueden describirse por la ecuación 


dy/dt = (1 - y)[x(í) -h hy], (i) 

en donde x{t) mide el estímulo externo y 6 es el coeficiente de imitación. 

a) Observe que la ecuación (i) es una ecuación de Riccati y que y^ (t) = 1 es una solu¬ 
ción. Aplique la transformación sugerida en el problema 35 y halle la ecuación lineal 
que satisface v(t). 

b) Halle v(t) en el caso de que x(0 = at, en donde a es una constante. Deje la respuesta 
en la forma de una integral. 

38. TYayectorias ortogonales. Un problema geométrico bastante común es hallar la familia 
de curvas que se intersecan ortogonalmente en cada punto con una familia dada de cur¬ 
vas. Se dice que cada una de estas familias de curvas constituyen las trayectorias 
ortogonales de la otra. 

a) Considere la familia de parábolas 

y = kx\ (i) 

en donde k es una constante. Trace la gráfica de la ecuación (i) para varios valores de k. 
Encuentre una expresión para la pendiente de la parábola que pasa por un punto dado, de 
modo que esa expresión contenga las coordenadas (x, y) del punto, pero no el parámetro k. 
Sugerencia: Derive la ecuación (i) y elimine k. 

b) Al aplicar el hecho de que las pendientes de curvas ortogonales son recíprocas nega¬ 
tivas, escriba la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales de (i). 

c) Resuelva la ecuación a la que llegó en el inciso b) y determine las trayectorias 
ortogonales. Trace varios miembros de esta familia de curvas. 

39. En cada uno de los casos siguientes, aplique el método del problema 38 para encontrar la 
familia de trayectorias ortogonales de la familia dada de curvas. Trace la gráfica de la fa¬ 
milia dada y de sus trayectorias ortogonales. 

a) La familia de hipérbolas xy = c. 

b) La familia de circunferencias (x - c)^ + y^ = c^. 

c) La familia de elipses x^-xy+y^ = c^. 

d) La familia de parábolas 2cy + x^ = c^, c > 0. 


Ver el artículo de Anatol Rapoport, “Contribution to the Mathematical Theory of Mass Behavior: I. The 
Propagation of Single Acts”, Bulletin of Mathematical Biophysics 14 (1952), pp. 159- 169, y el de John Z. 
Mearon, “Note on the Theory of Mass Behavior”, Bulletin of Mathematical Biophysics 17 (1955), pp. 7-13. 
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40. Si dos rectas en el planocuyas pendientes son y respectivamente, se intersecan 

formando un ángulo B, demuestre que 

(tan 0)(1 + = m 2 — Wj. 

Aplique este hecho para encontrar la familia de curvas que se intersecan con cada una de 
las siguientes familias formando un ángulo de 45®. En cada caso trace la gráfica de las 
dos familias de curvas, 

a) X - 2y = c b) 

41. Encuentre todas las curvas planas cuya tangente en cada punto (x, y) pasa por el punto 
fíjo (a, b). 

42. La recta normal a una curva dada en cada punto (x, y) de la curva pasa por el punto (2, 0). 
Si la curva contiene el punto (2, 3), encuentre su ecuación. 

43. Halle todas las curvas planas en las que, para cada punto de la curva, el eje y biseca esa 
parte de la recta tangente entre el punto de tangencia y el eje x. 

44. Una persona tiene una fortuna que aumenta a una razón proporcional al cuadrado de su 
riqueza actual. Si hace un año tenía un millón de dólares y en la actualidad tiene dos 
millones ¿cuánto valdrá en 6 meses?, ¿y en 2 años? 

45. Se forma un estanque al acumularse agua en una depresión cónica de radio a y profundi¬ 
dad h. Suponga que el agua entra a una razón constante k y que se pierde por evaporación 
a una razón proporcional al área superficial. 

a) Demuestre que el volumen V(t) de agua en el estanque en el instante t satisface la 
ecuación diferencial 

dV/dt = k — Qin(3a/7zh)^^^V^^^, 
en donde a es el coeficiente de evaporación. 

b) Halle la profundidad de equilibrio del agua en el estanque. ¿Es estable el equilibrio? 

c) Encuentre una condición que se deba satisfacer para que el estanque no se desborde. 

46. Considere un tanque cilindrico de agua con sección transversal constante A. Se bombea 
agua al tanque a una razón constante k y q\ agua se fuga por un pequeño orificio de 
área a que se encuentra en el fondo del tanque. Con base en el teorema de Torricelli de la 
hidrodinámica, se concluye que la razón a la que el agua fluye a través del orificio es aa 
^2gh, en donde h es la profundidad instantánea del agua en el tanque, ^es la aceleración 
debida a la gravedad y a es un coeficiente de contracción que satisface 0.5 ^ a 1.0. 

a) Demuestre que la profundidad del agua en el tanque en cualquier instante satisface la 
ecuación 

dh/dt ~ (k — 0La^2gh)¡A. 

b) Determine la profundidad de equilibrio del agua y demuestre que es estable. Ob¬ 
serve que no depende de A. 

47. El crecimiento de una célula depende del flujo de nutrientes a través de su superficie. 
Sean W{í) el peso de la célula en el instante t y su peso en t = 0, y suponga que dWjdt 
es proporcional al área de la superficie de la célula. 

a) Dé un argumento que apoye la proposición de que 

dW/dt = 

en donde a es una constante de proporcionalidad. 

b) Halle d peso de la célula en cualquier instante t. 
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48. Cierto negocio aumenta su valor a una razón proporcional a la raíz cuadrada de su valor 
actual. Si este negocio valía un millón de dólares hace un año y, en la actualidad, vale 
1.44 millones, determínese cuándo valdrá dos millones de dólares. 


En esta sección se analiza la demostración del teorema 2.41, el teorema fundamental de 
existencia y unicidad para los problemas con valor inicial de primer orden. Este teorema 
afirma que, en ciertas condiciones sobre/(x, y), el problema con valor inicial 

y'=f{x,yl (la) 

>'(^o)=>'o (Ib) 


tiene una solución única en algún intervalo que contenga el punto 

En algunos casos (por ejemplo, si la ecuación diferencial es lineal) la existencia de una 
solución del problema con valor inicial (1) puede establecerse de manera directa al resolver 
realmente el problema y exhibir una fórmula para esa solución. Sin embargo, en general, 
este enfoque no es factible porque no existe un método para resolver la (la) que se aplique 
en todos los casos. Por consiguiente, para el caso general es necesario adoptar un enfo¬ 
que indirecto que establece la existencia de una solución de las ecuaciones (1), pero que, 
por lo general no proporciona un medio práctico para hallarla. El meollo de este método es 
la construcción de una sucesión de funciones que converja a una función límite que satisfa¬ 
ga el problema con valor inicial, aunque los miembros por separado de la sucesión no lo 
hagan. Como regla, es imposible calcular explícitamente más de unos cuantos miembros de 
la sucesión; por lo tanto, la función límite sólo puede encontrarse en forma explícita en 
casos raros. Empero, dadas las restricciones sobre/(jc, y) que se enuncian en el teorema 
2.4.1, es posible demostrar que la sucesión en cuestión converge y que la función límite 
tiene las propiedades deseadas. La argumentación es bastante intrincada y depende, en 
parte, de técnicas y resultados que suelen encontrarse por vez primera en un curso de cálcu¬ 
lo avanzado. Como consecuencia, no se exponen todos los detalles de la demostración; sin 
embargo, se indican las características principales y se señalan algunas de las dificultades 
que se encuentran. 

Antes que nada, nótese que basta con considerar el problema en el que el punto (j^oj^q) es 
el origen; es decir, el problema 


y'=f(x,y), (2a) 

y(0) = 0. (2b) 

Si se da algún otro punto inicial, entonces siempre es posible hacer un cambio preliminar de 
variable, correspondiente a una traslación de los ejes de coordenadas que lleve el punto (jCq, 
y¿) al origen. En concreto, se introducen las nuevas variables dependientes e independien¬ 
tes wy s, respectivamente, definidas por las ecuaciones 


o* 


>v = y-yo, 


s = x-x. 


(3) 
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Al considerar w como función de s, por la regla de la cadena se tiene que 

dw dw dx d dx dy 

~ds ^ dx Js ^ ^ d^‘ 

Al denotar/(x, y) = f{s H- Xq, w + Jq) por f (¿■, w), el problema con valor inicial (l) se lleva a 
la forma 

w'(s) ~ F[s, w(s)], (4a) 

w(0) - 0. (4b) 

Excepto por la denominación de las variables, las ecuaciones (4) son las mismas que las 
(2). De aquí en adelante, se considerará el problema ligeramente más sencillo (2), en vez 
del problema original (1). 

Ahora es posible enunciar el teorema de existencia y unicidad de la siguiente manera: 



Para probar este teorema es necesario transformar el problema con valor inicial (2) en 
una forma más conveniente. Si por un momento se supone que existe una función y = <^(x) 
que satisface el problema con valor inicial, entonces /[x, <^(x)] es una función continua 
sólo de X. De donde, es posible integrar la ecuación (2a) desde el punto inicial x - 0 hasta un 
valor arbitrario de x, con lo que se obtiene 

4>(x) = (5) 


en donde se utilizó la condición inicial (f>(Q) = 0. 

Dado que la ecuación (5) contiene una integral de la función desconocida <p, se denomina 
ecuación integral. Esta ecuación integral no es una fórmula para la solución del problema 
con valor inicial, sino que proporciona otra relación que satisface cualquier solución de las 
ecuaciones (2). A la inversa, suponga que existe una función continua y ^ (¡>(x) que satisfa¬ 
ce la ecuación integral (5); entonces esta función también satisface el problema con valor 
inicial (2). Para demostrar esto, primero se sustituye x por cero en la ecuación (5), con lo 
que se obtiene la ecuación (2b). Además, dado que el integrando de la ecuación (5) es 
continuo, por el teorema fundamental del cálculo se deduce que = /[x, cf) (x)]. Por lo 
tanto, el problema con valor inicial y la ecuación integral son equivalentes en el sentido de 
que cualquier solución de uno de ellos también es una solución del otro. Es más convenien¬ 
te demostrar que existe una solución única de la ecuación integral en cierto intervalo ¡x| < 
h. Entonces la misma conclusión se cumplirá para el problema con valor inicial. 
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Un método para demostrar que la ecuación integral (5) tiene una solución única se cono¬ 
ce como método de aproximaciones sucesivas, o método de interacción de Picard.^^ Al 
aplicar este método se empieza por elegir una función inicial arbitrariamente o aproxi¬ 
mando de alguna manera la solución del problema con valor inicial. La selección más sen¬ 
cilla es 


cAoW = 0; (6) 

entonces </)q satisiacc por lo menos la condición inicial (2b), aunque quizá no la ecuación 
diferencial (2a). La siguiente aproximación se obtiene al sustituir (f>Q(t) por <f)(t) en el 
segundo miembro de la ecuación (5) y al nombrar como (f>^(x) el resultado de esta opera¬ 
ción. Por tanto, 


= Jo"' /[f> *^0(0] dt- 

De manera semejante, (^>2 se obtiene a partir de c/>p 

02(^) = Jo /[í> dt, (8) 

y, en general, 

</>„ + 1W = Jo"' /[f> 4>nity\ dt. (9) 


De esta manera es posible generar la sucesión de funciones {</)^} = , 0^^,.., Cada 

miembro de la sucesión satisface la condición inicial (2b), pero en general ninguno satisfa¬ 
ce la ecuación diferencial. Sin embargo, si en alguna etapa, por ejemplo para n = /:, se 
encuentra que 0^^+ iW “ ^i^lonces se concluye que 0^es una solución de la ecuación 
integral (5). De donde, 0^ también es una solución del problema con valor inicial (2) y en 
este punto se termina la sucesión. En general esto no ocurre y es necesario considerar toda 
la sucesión infinita. 

A fin de establecer el teorema 2.11.1 es necesario dar respuesta a cuatro preguntas pri¬ 
mordiales: 

1. ¿Existen todos los miembros de la sucesión {0^}, o es posible que el proceso se inte¬ 
rrumpa en alguna etapa? 

2. ¿Converge la sucesión? 

3. ¿Cuáles son las propiedades de la función límite? En particular, ¿satisface la ecuación 
integral (5) y, por tanto, el problema con valor inicial (2)? 

4. ¿Es la única solución o puede haber otras? 


Charles-Émile Picard (1856-1914), excepto por Henri Poincaré, quizá el matemático francés más distingui¬ 
do de su generación, fue designado profesor en la Sorbona antes de cumplir 30 años. Es conocido por 
teoremas importantes de la variable compleja y la geometría algebraica, así como de las ecuaciones diferen¬ 
ciales. Un caso especial del método de las aproximaciones sucesivas fue publicado primero por Liouville en 
1838; sin embargo, el método suele acreditarse a Picard, quien lo estableció en forma general y ampliamente 
aplicable en una serie de artículos iniciada en 1890. 
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Ejemplo 1 


En primer lugar se demostrará cómo pueden contestarse estas preguntas mediante un 
ejemplo específico y relativamente sencillo, y luego se harán algunos comentarios 
sobre algunas de las dificultades que pueden encontrarse en el caso general. 


g Considérese el problema con valor inicial 
; )/=:2x(l +>’), >10)-0. 


( 10 ) 


Para resolver este problema por el método de aproximaciones sucesivas, primero se observa 
que si y = c/>(x), entonces la ecuación integral correspondiente es 


% (i){x) = 2í[l + (/)(í)]í/r. 

fe 

fe 

Si la aproximación inicial es - 0, se deduce que 
f 2t[l + <po{t)]dt = J* 2tdt = 

De manera semejante, 

í 4>2Íx) = 2t[l + (#>,(£)] dt = JJ" 2£[1 + £^] dt = + y 


1 y 

fe 


4>ÁX) ■■ 


í: 


2£[1+</.,(£)] rft= 2f 


■'x 

7 f 

1 + í + V 

2f 

Jo 

2 


dt = X + --- + --——. 

2 2-3 


(II 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


^ Las ecuaciones (12), (13) y (14) sugieren que 




(15) 


■m 

^ para cada n ^ 1, y este resultado puede establecerse por inducción matemática. Resulta eviden- 
^ te que la ecuación (15) es verdadera para /? = 1 y es necesario demostrar que si es cierta para 
tí - k, entonces también se cumple para n = k + 1. Se tiene 


,(.x) = j;2t[i + <^^(i)]<it 


*2k 


= I 2í| l + P + y+ -+ylát 




^2k + 2 


(fc+ 1)!’ 


(16) 


^ y queda completa la demostración inductiva. 

i Con base en la ecuación (15) se deduce que <í>,,(x) es la n-ésima suma parcial de la serie 
J infinita 




( 17 ) 
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de donde, lím ^ ^ 4)„(x) existe si y sólo si la serie (17) converge. Al aplicar la prueba de la razón, 
se ve que para cada x 

—> o cuando k —> oo, Í18) 

k + 1 

por tanto, la serie (17) converge para toda jc, y su suma (}){x) es el límite^® de la sucesión {(p^(x)}. 
Además, como la serie (17) es una serie de Taylor, es posible derivarla o integrarla término a 
término, siempre que x permanezca dentro del intervalo de convergencia, que en este caso es 

todo el eje jc. Por lo tanto, es posible verificar por cálculo directo que 0 (jc) es una 

solución de la ecuación integral (11), De manera alternativa, al sustituir y por (f>(x) en la ecua¬ 
ción (10) puede verificarse que esta función también satisface el problema con valor inicial. 

Por último, para abordar la cuestión de la unicidad, supóngase que el problema con valor 
inicial tiene dos soluciones 0 y Dado que (/»y i//^satisfacen la ecuación integral (11), al restar 
se obtiene que 

(f>{x) - \l/{x) = 

Si se toman valores absolutos de los dos miembros se tiene, si x > 0, 

\m-m\< 2t\4>{t) - 

Si X se restringe a estar en el intervalo 0 ^ x ^ A/2, en donde A es arbitraria, entonces 2í < A y 

|(/>(x) - ^(x)| < A \4>{t) - dt. (19) 

En este punto es conveniente introducir la función U definida por 

U{x) = dt. (20) 

Entonces, de inmediato se concluye que 

( 21 ) 
( 22 ) 

(23) 

[e-^^[/(x)]'<0. (24) 

Luego, al integrar la ecuación (24) desde cero hasta x y aplicar la (21) se obtiene 

e~^’^U{x) < 0 para x > 0. 


! U(0) = 0 , 

U{x) > 0, para x > 0. 

Además, U es diferenciable y U\x) = </)(x) - \i/{x). De donde, por la ecuación (19), 

Í7'(x) - AÍ7(x) < 0. 

Al multiplicar la ecuación (23) por la cantidad positiva da 


k\ 

\{k -{- 1)! x^* 


En este caso es posible identificar (f) en términos de funciones elementales; a saber, (p(x) = ~ 1. Sin 

embargo, esto es irrelevante para el análisis de la existencia y unicidad. 
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y' 

(- a, b) 

(a, b) 








X 

(~a 

,-b) 

(a,- 

■b) 


FIGURA 2.11.1 Región de definición para el teorema 2.11.1. 


De donde, ü{x) ^ 0 para x > 0 y, junto con la ecuación (21), esto requiere que U{x) = 0 para 
cadax > 0. Por tanto, U\x) ^ 0 y, por consiguiente, {¡/(x) ^ lo que contradice la hipótesis 
original. En consecuencia, no puede haber dos soluciones diferentes del problema con valor 
inicial parax S: 0. Una ligera modificación de este argumento produce la misma conclusión para 
x< 0. 

Si se regresa ahora al problema general de resolver la ecuación integral (5), considérense 
brevemente cada una de las preguntas planteadas antes. 

1. ¿Existen todos los miembros de la sucesión {</>„}? En el ejemplo fy df/dy fueron 
continuas en todo el plano xy y cada miembro de la sucesión pudo calcularse explícita¬ 
mente. Como contraste, en el caso general se supone que/y df/dy sólo son continuas 
en el rectángulo R: x\ < a, \y\ ^ b (ver la figura 2.11.1). Además, como regla, los 
miembros de la sucesión no pueden determinarse explícitamente. El peligro es que 
en alguna etapa, por ejemplo para n = k, la gráfica de y = puede contener pun¬ 
tos que estén fuera del rectángulo R. De dónde, en la siguiente etapa -en el cálculo de 
+1 necesario evaluar/(x, y) en puntos en los que se ignora si es continua e 

incluso si existe. Por tanto, el cálculo de ^(x) podría ser imposible. 

Para evitar este peligro puede ser necesario restringir x a un intervalo más pequeño 
que ix| < a. Para encontrar ese intervalo se aplica el hecho de que una función continua 
en una región cerrada es acotada. De donde,/es acotada sobre R; por tanto, existe un 
número positivo M tal que 


|/(x,y)|<M, (x,v)inR. 


(25) 



FIGURA 2.11.2 Región en la que se encuentran las iteraciones sucesivas, a) b/M 
< a\h) b/M > a. 










*2,11 Teorema de existencia y unicidad 


117 


Ya se mencionó que 


‘/>.( 0 ) = 0 

para cada n. Dado que f[x, </>¿(a:)] es igual a (f)\ ^ ^(x), entonces la pendiente máxima 
absoluta de la gráfica de la ecuación y = ^(x) es M. Como esta gráfica contiene el 

punto (0, 0), debe estar en la región con forma de cuña de la figura 2.11.2 De donde 
el punto [x, permanece en R por lo menos en tanto que R contenga la región 

en forma de cuña, lo cual se cumple para xl ^ b/M. De aquí en adelante sólo se consi¬ 
derará el rectángulo D: \x\ ^ h, \y\ ^ b, en donde h es igual a « o a bIM, el que sea 
menor. Con esta restricción, todos los miembros de la sucesión {</>„(x)} existen. Nóte¬ 
se que si b/M < a, entonces puede obtenerse un valor mayor de h al hallar una mejor 
cota para | /(x, y)|, en el supuesto de que M no sea ya igual al valor máximo de | /(x, y)\. 

2. ¿Converge la sucesión {</)^(x)}? Como en el ejemplo, es posible identificar (jyjx) = 
(/)j(x) + [(t> 2 (x) - í/>j(x)] + ■ • • + [(p^^ix) - i(x)] como la n-ésima suma parcial de la 

serie 


<^iW + Z 

fc= 1 

La convergencia de la sucesión [(t>^(x)] se establece al demostrar que la serie (26) 
converge. A fin de lograr esto es necesario estimar la magnitud 1 (-^) - del 
término general En los problemas 11 a 14 se indica el argumento mediante el que se 
logra esto, por lo que se omite aquí. Si se supone que la sucesión converge, la función 
límite se denota por </>, de modo que 

(p(x) — lím (27) 

n-* 00 


3. ¿Cuáles son las propiedades de la función límite </>? En primer lugar, sería conveniente 
saber que cf) es continua. Sin embargo, esto no es una consecuencia necesaria de la 
convergencia de la sucesión {(/>„(x)}, aun cuando cada miembro de la sucesión sea con¬ 
tinuo. Algunas veces una sucesión de funciones continuas converge a una función 
límite que es discontinua. En el problema 9 se da un ejemplo sencillo de este fenóme¬ 
no. Una manera de demostrar que cf) es continua es demostrar no sólo que la sucesión 
converge, sino que lo hace de cierta manera, que se conoce como convergen¬ 
cia uniforme. Aquí, no se abordará esta cuestión, sólo que el argumento mencionado 
en el párrafo 2 es suficiente para establecer la convergencia uniforme de la sucesión 
{(f>n} y» donde, la continuidad de la función límite (/> en el intervalo |xl ^ h. 

Ahora, se volverá a la ecuación (9), 

</>» + 1W = Jo /[í. </'n(0] dt. 


Si se permite que en ambos miembros n tienda a oc, se obtiene 
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Problemas 


Sería conveniente intercambiar las operaciones de integrar y tomar el límite en el se¬ 
gundo miembro de la ecuación (28) para obtener 

= Jo" (29) 

n~*ao 

En general, este intercambio no es permisible (ver el problema 10, por ejemplo) pero, 
una vez más, el hecho de que la sucesión {4>J^x)} no sólo converja, que también lo haga 
de manera uniforme, permite realizar la operación de tomar límite dentro del signo de 
la integral. A continuación, se quiere tomar el límite dentro de la función f, lo que daría 

(30) 

n-^ X: 

y, de donde. 


<l^ix) = f[t,<t>{tí]dL (31) 

La afirmación de que lím^_^^ /[í, í/>„( 0] =/[^ ^«(0] equivalente a la afirma¬ 

ción de que/es continua en su segunda variable, que se sabe es la hipótesis. De donde, 
la (31) es válida y la función 4> satisface la ecuación integral (5). Por lo tanto, 0 tam¬ 
bién es una solución del problema con valor inicial (2). 

4. ¿Existen otras soluciones de la ecuación integral (5) además dcy-cf) (x)? Para demos¬ 
trar la unicidad de la solución y = (f){x) se puede proceder casi como se hizo en el 
ejemplo. En primer lugar se supone la existencia de otra solución y = V^(x). Entonces, 
es posible demostrar (ver el problema 15) que la diferencia <^(x) - v/(x) satisface la 
desigualdad 


\(t>{x) - iA(x)| < A \(j>(t) - ij/{t)\ dt (32) 

para 0 < x < /i y para un número positivo adecuado A. A partir de este punto, el 
argumento es idéntico al que se da en el ejemplo y se concluye que no existe otra 
solución del problema con valor inicial (2) que no sea la obtenida por el método de 
aproximaciones sucesivas. 


En los problemas 1 y 2, transforme el problema con valor inicial dado en un problema equi¬ 
valente con el punto inicial en el origen. 

1. dy/dx = y(l) = 2 2. dy/dx = 1 — y^, >’(—!) = 5 

En cada uno de los problemas 3 a 6 aplique el método de aproximaciones sucesivas para 
resolver el problema con valor inicial dado. Haga <^q(x) = 0 y determine (f>J^x) para un valor 
arbitrario de n. Si es posible, exprese lím^_^^ </^„(x) en términos de funciones elementales. 


3. y' = 2(y + 1), y(0) - 0 

5. y' — xy + 1, y(0) ~ 0 


4. /= -y - 1, y(0) = 0 

6. y' = x^v - X, y(0) = 0 
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En los problemas 7 y 8 aplique el método de aproximaciones sucesivas para obtener una 
aproximación de la solución del problema con valor inicial dado. Haga = 0 y calcule 
4)p) y (}>p) 


1. y' = + y^, y(0) = 0 8. y' = 1 - y(0) = 0 

9. Haga (p^(x) = x” para 0 s x s 1 y demuestre que 


lím 0„(x) = 

«-*00 


o < X < 1, 

X = 1. 


Este ejemplo demuestra que una sucesión de funciones continuas puede converger hacia 
una función límite que es discontinua. 

10. Considere la sucesión , 0 ^ x ^ 1. 

a) Demuestre que lím^ ^ (/^^^(x) = 0 para 0 < x ^ 1 y, por lo tanto, que 


r lím 0„(x) 

^ n - CX' 


dx - 0. 


2 

b) Demuestre que 2nxe ^ ¿¿x=l-c"y, de donde, que 
•'n 


lím r 0„(x)ííx = 1. 

«-* » *^ 

Este ejemplo demuestra que no necesariamente es cierto que 


lím P (j)„{x) dx ~ r lím 0„(x) dx, 

«-♦00 «-*00 

aun cuando lím ó (x) exista y sea continuo. 

En los problemas 11 a 14 se indica cómo probar que la sucesión {(^„(x)}, definida por las 
ecuaciones (6) a (9) converge. 

11. Si df/dy es continua en el rectángulo D, demuestre que existe una constante positiva K 
tal que 

lf(x,y¡)-f(x,y 2 )¡ < K\yi -y^l, 

en donde (x, y^) y (x, y^) son dos puntos cualesquiera en D que tienen la misma coorde¬ 
nada X. 

Sugerencia: mantenga x fija y aplique el teorema del valor medio sobre/como función 
sólo de y. Elija K como el valor máximo de df/dy en D. 

12. Si </>„_ ^(x) y <^^(x) son miembros de la sucesión {</>„(x)}, aplique el resultado del proble¬ 
ma 11 para demostrar que 

|/[x, <^„(x)] -/[x, (/)„-i(x)]| < X|(/)„(x) - 

13. a) Demuestre que si x </í, entonces 

|0i(x)| < M\x\, 

en donde M se elige de modo que /(x, y) < A/ para (x, y) en D. 
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b) Aplique los resultados del problema 12 y del inciso a) del 13 para demostrar que 


\(t>2Íx) - í/'lWl < 


MK\x\^ 


c) Demuestre por inducción matemática que 


. MK"-'\x\'‘ MK"~'h'' 

\<l>„(x) - ,(x)| < - —- J— <--. 


14. Observe que 


4>Áx) = (t>í{x) + [^ 2 W - <PAx)'] + • • • + [(^„(x) - i(x)]. 

a) Demuestre que 

|</'„(x)| < |(/>,(x)| + |.^ 2 (x) - </),(x)| + ■ • ■ + \(p„{x) - ,(x)|. 

b) Aplique los resultados del problema 13 para demostrar que 


, , Mf , {Kh)^ 


c) Demuestre que la suma del inciso b) converge cuando « -► oo y, en consecuencia 
demuestre que la suma del inciso a) también converge cuando «*-> 00 . Por consiguiente, 
concluya que la sucesión {(t>^(x)} converge, dado que es la sucesión de las sumas parcia¬ 
les de una serie infinita convergente. 

15. En este problema se aborda la cuestión de la unicidad de la solución de la ecuación 
integral (5) 


<l>{x) = P /[t, (pit)] dt. 


a) Suponga que (j) y \}/son dos soluciones de la ecuación (5). Demuestre que 


(pix) - Pix) = {/[t, (p(t)] - /[t, dt. 


b) Demuestre que 


\cPix) - p(x)\ < j; i/[í, pit)-] -/[í, p{t)]\ dt. 


c) Aplique el resultado del problema 11 para demostrar que 

|^(x) - il/(x)\ < K |(/)(0 ~ dt, 

en donde K es una cota superior de df/dy en D. Esto es lo mismo que la ecuación (32) 
y el resto de la demostración puede elaborarse como se indicó en el texto. 
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121 


2.12 Ecuaciones en diferencias de primer orden 

Aunque para muchos problemas resulta razonable y atractivo un modelo continuo que dé 
una ecuación diferencial, existen algunos casos en los que un modelo discreto puede ser 
más natural. Por ejemplo, el modelo continuo de interés compuesto que se usó en la sección 
2.5 sólo es una aproximación del proceso discreto real. De manera semejante, a veces el 
crecimiento de una población puede describirse con mayor precisión mediante un modelo 
discreto en vez de uno continuo. Por ejemplo, esto es cierto para especies cuyas generacio¬ 
nes no se sobreponen y que se propagan a intervalos regulares, como en tiempos específi¬ 
cos del año natural. Entonces la población ^ j de la especie en el año « + 1 es alguna 
función de /I y de la población del año anterior; es decir, 

yn-^i = ñn,y„), n = 0,1,2,.... (1) 

La ecuación (1) se llama ecuación en diferencias de primer orden. Es de primer orden 
porque el valor de ^ ^ depende del valor de y^ pero no de los valores anteriores y^ _ ^ 
y^ _ 2 > Como para las ecuaciones diferenciales, la ecuación en diferencias (1) es lineal 
si/es una función lineal dey^; en caso contrario, es no lineal. Una solución de la ecua¬ 
ción en diferencia (1) es una sucesión de números yj, y 2 ,... que satisface la ecuación 
para cada n. Además de la propia ecuación en diferencias, también puede haber una con¬ 
dición inicial. 


y0 = 01 ( 2 ) 

que prescriba al valor del primer término de la sucesión solución. 

Supóngase ahora en forma temporal que la función/de (1) depende sólo dey^, pero no de 
n. En este caso. 


yn*l=f{yn\ « = 0 , 1 , 2 ,.... 


(3) 


Si se day^, entonces a partir de la ecuación (3) pueden hallarse los términos sucesivos de la 
solución. Por tanto. 


>'l =/(>'o)’ 


y 


^2 = /(yi) = /[/(yo)]- 

La cantidad/[ /(>’q)] recibe el nombre de segunda iteración de la ecuación en diferencias y 
algunas veces se denota por / ^(y^). De manera semejante, la tercera iteración y 3 se expresa por 

^3 = fiyi) = /{/[/(yo)]} = f\yo)-. 

etcétera. En general, la n-ésima iteración y^ es 


y.=/(y«-i)=r(>o)- 


Este procedimiento se conoce como iteración de la ecuación en diferencias. A menudo 
tiene un interés primordial la determinación del comportamiento de y^^ cuando n -► a>; en 
particular si y^ tiende a un límite y, en caso afirmativo, hallarlo. 
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Las soluciones para las que tiene el mismo valor para toda n se llaman soluciones de 
equilibrio; que a menudo tienen una importancia especial, como en el estudio de las ecua¬ 
ciones diferenciales. Si existen soluciones de equilibrio, se les puede hallar al hacer ^ ^ 
igual ay^ en la ecuación (3) y despejar en la ecuación resultante 

= /()'„) (4) 

Ecuaciones lineales. Suponga que la población de cierta especie en una región dada en el 
año n + 1, denotada por y^ ^ ^ es un múltiplo positivo de la población y^ en el año n\ es 
decir, 


yn+l=Pnyn. « = 0 , 1 , 2 ,.... ( 5 ) 

Observe que el índice de reproducción puede variar de un año ai otro. La ecuación en 
diferencias (5) es lineal y puede resolverse con facilidad por iteración. Se obtiene 

= Poyo. 

yz = Pi^i = PiPo^o. 


y, en general, 


y« = P«-i ' ■ • Poyo. 


« = 1 , 2 ,.. 


( 6 ) 


Por tanto, si se da la población inicial y^, entonces mendiante la ecuación (6) se determina 
la población de cada generación ulterior. Aunque para un problema de población p^ es 
intrínsecamente positiva, la solución (6) también es válida si p^ es negativa para algunos o 
todos los valores de n. Sin embargo, observe que si p^ es cero para alguna «, entonces y^ ^ ^ y 
todos los valores subsecuentes de y son cero; en otras palabras la especie se extinguió. 

Si el índice de reproducción p^ tiene el mismo valor p para cada entonces la ecuación 
en diferencias (5) se transforma en 


y su solución es 


y..i = py« 


(7) 

( 8 ) 


La ecuación (7) también tiene una solución de equilibrio; a saber, y^ = 0 para toda «, corres¬ 
pondiente ai valor inicial y^ = 0. Puede determinarse con facilidad el comportamiento lími¬ 
te de y^ a partir de la ecuación (8). En efecto, 


ÍO, ^,si|p|<l; 

lím y„ = j >> 0 . si'p = 1; (9) 

"^[no existe, en cualquier otro caso 

En otras palabras, la solución de equilibrio y^ = 0 es asintóticamente estable para |p| < 1 y 
es inestable si |p| > 1. 

Ahora se modificará el modelo de población representado por la ecuación (5) para incluir 
el efecto de inmigración o emigración. Si es el crecimiento neto de la población en el año 
n, debido a la inmigración, entonces la población en el año « + 1 es la suma de los indivi¬ 
duos debidos a la reproducción natural y los debidos a la inmigración. Por tanto, 
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>'h+ 1 = pyn + b„, n = O, 1, 2,..., (9) 

en donde ahora se supone que el índice de reproducción p es constante. La ecuación (9) 
puede resolverse por iteración como antes. Se tiene 

yi = pyo + h, 

yi = p{pyc + f>o} + = p^yo + pbo + 

y3 = pip^yo + pK + bi) + ¿2 = p^o + p^K + pb^ + b^, 

etcétera. En general, se obtiene 

y. = p"yo + + • • • + p ^«-2 + = p>o+ ¿ p"'‘~^V (>0) 

j = 0 

Observe que el primer término del segundo miembro de (10) representa los descendientes 
de la población original, mientras que los demás términos representan la población en el 
año n que resulta de la inmigración durante todos los años precedentes. 

En el caso especial en donde = b para toda n, la ecuación en diferencias es 

yn*l=pyn + b, ( 11 ) 

y por (10), su solución es 

+ + P + + + (12) 

Si p 1, esta solución puede escribirse en la forma más breve 

yn = p"yo + \ — —b, (13) 

1 - p 

en donde una vez más los dos términos del segundo miembro son los efectos de la pobla¬ 
ción original y de la inmigración, respectivamente, Al volver a escribir la ecuación (13) 
como 


- T^) 

resulta más evidente el comportamiento a largo plazo de y^. De la ecuación (14) se conclu¬ 
ye que si IpI < 1, entonces b/(l - p) y que, en cualquier otro caso,y^ no tiene límite. La 
cantidad b/(l - p) es una solución de equilibrio de la ecuación (11), como se ve con facili¬ 
dad directamente de esa ecuación. Por supuesto, (13) no es válida para p = 1. Para tratar ese 
caso es necesario volver a la ecuación (12) y hacer p = 1; se concluye que 

yn = yo + nb, (15) 

de modo que en este caso se vuelve no acotada cuando « oo. 

El mismo modelo también proporciona un marco de referencia para resolver muchos 
problemas de carácter financiero. En esos problemas es el balance contable en el n-ésimo 
periodo, p^ = 1 + en donde es la tasa de interés para ese periodo y b^ es la cantidad 
depositada o retirada, A continuación se da un ejemplo típico. 





124 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Ejemplo 1 


Una persona pide un préstamo de $10 000 para comprar un automóvil. Si la tasa de interés es del 
12%, ¿qué pago mensual es necesario para saldar el préstamo en cuatro años? 

La ecuación en diferencias pertinente es la (11), en donde es el balance pendiente del 
préstamo en el /í-ésimo mes, p es la tasa de interés mensual y 6 es el pago mensual. Observe que 
b debe ser negativo y que p = 1.01, correspondiente a una tasa de interés mensual de 1%. 

La solución de la ecuación en diferencias (11) con este valor de p y con la condición inicial 
= 10 000 está dada por la ecuación (14); es decir, 


( 1 . 0 !)"( 10,000 + 100 /?) - 100 /?. 


(16) 


La mensualidad b necesaria para saldar el préstamo en cuatro años se encuentra al hacer = 0 
y despejar b; esto da 


b--= 


-100 


(1.01)^^ 

(l.01)^^l 


-263.34. 


(17) 


La cantidad total pagada sobre el préstamo es 48 veces b, o sea, $12 640.32. De esta cantidad, 
$10 000 es el pago del principal y los restantes $2 640.32 son intereses. 


Ecuaciones no lineales. Las ecuaciones no lineales en diferencias son mucho más compli¬ 
cadas y tiene soluciones mucho más variadas que las lineales. El análisis se restringirá a 
una sola ecuación, la ecuación logística en diferencias 


>^«+1 = py « 



que es la análoga de la ecuación diferencial logística 


(18) 



(19) 


que se estudió en la sección 2.6. Observe que si se sustituye la derivada dy/dt de la ecuación 
(19) por la diferencia (y^ ^ ^ ~y„y^’ entonces la (19) se reduce a la (18) con p = l+hryk=^(l 
•f hr)K/hr. Afín de simplificar un poco más la (18) puede cambiarse la escala de la variable 
mediante la introducción de la nueva variable = yjk. Entonces, la ecuación (18) queda 


Wn+l 


( 20 ) 


en donde p es un parámetro positivo. 

Se inicia el estudio de la ecuación (20) al buscar las soluciones de equilibrio o constantes. 
Estas pueden hallarse al hacer ^ j igual a en la (20), lo cual corresponde a igualar a cero 
dyidt en la (19). La ecuación resultante es 


P^n P^n-> 

de modo que se deduce que las soluciones de equilibrio de la (20) son 

p- 1 


( 21 ) 


- 0, 


w. 


( 22 ) 
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La siguiente cuestión es si las soluciones de equilibrio son estables o inestables; es decir, 
para una condición inicial cerca de una de las soluciones de equilibrio, ¿la sucesión solu¬ 
ción resultante se aproxima o se aleja de la solución de equilibrio? Una manera de examinar 
esta cuestión es aproximar la ecuación (20) por una ecuación lineal en la vecindad de una 
solución de equilibrio. Por ejemplo, cerca de la solución de equilibrio = 0 la cantidad 
es pequeña en comparación con la propia de modo que se supone que se puede despre¬ 
ciar el término cuadrático de la ecuación (20) en comparación con los términos lineales; 
con ello queda la ecuación lineal en diferencias 

= (23) 

que puede aceptarse en una buena aproximación para la ecuación (20), para suficiente¬ 
mente cerca de cero. Sin embargo, la ecuación (23) es la misma que la (7) y ya se concluyó, 
en la (9), que 0 cuando n oc si y sólo si IPl < 1 o. dado que p debe ser positiva, para 
0 < p < 1. Por tanto, la solución de equilibrio = 0 es asintóticamente estable para la 
aproximación lineal (23), para este conjunto de valores p, por lo que se concluye que tam¬ 
bién es asintóticamente estable para toda la ecuación no lineal (20). Esta conclusión es 
correcta, a pesar de que la argumentación no sea completa. Lo que falta es un teorema que 
afirme que las soluciones de la ecuación no lineal (20) se semejan a las soluciones de la 
ecuación lineal (23) cerca de la solución de equilibrio = 0. Esta cuestión no se analizará 
aquí; en la sección 9.3 se trata lo mismo para las ecuaciones diferenciales. 

Considérese ahora la otra solución de equilibrio, u^ = (p- l)/p. Para estudiar las solucio¬ 
nes en la vecindad de este punto se escribe 

= ---- + v„, (24) 

P 

en donde se supone que es pequeño. Al sustituir la ecuación (24) en la (20) y simplificar 
la ecuación resultante, al final se obtiene 

v„+i ={2 - p)v„-pvl (25) 

Dado que es pequeño, de nuevo se desprecia el término cuadrático en comparación con 
los términos lineales y en consecuencia se obtiene la ecuación lineal 

K +1 = {2 - p)v„. (26) 

Con referencia una vez más a la (9), se encuentra que cuando n~^oo para |2-pl < 1; 

es decir, para 1 < p < 3. Por lo tanto, se concluye que, para este intervalo de valores de p, 

la solución de equilibrio = (p- l)/p es asintóticamente estable. 

En la figura 2.12.1 se muestran las gráficas de las soluciones de la ecuación (20) para p = 
0.8, p = 1.5 y p = 2.8, respectivamente. Obsérvese que la solución converge hacia cero para 
p = 0.8 y a la solución de equilibrio diferente de cero p = 1.5 y p = 2.8. La convergencia es 
monótona para p = 0.8 y para p = 1.5 y es oscilatoria para p = 2.8. Aunque las gráficas que 
se muestran son para condiciones iniciales particulares, las gráficas para otras condiciones 
iniciales son semejantes. 

Otra manera de presentar la solución de una ecuación en diferencias se da en la figura 
2.12.2. En cada parte de esta figura se muestran las gráficas de la parábolay = px(l ~x) y de 
la recta y = x. Las soluciones de equilibrio corresponden a los puntos de intersección de estas 
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FIGURA 2.12.1 Soluciones de ^ j = p«„(l ~ w„), u) p = 0.8; ¿») p = 1 .5; c) p = 2.8. 


dos curvas. La gráfica seccionalmente lineal que consta de segmentos rectilíneos verticales 
y horizontales, algunas veces conocida como diagrama escalonado, representa la sucesión 
solución. La sucesión se inicia en el punto Wq del eje x. El segmento rectilíneo vertical 
trazado hacia arriba en hasta la parábola corresponde al cálculo de PWq(1 - u^) = Uy 
Entonces este valor se transfiere del eje y al eje x; este escalón queda representado por 
el segmento rectilíneo horizontal que va de la parábola hasta la recta y = x. En seguida, el 
proceso se repite una y otra vez. Es evidente que la sucesión converge al origen en la figura 
2.12.2a y a la solución de equilibrio diferente de cero en los otros dos casos. 

Como resumen de los resultados hasta el momento: la ecuación en diferencias (20) tiene 
dos soluciones de equilibrio, = 0 y = (p - l)/p; la primera es estable para 0 < p < 1 y 




2,12 Ecuaciones en diferencias de primer orden 




(c) 

FIGURA 2.12.2 (Continuación) 



A 2.12.3 Cambio de estabilidad para j 
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la segunda es estable para l<p<3. Esto puede presentarse como se da en la figura 2.12.3. 
El parámetro p se sitúa sobre el eje horizontal y u sobre el eje vertical. Se muestran las 
soluciones de equilibrio w = 0yM = (p- l)/p; los intervalos en los que cada una es estable 
se indican por las partes gruesas de las curvas. Observe que las dos curvas se intersecan en 
p = 1, en donde hay un cambio de estabilidad de una solución de equilibrio a la otra. 
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Para p > 3 ninguna de las soluciones de equilibrio es estable y las soluciones de la ecuación 
(20) presentan una complejidad creciente a medida que aumenta p. Para p algo mayor que 3, 
la sucesión tiende con rapidez a una oscilación estable de periodo 2; es decir, oscila de 
un lado a otro entre dos valores distintos. Para p = 3.2, en la figura 2.12 y se muestra una 
solución. Para n mayor que alrededor de 20, la solución alterna entre los valores 0,5130 y 
0.7995, La gráfica se trazó para la condición inicial particular = 0.3, pero es semejante para 
todos los demás valores iniciales entre 0 y 1. En la figura 2A2Ab también se muestra la 
misma oscilación estable como una trayectoria rectangular que se recorre repetidas veces en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj. A alrededor de p = 3.449 cada estado de 
la oscilación de periodo dos se separa en dos estados distintos y la solución se vuelve periódica 
con periodo cuatro; vea la figura 2.12.5, en la que se muestra una solución de periodo cuatro pa¬ 
ra p = 3.5. Amedida que p crece aun más, aparecen soluciones periódicas de periodo 8,16, — La 
aparición de una nueva solución en cierto valor del parámetro se llama bifurcación. 



FIGURA 2.12.5 Una solución de ^ P = 2.5; periodo cuatro. 

a) contra n\ b) Una de cuatro ciclos. 
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FIGURA 2.12.6 Una solución P- situa¬ 

ción caótica. 


Los valores de p a los cuales ocurren las duplicaciones sucesivas del periodo tienden a 
un límite que es aproximadamente 3.57. Para p > 3.57, las soluciones presentan cierta 
regularidad, pero no un patrón detallado discernible para la mayor parte de los valores de 
p. Por ejemplo, en la figura 2.12.6 se muestra una solución para p = 3.65. Esta solución 



FIGURA 2.12.7 Dos soluciones de ^ ^ = P«„(l - para p = 3.65; Mq = 0.3 y 
Wq = 0.305. 
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Problemas 


oscila aproximadamente entre 0.3 y 0.95, pero su fina estructura es impredecible. Se 
utiliza el término caótica para describir esta situación. Una de las características de las 
soluciones caóticas es que son sensibles en extremo a las condiciones iniciales. Esto se 
ilustra en la figura 2.12.7, en donde se muestran dos soluciones de la ecuación (20) para 
p = 3.65, Una solución es la misma que la de la figura 2.12.6 y tiene el valor inicial = 
0.3, mientras que la otra solución tiene el valor inicial = 0.305. Para alrededor de 
quince iteraciones las dos soluciones permanecen próximas y es difícil distinguir una de 
la otra en la figura. Después de ello, aun cuando siguen rondando en torno aproximada¬ 
mente al mismo conjunto de valores, sus gráficas son bastante distintas. Es evidente que 
no sería posible utilizar una de estas soluciones para estimar el valor de la otra, para 
valores de n mayores que alrededor de 15. 

Las soluciones caóticas de las ecuaciones en diferencias y las diferenciales se han cono¬ 
cido con amplitud sólo desde hace pocos años. La ecuación (20) fue uno de los primeros 
ejemplos de caos matemático descubierto y estudiado con detalle por Robert May^^ en 
1974. Con base en su análisis de esta ecuación, como un modelo de la población de ciertas 
especies de insectos, May sugirió que si la tasa de crecimiento p es demasiado grande, 
entonces es imposible hacer predicciones eficaces a largo plazo acerca de estas poblaciones 
de insectos. En los últimos años, la ocurrencia de soluciones caóticas en problemas simples 
ha estimulado una enorme cantidad de investigación, pero aún sin respuesta muchas pre¬ 
guntas. Sin embargo, cada vez es más evidente que las soluciones caóticas son mucho más 
comunes de lo que se creía al principio y que puede ser parte de la investigación de una 
amplia gama de fenómenos. 




En cada uno de los problemas 1 a 6, resuelva la ecuación en diferencias dada en términos del 
valor inicial y^. Describa el comportamiento de la solución cuando n ce. 


l. 

3. 

5. 


.V',,+ 1 = -0.9y„ 

2. 

n + 1 

yn+l = ■ . >n 

+ 2 

/« + 3 

4. 

=(-ir"\v„ 

y„+i = 0.5.v„ + 6 

6. 

'O 

-h 

o 

i 

II 

+ 


7. Halle el rendimiento anual efectivo de una cuenta bancaria que paga intereses a una tasa 
del 1% compuesto diariamente; es decir, encuentre la razón de la diferencia entre los 
saldos final e inicial dividida entre el saldo inicial. 

8. Un inversionista deposita $1 000 en una cuenta que paga intereses a una tasa del 8% 
compuesto mensualmente, y también hace depósitos adicionales de $25 al mes. Encuen¬ 
tre el saldo de la cuenta después de tres años. 


R. M. May, “Biológica! Populations with Nonoverlapping Generations; Stable points, Stable Cycles, and 
Chaos”, Science 186 (1974), pp. 645-647; — “Biological Populations Obeying Difference Equations: Stable 
Points, Stable Cycles, and Chaos”, Jowrna/ ofTheoretical Biology 51{\915), pp- 511-524. 
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9. Una persona logra un préstamo de $8 000 para comprar un automóvil. El prestamista 
carga interés a una tasa anual del 10%. ¿Qué pago mensual es necesario para saldar el 
préstamo en tres años? Compare el resultado con el del problema 9 de la sección 2.5. 

10. El comprador de una casa desea obtener una hipoteca de $100 000 durante un periodo de 
30 años. ¿Qué pago mensual es necesario si la tasa de interés es del 

a) 9% b) 10% c) 12% 

11. El comprador de una casa obtiene una hipoteca de $100 000 con una tasa de interés del 
9%. ¿Qué pago mensual es necesario para saldar el préstamo en 30 años? ¿Y en 20 años? 
¿Cuál es el monto total pagado durante el término del préstamo en cada uno de estos 
casos? 

12. Si la tasa de interés de una hipoteca a 20 años se fija en el 10% y si el pago mensual 
máximo que puede efectuar al comprador es de $1 000, ¿cuál es el máximo préstamo 
hipotecario que puede otorgarse en estas condiciones? 

13. El comprador de una casa desea financiar la adquisición con una hipoteca de $95 000 a 
un plazo de 20 años. ¿Cuál es la máxima tasa de interés que puede permitirse el compra¬ 
dor, si el pago mensual no debe exceder de $900? 

La ecuación logística en diferencias. Los problemas 14 y 19 están relacionados con la 
ecuación en diferencias (20), ^ = pu^(l - uj. 

14 Complete los detalles en el análisis de la estabilidad lineal de la solución de equilibrio 
= (p - l)/p; es decir, deduzca la ecuación en diferencias (25) del texto para la pertur¬ 
bación V. 

n 

15. a) Para p = 3.2 trace la gráfica o calcule la solución de la ecuación logística (20) para 
varias condiciones iniciales, por ejemplo, Uq = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8. Observe que en ca¬ 
da caso la solución tiende a una oscilación estable entre los dos mismos valores. Esto 
ilustra que el comportamiento a largo plazo de la solución es independiente de las condi¬ 
ciones iniciales. 

b) Efectúe cálculos semejantes y compruebe que la naturaleza de la solución para n 
grande es independiente de la condición inicial para otros valores de p, como 2.6, 2.8 
y 3.4. 

16. Suponga que p > 1 en la ecuación (20). 

a) Trace un diagrama escalonado cualitativamente correcto y, de ese modo, demuestre 
que si Uq < 0, entonces u^-^-oc cuando n-^cc. 

b) De manera semejante, determine qué sucede cuando « oc si > 1. 

17. Las soluciones de la ecuación (20) cambian de sucesiones convergentes a oscilaciones 
periódicas de periodo 2 cuando el parámetro p pasa por el valor 3. A fin de ver con más 
claridad cómo sucede esto, efectúe los cálculos siguientes. 

a) Trace la gráfica o calcule la solución para p = 2.9, 2.95 y 2.99, respectivamente, 
usando un valor inicial Uq que se desee en el intervalo (0,1). En cada caso, estime cuán¬ 
tas iteraciones se requieren para que la solución se aproxime “bastante"’ al valor límite. 
Use cualquier interpretación conveniente del significado de “bastante” en la oración 
precedente. 

b) Trace la gráfica o calcule la solución para p = 3.01, 3.05 y 3.1, respectivamente, 
usando la misma condición inicial que en el inciso a). En cada caso, estime cuántas 
iteraciones se necesitan para llegar a una oscilación de estado estable. También encuen¬ 
tre o estime los dos valores en la oscilación de estado estable. 

18. Mediante el cálculo o al trazar la gráfica de la solución de la ecuación (20) para diferen¬ 
tes valores de p, calcule el valor de p para el cual la solución cambia de una oscilación de 
periodo dos a una de periodo cuatro. De la misma manera, calcule el valor de p para el 
cual la solución cambia de periodo cuatro a periodo ocho. 
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19. Sea el valor de p para el cual la solución de la ecuación (20) cambia de periodo 2^'^ a 
periodo 2'^, Por tanto, como se hizo notar en el texto Pj = 3, P 2 = 3.449 y p^ — 3.544. 

a) Usando estos valores de Pp P 2 y P 3 o los hallados en el problema 18, calcule (p 2 - 

PiVÍPj-Pz)' 

b) Sea 6^ = (p^ “ p^^ _ iViPn + 1 “ Pr)‘ demostrado que tiende al límite 8 cuando 
n -► oc, en donde 8 = 4.6692 se conoce como número de Feigenbaum. Determine la 
diferencia porcentual entre el valor límite 8 y 82, según se calculó en el inciso a). 

c) Suponga que = 5, y use esta relación para estimar p^, el valor de p en el que 
aparecen soluciones de periodo dieciséis. 

d) Mediante el trazado de la gráfica o el cálculo de soluciones próximas al valor de p^ 
que se halló en el inciso c), intente detectar el surgimiento de una solución de periodo 
dieciséis. 

*e) Observe que 


P« = Pl f (Pl - Pl) + (p3 “ P 2 ) + ■ ■ ’ + (Pn - Pn-í)’ 

Si se supone que (p^ - P 3 ) = (p^ - P 2 )^~\ (P 5 “ P 4 ) = (P 3 - etcétera, exprese p^^ 

como una suma geométrica. Luego, halle el límite de p^ cuando n 00 . Esta es una 
estimación del valor de p en el que se inicia el caos en la solución de la ecuación 
logística ( 20 ). 
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Ecuaciones lineales 
de segundo orden 


Las ecuaciones lineales de segundo orden tienen una importancia primordial en el estudio 
de las ecuaciones diferenciales por dos razones principales. La primera es que las ecuaciones 
lineales poseen una rica estructura teórica que sustenta varios métodos sistemáticos de 
resolución. Además, una parte sustancial de esta estructura y estos métodos son comprensibles 
en un nivel matemático bastante elemental. A fin de presentar las ideas clave en el contexto 
más sencillo posible, se les estudia en este capítulo para las ecuaciones de segundo orden. 
Otra razón para estudiar las ecuaciones lineales de segundo orden es que son imprescindi¬ 
bles en cualquier investigación seria de las áreas clásicas de la física-matemática. No es 
posible avanzar mucho en el análisis de la mecánica de fluidos, la conducción del calor, el 
movimiento ondulatorio o los fenómenos electromagnéticos sin encontrar que es necesario 
resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden. 


3J^^J|cuaciorg^ho^^^ne^can^c^ n sta ntes 


Una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden tiene la forma 


d^y 

dx^ 


= / 


dy 
y, y- 
dx 


( 1 ) 


en donde/es alguna función dada. Se dice que la ecuación (1) es lineal si la función/ 
puede escribirse como 


/ 



dy 

= 9{x) - p{x) — - qix}y\ 


( 2 ) 


en donde g,py q son funciones especificadas de la variable independiente a-. En este caso, 
la ecuación ( 1 ) queda 
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y' + p{x)y’ + q{x)y - g{x\ (3) 

en donde los apóstrofos denotan derivación con respecto a x. En vez de (3), a menudo se ve 
la ecuación 

P(x)y' + Q{x)y' + R{x)y - G(x); (4) 


por supuesto, si (4) se divide en P(x), entonces se reduce a la ecuación (3) con 


p{x) 


Qix) 

p(xy 


qix) = 


m 

PixY 


g{x) 


Gjx) 

p{xy 


(5) 


Al analizar e intentar resolver (3), es necesario restringirse a intervalos en los cuales p,qy 
g son funciones continuas. 

Si (1) no es de la forma (3) o (4), entonces se dice que es no lineal. Un análisis extenso de 
las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden es demasiado difícil para un 
texto de este nivel, por lo que se dirá relativamente poco acerca de ellas. Sin embargo, 
existen dos tipos especiales de ecuaciones no lineales de segundo orden que se pueden 
resolver mediante un cambio de variables que las reduce a ecuaciones de primer orden. En 
los problemas 17 a 32, se bosqueja este procedimiento. 

Un problema con valor inicial consta de una ecuación diferencial como (1), (3) o (4) 
junto con un par de condiciones iniciales de la forma 

y(-’Co) = yo, (6) 


en donde y y¿son números dados. Observe que las condiciones iniciales para una ecua¬ 
ción de segundo orden prescriben no sólo un punto particular por el que debe pasar 

la gráfica de la solución, también la pendiente de la gráfica en ese punto. Resulta razona¬ 
ble esperar que para una ecuación de segundo orden se necesiten dos condiciones iniciales 
porque, en términos generales, para hallar una solución se requieren dos integraciones y 
cada una introduce una constante arbitraria. Es de suponer que bastarán dos condiciones 
iniciales para determinar los valores de estas dos constantes. 

Las ecuaciones lineales de segundo orden surgen en muchas aplicaciones importantes. 
Por ejemplo, el movimiento de una masa sujeta a un resorte y muchos otros sistemas 
oscilatorios simples, se describen por una ecuación de la forma 


d^u du , _., 

m -y c — -\- ku = F{t\ 
dr dt 


(7) 


en donde m, c y k son constantes y F es una función prescrita. Esta ecuación se analiza en 
la sección 3.9. Otros ejemplos son la ecuación de BesseP de orden l^ 

x^y” + xy 4- (x^ — v^)y ~ 0, (8) 


^ FriedrichWilhelm Bessel (1784-1846) emprendió una carrera de administración en su juventud, pero pronto 
se interesó en la astronomía y las matemáticas. Fue designado director del observatorio de Kónigsberg en 
1810, puesto que ocupó hasta su fallecimiento. Sus estudios de las perturbaciones planetarias lo llevaron 
en 1824 a efectuar el primer análisis sistemático de las soluciones, conocidas como funciones de Bessel, de 
la ecuación (8). También es famoso por haber realizado la primera determinación exacta (1838) de la distan¬ 
cia de la Tierra a una estrella. 
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y la ecuación de Legendre^ de orden a, 

(1 — x^)y" — 2xy' + a(a + !)>’ = 0, (^1) 

en donde v y a son constantes. La ecuación de Bessel se presenta en muchas situaciones 
físicas con mayor frecuencia en problemas que comprenden geometría circular, como la 
determinación de la distribución de temperaturas en una placa circular. La ecuación de 
Legendre se encuentra frecuentemente en situaciones físicas que están relacionadas con 
geometría esférica. 

Se dice que una ecuación lineal de segundo orden es homogénea si el término g{x) de la 
ecuación (3), o el término G(a:) de la (4), es cero para todax. En caso contrario, la ecuación 
es no homogénea. Como resultado, el término g{x), o el G(x), algunas veces se le nombra 
término no homogéneo. Se empezará el análisis con las ecuaciones homogéneas, las que se 
escribirán en la forma 

f'My" + QMy' + ^(^)y = O- (lO) 

Más tarde, en las secciones 3.6 y 3.7, se demostrará que una vez que se resuelve la ecuación 
homogénea, siempre es posible resolver la ecuación no homogénea correspondiente (4), o 
por lo menos expresar la solución en términos de una integral. Por tanto, el problema de 
resolver la ecuación homogénea es él fundamental. En este capítulo^, la atención se con¬ 
centrará en las ecuaciones para las que las funciones P,Qy R son constantes. En este caso 
la ecuación (10) se transforma en 

ay" -h by' -f- cj; = 0, (11) 

en donde a,b y c son constantes dadas. Resulta que la ecuación (11) siempre puede resol¬ 
verse con facilidad en términos de las funciones elementales de cálculo. Por otra parte, 
suele ser mucho más difícil resolver la ecuación (10) si los coeficientes no son constantes, 
y el tratamiento de ese caso se pospone hasta el capítulo 5. 

Antes de abordas la ecuación (11), considérese en primer lugar un ejemplo especialmen¬ 
te sencillo, para adquirir cierta experiencia. Sea la ecuación 

/'^y = 0 (12) 

que es de la forma (11) con a = l,¿J=:0yc = -l.En palabras, la (12) pide que se busque una 
función con la propiedad de que la segunda derivada de esa función sea igual a ella misma. 
Al reflexionar un poco se recordará al menos una bien conocida función del cálculo con 
esta propiedad, a saber ^^(jí') = e^, la función exponencial. Con un poco más de reflexión 
también se puede llegar a una segunda función, y^ix) = Algunos ensayos más pueden 
revelar que los múltiplos de estas dos soluciones también son soluciones. Por ejemplo, las 
funciones 2e^y también satisfacen la ecuación (12), como es posible comprobar si se 
calculan sus segundas derivadas. De la misma manera, las funciones Cjyj(A:) = y C 2 y 2 (x) 


^ Adrien-Marie Legendre (1752-1833) ocupó varios puestos en la Academia Francesa de Ciencias a partir de 
1783. Su trabajo principal lo realizó en los campos de las funciones elípticas y la teoría de ios números. Las 
funciones de Legendre, soluciones de la ecuación (9), aparecieron por primera vez en 1784 en su estudio de la 
atracción de esferoides. 

^ En el capítulo 4 se presenta un tratamiento correspondiente de las ecuaciones lineales de orden superior. Si lo 
desea, puede leer las partes apropiadas del capítulo 4 en paralelo con el capítulo 3. 
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- c^e~^ satisfacen la ecuación diferencial (12) para todos los valores de las constantes y 
C 2 . A continuación, es de suma importancia observar que cualquier suma de soluciones de 
la ecuación (12) también es una solución. En particular, dado que c^y^{x) y son 

soluciones de (12), así también lo es de la función 

y = Ciyi(x)-f C2y2W = + C2C~^ (13) 

para valores cualesquiera de Cj y c^. Una vez más, esto puede verificarse al calcular la 
segunda derivada y" a partir de (13). En efecto, se tiene y' = y y" = ’ 

por tanto,y" es igual ay, y se satisface la ecuación (12). 

Ahora un resumen de lo que se ha hecho hasta el momento en este ejemplo. Una vez que 
se observa que las funciones y^(x) = y y 2 (x) = son soluciones de la ecuación (12), se 
concluye que la combinación lineal general (13) de estas funciones también es una solu> 
ción. Dado que los coeficientes y de la ecuación (13) son arbitrarios, esta expresión 
representa una familia doblemente infinita de soluciones de la ecuación diferencial (12). 

Ahora es posible considerar cómo elegir un miembro en particular de esta familia infi¬ 
nita de soluciones que también satisfaga un conjunto dado de condiciones iniciales. Por 
ejemplo, suponga que se busca la solución de la ecuación (12) que también satisfaga las 
condiciones iniciales 


X0) = 2, /(0) = -l. (14) 

En otras palabras, se busca la solución que pasa por el punto (0,2) y que en ese punto tiene 
la pendiente -1, Primero, se hace x = 0yy = 2enla ecuación (13); con ello se obtiene 

Cj + C 2 = 2. (15) 

Luego, se deriva la ecuación (13), lo que da por resultado 

/ = - C 2 C"“^. 

Entonces, al hacer x = 0 y y' = -1, se obtiene 

- C 2 = - 1. (16) 

Al resolver simultáneamente las ecuaciones (15) y (16) para y se encuentra que 

— 2 » ^2 “ 2 * 

Por último, si se introducen estos valores en (13), se obtiene 

H- 1^“^, (17) 

la solución del problema con valor inicial que consta de la ecuación diferencial (12) y las 
condiciones iniciales (14). 

Ahora se regresará a la ecuación más general (11), 

ay" + hy' + cy = 0, 

que tiene coeficientes constantes (reales) arbitrarios. Con base en la experiencia adquirida 
con (12), también se buscan las soluciones exponenciales de (11). Por tanto, se supone que 
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y = en donde r es un parámetro por determinar. Luego, se sigue que y = y y" = 
Al sustituir estas expresiones para y, y' y y'' en (11), se obtiene 

{ar^ + = 0 , 


o bien, dado que 0, 


ar^ y br y c = 0. 


im 


La ecuación (18) se llama ecuación característica de la ecuación diferencial (11). Su im¬ 
portancia reside en el hecho de que si r es una raíz de la ecuación polinomial (18), entonces 
y = es una solución de la ecuación diferencial (11). Ya que (18) es una ecuación cuadrática 
con coeficientes reales, tiene dos raíces, que pueden ser reales y diferentes, reales pero 
repetidas, o complejas conjugadas. Por el momento se considerará el primer caso, y los dos 
últimos en las secciones 3.4 y 3.5. 

Si se supone que las raíces de la ecuación característica (18) son reales y diferentes, de¬ 
nótense por y en donde, por supuesto, ^ Entonces y^{x) = y y 2 {x) = son 
dos soluciones de la ecuación (11). Así como en el ejemplo anterior, ahora se concluye que 

y = Ci>'i(x) + C2y2Íx) = Cje''* + (19) 

también es una solución de (11). Para verificar este hecho, se puede derivar la expresión de 
la ecuación (19); de donde. 


y 


/ = y ( 20 ) 

y" = (21) 


Si se sustituyen estas expresiones para y y' y y" en (11), se obtiene 

ay -h by’ 3- cy = c^{ar\ -h br^^ -f- 4- C 2 {arl -f br 2 + (22) 


La cantidad entre cada uno de los paréntesis del segundo miembro de la ecuación (22) es 
cero porque y son raíces de (18); por consiguiente, según está definida por (19), en 
efecto y es una solución de la ecuación (11), que era lo que se quería comprobar. 

Ahora suponga que se desea encontrar el miembro particular de la familia de soluciones 
(19) que satisfaga las condiciones iniciales (6), 

y(xo) = yo. y'(^o) = yo- 
Al sustituir X = Xq y y =: y^ en (19), se obtiene 

-1- 02^"'^''“ = yo- (23) 


De manera semejante, al hacer x = Xq y y' = y¿ en (20), da 

= y'o. (24) 

Al resolver simultáneamente las ecuaciones (23) y (24) para y C 2 , se encuentra que 

yo^l — y'o ^~ryxn 


^ ^~r,xo 

ri~r2 


^2 


~ Vj 


(25) 
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Por tanto, no importa cuáles condiciones iniciales se asignen; es decir, sin importar los 
valores de x^, y de (6), siempre es posible determinar y de modo que se satisfagan 
las condiciones iniciales; es más, sólo existe una elección posible de y para cada 
conjunto de condiciones iniciales. Con los valores de y c-j dados por la ecuación (25), la 
expresión (19) es la solución del problema con valor iniciaf 

ay" + by’ + cy = Q, y(xo) = yg, /(x^) = y'o- (26) 

Es posible demostrar, con base en el teorema fundamental que se cita en la siguiente 
sección, que todas las soluciones de (11) están incluidas en la expresión (19), al menos para 
el caso en el que las raíces de (18) son reales y diferentes. Por lo tanto, la ecuación (19) se 
le conoce como solución general de la ecuación (11). El hecho de que todas las condicio¬ 
nes iniciales posibles se puedan satisfacer al elegir de manera adecuada las constantes de 
la ecuación (19) hace más plausible la idea de que esta expresión en realidad incluye 
todas las soluciones de (11). 


Ejemplo 1 


Encontrar la solución general de 

4- + 6y - 0. (27) 

Se supone que y = y se sigue que r debe ser una raíz de la ecuación característica 

+ 5r + 6 - (r 4- 2)(r + 3) - 0. 

Por tanto, los valores posibles de r son = -2 y = -3; la solución general de la ecuación (27) es 

y + (28) 


Ejomplo 2 g Hallar la solución del problema con valor inicial 

I /' + 5y4-6y = 0, y(0) = 2, /(O) = 3. (29) 

P La solución general de la ecuación diferencial se encontró en el ejemplo 1 y está dada por la 
J ecuación (28). Para satisfacer la primera condición inicial, se hace x = 0 y y = 2 en (28); por 
J tanto, Cj y deben satisfacer 


J Para usar la segunda condición inicial, primero debe derivarse la ecuación (28); esto day' = 
K -2c,c"^- Entonces, si se hace x = 0 y y' = 3, se obtiene 

i ^ 

% -2ci-3c2 = 3. (31) 

1 

Al resolver las ecuaciones (30) y (31) se encuentra que = 9 y = -7. Si se usan estos valores 
en la expresión (28) se obtiene la solución 

^ y — 9c~ — 7^'^^ (32) 

I del problema con valor inicial (29). En la figura 3.1.1 se muestra la gráfica de la solución 
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Ejemplo 3 


Hallar la solución del problema con valor inicial 

Ay" - 8j' + 3y = 0, >>(0) = 2, /(O) = i (33) 

Si ^ entonces la ecuación característica es 

4r^-8r +3 = 0 

y sus raíces son r = 3/2 y r = 1/2. Por lo tanto, la solución general de la ecuación diferencial es 

y = (34) 

Si se aplican las condiciones iniciales se obtienen las dos ecuaciones siguientes para Cj y c^: 

Ci + C2 = 2, fci + ^C2 = i 

La solución de estas ecuaciones es = i ^2 = §, y la solución del problema con valor inicial 
(33) es 

y = (35) 

En la figura 3.1.2 se muestra la gráfica de la solución. 



FIGURA 3.1.2 Solución de 4y" - 8 y' + 3y = 0, y (0) = 2, y'(0) = 0 . 5 . 
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Ejemplo 4 


p Encontrar la solución del problema con valor inicial 

I y" -f y' - 12y = 0, y(2) = 2. y'(2) = 0. (36) 

1 La ecuación característica es 

} r2 4f--12 = 0 

s 

^ con las raíces r, = 3 y = -4, de modo que la solución general de la ecuación diferencial es 
* y - ^ (37) 


ft Las condiciones iniciales requieren que y satisfagan 


y c-¿e ^ — 2, 


I; Al resolver estas ecuaciones se obtiene 


(■ 1 — 


c, = 


p de modo que la solución del problema con valor inicial (36) es 

I 

y — _j_ ^ 28 ) 

£ De manera alternativa, en vez de utilizar la ecuación (37), es posible escribir la solución gene- 
p ral como 

i 

En esta forma es un poco más fácil aplicar las condiciones iniciales, con el resultado de 
P que = 8/7, ^2 = modo que nuevamente se obtiene la solución (38). Este ejemplo 

S "" hace ver que no hay dificultad en aplicar las condiciones iniciales en un valor de x que no 
,, sea cero. 


Dado que la solución general (19) es la suma de dos funciones exponenciales, su com¬ 
portamiento geométrico es relativamente sencillo: cuando x crece, la magnitud de la solu¬ 
ción tiende a cero (si los dos exponentes son negativos) o bien, crece con rapidez (si por lo 
menos un exponente es positivo). Estos dos casos se ilustran por medio de las soluciones de 
los ejemplos 2 y 3, que se muestran en las figuras 3.1.1 y 3.1.2, respectivamente. También 
existe un tercer caso que ocurre menos a menudo; la solución tiende a una constante cuando 
uno de los exponentes es cero y el otro es negativo. 




En cada uno de los problemas 1 a 8, halle la solución general de la ecuación diferencial dada. 


í. f 2y' - 3y = 0 
3. 6y" ~ y' - y — 0 
5. y" i- 5y' — 0 
7. y" ™ 9y' + 9y - 0 


2. y" + 3y' + 2y - 0 
4. 2/' - 3y' y- y - 0 
6. 4y'' ~ 9y — 0 
8. y" - 2y' - 2y - 0 


Problemas 
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En cada uno de los problemas 9 a 14, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado. Trace la gráfica de la solución y describa su comportamiento al crecer x . 

9. y" -f- y' - 2y = 0, y(0) = 1, /(O) = 1 

10. y" + 4/ -I- 3y = 0, y(0) = 2, y'(0) = — 1 

11. 6/' - 5y' -h y - 0, y(0) = 4, /(O) = 0 

12. y" 4- 3/ = 0, y(0) = -2, y (0) = 3 

13. y" + 8/-9y = 0, y(l) - U /(l) == 0 

14. 4y" — y = 0, y( ~2) — 1, /( —2) == — 1 

15. Encuentre a de modo que la solución del problema con valor inicial y" 

= a, y'( 0 ) = 2 tienda a cero cuando X’-*oc, 

16. Halle ¡3 de modo que la solución del problema con valor inicial 4y" ~y 
= p tienda a cero cuando x oo. 

Ecuaciones en las que falta y. En una ecuación diferencial de segundo orden de la forma 
y" =f(xy \ la sustitución v' -y\ v’ = y” da una ecuación de primer orden de la forma v’ = 
/(jc, v). Si es posible resolver esta ecuación para ¿^entonces puede obtenerse y al integrar 
dy! dx= V. Observe que al resolver la ecuación de primer orden para í;se obtiene una cons¬ 
tante arbitraria y que en la integración para y se introduce una segunda constante arbitraria. 
En cada uno de los problemas 17 a 22 aplique esta sustitución para resolver la ecuación dada. 

17. x^y" + 2xy' — 1=0, x > 0 18. xy" + y' = 1, x > 0 

19. y" -h x(y')^ = 0 20. 2x^y" -f (y')^ = 2xy', x > 0 

21. y" -H y' = 22. x^y" = (y')^, x > 0 

Ecuaciones en las que falta x. Si una ecuación diferencial de segundo orden tiene la forma 
y" =/(y,y'), la variable independiente x no aparece explícitamente, sólo a través de la varia¬ 
ble dependiente y. Si se hace v = y \ entonces se obtiene dvidx =f(yyV). Como el segundo 
miembro de esta ecuación depende de y y en lugar de x y esta ecuación no es de la forma 
de las ecuaciones de primer orden analizadas en el capítulo 2. Sin embargo, si se piensa en y 
como la variable independiente entonces, por la regla de la cadena, dv/dx = {dvldy)(dyldx) = 
v(dvldy). De donde, la ecuación diferencial original puede escribirse como v(dvldy) =/(y, v). 
En el supuesto de que sea posible resolver esta ecuación de primer orden, se obtiene t;como 
una función de y. Al resolver dy/dx = v(y) resulta una relación entre y y x. Una vez más, en el 
resultado final aparecen dos constantes arbitrarias. En cada uno de los problemas 23 a 28, 
aplique este método para resolver la ecuación diferencial dada. 

23. yy" + (y')^ = 0 24. y" -H y = 0 

25, y" + y(yy == 0 26. 2y2y" -f 2y(y0" = 1 

27. yy" - (y')^ = 0 28. y" -h (y')^ = 2c"^’ 

Sugerencia: en el problema 28, la ecuación trasformada es una ecuación de Bernoulli. Ver el 
problema 27 de la sección 2.2. 

En cada uno de los problemas 29 a 32, resuelva el problema con valor inicial dado, aplicando 
los métodos de los problemas 17 a 28. 

29. = 2, y(0) = 1, /(O) = 2 

30. y" - 3y^ = 0, y(0) = 2, y'(0) = 4 

31. (1 H- x^)/' + 2xy' -I- 3x“^ = 0, y(l) = 2, y'(l) = — 1 

32. yy" - x = 0, y(l) = 2, v'd) = I 


-y-2y=:0,y(0) 
= 0,y(0) = 2,y'(0) 
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La solución de una ecuación de segundo orden de la forma y" = fix^y^y') suele comprender 
dos constantes arbitrarias. Ala inversa, es posible demostrar que una familia dada de funcio¬ 
nes que contiene dos constantes arbitrarias es la solución de alguna ecuación diferencial de 
segundo orden. En cada uno de los problemas 33 a 38 elimine las constantes y entre y, 
y' y y”, para encontrar la ecuación diferencial que satisface la familia dada de funciones. 

33. y = 4- 34. y = Cj eos x -i- C 2 senx 

35. y = c'ix + C 2 senx 36. y = (c^ + C 2 x)e-^ 

37. y - ¿yx + c^x^ 38. y = c\ cosh x + senh x 




3.2 Soluciones fundamentales de las ecuaciones lineales homogéneas 


En la sección anterior se mostró cómo resolver algunas ecuaciones diferenciales de la forma 

ay"' + hy' 4- cy = 0, 


en donde a, b y c son constantes. Ahora se trabajará con esos resultados para dar una 
imagen más clara de la estructura de las soluciones de todas las ecuaciones lineales homo¬ 
géneas de segundo orden. A su vez, este conocimiento será útil para hallar las soluciones de 
otros problemas que se encontrarán posteriormente. 

En el desarrollo de la teoría de las ecuaciones diferenciales lineales, ayuda a introducir la 
notación de un operador diferencial. Sean p y q funciones continuas sobre un intervalo 
abierto /; es decir, para a < x < ¡3, Sq incluyen los casos a = -x o = x, o los dos. 
Entonces, para cualquier función (p que sea dos veces diferenciable sobre /, se define el 
operador diferencial L por la ecuación 

L[(f\ = 4)" + p4>' + q4). ( 1 ) 

Observe qutL[4>] es una función sobre /. El valor de E[0] en un punto x es 

L[(/)](x) = (p'Xx) + pixWix) + q(x)0(x). 

Por ejemplo, si p(x) = x^, q(x) = 1 + x y (p(x) = sen 3x, entonces 

L[0](x) = (sen 3x)'' + x^(sen 3x)' + (1 -f x)sen 3x 

= — 9 sen 3x -h 3x^ eos 3x -h (1 + x)sen 3x. 

El operador L suele escribirse como L = + pD + q, en donde D es el operador derivada. 

En esta sección se estudia la sección lineal homogénea de segundo orden L[(^](x) = 0. 
Dado que se acostumbra usar el símbolo y para denotar </)(x), por lo general esta ecuación 
se escribirá en la forma 

= y" + pMy' + ^i^)y = 

A la ecuación (2) se le asocia un conjunto de condiciones iniciales 


yi^o) = yo. 


yX^o) = .vo. 


(3) 
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en donde Xq es cualquier punto en el intervalo /, y yQ y yg son números reales dados. El 
resultado teórico fundamental para los problemas con valor inicial de las ecuaciones linea¬ 
les de segundo orden se enuncia en el siguiente teorema, que es el análogo al teorema 2.2.1 
para las ecuaciones lineales de primer orden. Este resultado se aplica con igual propiedad a 
las ecuaciones no homogéneas, por lo que el teorema se enuncia en esa forma. 



Se hace hincapié en que el teorema afirma tres cosas: 

1. El problema con valor inicial tiene una solución; en otras palabras, existe una solución. 

2. El problema con valor inicial tiene una sola solución; es decir, la solución es única. 

3. La solución es una función por lo menos dos veces diferenciable en todo el intervalo I 
en donde los coeficientes son continuos. 

Para algunos problemas, es fácil probar algunas de estas afirmaciones. Por ejemplo, en la 
sección 3.1 se encontró que el problema con valor inicial 

y(Q) = 2, y'iO)=-í (5) 

tiene una solución 

y = + (6) 

El hecho de que se encuentre una solución evidentemente establece que existe una solución 
para este problema con valor inicial. De manera semejante, la solución (6) es dos veces 
diferenciable, de hecho lo es cualquier número de veces, en todo el intervalo (-^,oo) en 
donde los coeficientes de la ecuación diferencial son continuos. Por otra parte, no es ob¬ 
vio, y es más difícil demostrar, que el problema con valor inicial (5) no tiene otras solu¬ 
ciones que no sean la dada por la ecuación (6). Sin embargo, el teorema 3.2.1 afirma que 
esta solución es única, de modo que (6) es, de hecho, la única solución del problema con 
valor inicial (5). 

Para el problema más general (4) por lo común, es posible escribir una fórmula simple 
para la solución. Por lo tanto, todas las partes del teorema deben probarse por métodos 
generales que no entrañen el conocimiento de la solución en términos de funciones elemen¬ 
tales. Esta es una diferencia importante entre las ecuaciones lineales de primer orden y las 
de segundo. La demostración del teorema 3.2.1 es bastante difícil, por lo que no se aborda¬ 
rá aquí. Sin embargo, se aceptará este teorema como verdadero y se aplicará siempre que 
sea necesario. 
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Ejemplo 1 j Encontrar el intervalo más largo en el que se tiene la certeza de que existe la solución del proble- 
P ma con valor inicial 

É 

J (.X^ - 3x)v" + .V,v' - (x + 3),V = o, >’(1) = 2, >’'(!)= 1 

i 

^ Sí la ecuación diferencial dada se escribe en la forma de la ecuación (4), entonces= 
j \l(x~ 3), ¿¡{x) = -(x + 3)/x(x - 3) y g{x) = 0. Los únicos puntos de discontinuidad de los coefi- 
É cientes son x = 0 y a: = 3. Por consiguiente, el intervalo abierto más largo que contiene el punto 
J inicial X = 1, en el que todos los coeficientes son continuos es 0 < x < 3. Por tanto, este es el 
m intervalo más largo para el cual el teorema 3.2.1 garantiza la existencia de la solución. 

Ejemplo 2 ^ Hallar la solución única del problema con valor inicial 

i + P{x)y + = 0, yixo) = 0, v'(xo) = 0, 

u 

en donde p y q son continuas en un intervalo abierto / que contiene a Xq. 

5 La función y = (f)(x) = 0 para toda x en / evidentemente satisface la ecuación diferencial y las 
J condiciones iniciales. Por el teorema 3.2.1, es la única solución del problema dado. 

Supóngase ahora que y y^ son dos soluciones de la ecuación (2); en otras palabras, 

= >’i + py\ + í>’i = o, (7) 


y de manera semejante paray^. Entonces, así como en los ejemplos de la sección 3.1, es 
posible generar más soluciones mediante la formación de combinaciones lineales dey^ y 
y^. Se enunciará este resultado como un teorema. 



Para demostrar el teorema 3.2.2 solamente es necesario sustituir y por 

>' = c'i vi(-^) + ‘■'lyiix) 


en la (2); el resultado es 

+ C2>'2] = + f2>'2]" + + C2>'2] 

= + ‘^2/2 + Cipy'i + C2PV2 + Ciq'V'i + C2ÍV2 

= + py\ + + <^' 2[>’2 + py'i + ‘lyi] 

= + ¿’ 2 -Í'[>' 2 ]- 


( 8 ) 
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Dado quel[>’j] = 0 se deduce que también+ C 2 >' 2 ] = 0. Por lo tanto, sin 

importar los valores de Cj, C 2 , según se da por la ecuación (8), y satisface la ecuación 
diferencial (2) y se ha completado la demostración del teorema 3.2.2. 

Se tiene una caso especial del teorema 3.2.3 si c¡ o C 2 es cero. Entonces se concluye que 
cualquier múltiplo de una solución de la ecuación (2) también es una solución. 

Ahora se regresará a la cuestión de si pueden elegirse las constantes Cj y C 2 de modo que 
satisfagan las condiciones iniciales (3). Estas condiciones iniciales requieren que c^y sa¬ 
tisfagan las ecuaciones 


ciyi(xo) + c2y2(xo) = yo> 

í^iyU^^o) + c2y2ÍXo) = yó- 

Al resolver las ecuaciones (9) para Cj y c^, se encuentra que 

c yoy2(^o) - yoy2(^o) 

‘ yi(^o)y2(^o) - yi(^o)y2(^o)’ 

-y’oy'Axo) + yóyi(^o) 

C 2 ^ — ^ 

yi(^o)y2(^o) - yi(^o)y2(^o) 

O bien, en términos de determinantes, 

yiK) yo 
yi(xo) yó 

yi(^o) yiixo) 
y'ií^o) y'2(xo) 


yo y 2 (^o) 
y'o y2(xo) 
y 1(^0) y2(^o) 
yi(^o) yízí^o) 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


Con estos valores de y la expresión (8) satisface las condiciones iniciales (3), así 
como la ecuación diferencial (2). 

A fin de que las expresiones para Cj y de las ecuaciones (10) u (11) tengan sentido, es 
necesario que los denominadores sean diferentes de cero. Para las dos, y C 2 , el denomina¬ 
dor es el mismo; a saber, el determinante 


W == 


yi(^o) 

y'ií^^o) 


y 2 (^o) 

y 2 (^o) 


~ yi(-^o)y2(-’^o) “ yi(^o)y2(^o)- 


( 12 ) 


El determinante W se conoce como determinante vrronskiano, o simplemente wrons- 
kiano"^, de las soluciones y Algunas veces se utiliza la notación más amplia W{y^, 
>' 2 X‘^o) representar la expresión del segundo miembro de la ecuación (12), haciendo 
resaltar de esta manera que el wronskiano depende de las funciones y ^ y y 2 > Y Qtae se evalúa 
en el punto Xq. La argumentación precedente basta para establecer el resultado siguiente. 


Los determinantes wronskianos deben su nombre a Jósef Maria Hoéné-Wronski (1776-1853), quien nació en 
Polonia aunque pasó la mayor parte de su vida en Francia. Hombre talentoso pero inquieto, su vida estuvo 
marcada por disputas acaloradas frecuentes con otras personas e instituciones. 
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EjGmplO 3 g En el ejemplo 1 de la sección 3.1 se encontró que = e~^ y y 2 (A:) = e"‘^^son soluciones de 
p la ecuación diferencial 

I y" + 5y' + 6y = 0. 

% Hallar el wronskiano de y y^. 

} El wronskiano de estas dos funciones es 



p Dado que W es diferente de cero para todos los valores de x, pueden usarse las funciones y ^ y y 2 
g para construir soluciones de la ecuación diferencial dada, junto con condiciones iniciales pres- 
P critas en cualquier valor de .x. En el ejemplo 2 de la sección 3.1 se resolvió un problema con un 
9 valor inicial de este tipo. 


El siguiente teorema justifica la expresión “solución general” que se introdujo en la sec¬ 
ción 3.1 para la combinación lineal + C 2 y 2 - 



Sea (f) cualquier solución de la ecuación (2). Para probar el teorema es necesario demos¬ 
trar que 0 está incluida en la combinación lineal c^y^ + C 2 y 2 ; es decir, para alguna elección 
de las constantes Cj y la combinación lineal es igual a Sea x^^ un punto en donde el 
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wronskiano dcy^ y es diferente de cero. Entonces, evalúense </> y (/)' en este punto y se 
llama a estos valores y^ y y¿, respectivamente; por tanto, 

>0 = <A(^oX y'o = </>'(^o)- 
A continuación, considérese el problema con valor inicial 

y"p{x)y'q{x)y = 0, y(^o) = yo^ /(^o) = >o- 

La función (f) evidentemente es una solución de este problema con valor inicial Por otra 
parte, como W(y^, y 2 )(^o) diferente de cero, es posible (por el teorema 3.2.3) elegir Cj y 

de modo que y = + C 2 y 2 tumbién sea una solución del problema con valor inicial (13). 

En efecto, los valores adecuados de y C 2 los dan las ecuaciones (10) u (11). La parte de 
unicidad del teorema 3 . 2.1 garantiza que estas dos soluciones del mismo problema con 
valor inicial en realidad son la misma función; por tanto, para la elección adecuada de Cj y C 2 , 

= c^y^(x) + C2y2(x), 

y por lo tanto, cf) está incluida en la familia de funciones + C 2 y 2 - Por último, como (p es 
una solución arbitraria de ( 2 ), se concluye que toda solución de esta ecuación está incluida 
en esta familia. Esto completa la demostración del teorema 3.2.4. 

El teorema 3.2.4 afirma que, en tanto que el wronskiano dey^ y y 2 sea diferente de cero, 
la combinación lineal y = Cjyj(x) + C 2 y 2 (^) contiene todas las soluciones de la ecuación ( 2 ). 
Por consiguiente, es natural (y ya se hizo esto en la sección precedente) llamar a la expresión 

y = + c^y^ix), 

con coeficientes constantes arbitrarios, solución general de (2), Se dice que las soluciones 
y i y >^ 2 ’ wronskiano diferente de cero, forman un conjunto fundamental de solucio¬ 
nes de ( 2 ). 

Puede reenunciarse el resultado del teorema 3.2.4 en un lenguaje ligeramente diferente: 
para encontrar la solución general y, por lo tanto, todas las soluciones de una ecuación de la 
forma ( 2 ), basta hallar dos soluciones de la ecuación dada cuyo wronskiano sea diferente de 
cero. Esto fue precisamente lo que se hizo en varios ejemplos de la sección 3.1, aunque ahí 
no se calcularon los wronskianos. Ahora el lector debe regresar y calcularlos y comprobar 
de esta manera que todas las soluciones de la sección 3.1 a los que se llamó “soluciones 
generales” en realidad satisfacen la condición necesaria del wronskiano. De manera alter¬ 
nativa, en el siguiente ejemplo se incluyen todos los que se mencionaron en la sección 3 . 1 , 
así como muchos otros problemas de tipo semejante. 


Ejemplo 4 


Supóngase que y^(x) = y y^ix) = son dos soluciones de una ecuación de la forma (1). 
Demostrar que forman un conjunto fundamental de soluciones si r^ r 2 . 

Calcule el wronskiano de y ^ y y 2 : 


W = 


1 ^' 


= (^2 -rj)exp[(ri + r2)v]. 


Dado que la función exponencial nunca es cero y como ^2 - /'j 0 por la proposición del 

problema, se deduce que W es diferente de cero para todo valor de x. Como consecuencia, y 
y^ forman un conjunto fundamental de soluciones. 
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Ejemplo 


J Demostrar quey^(x) = y >’ 2 W = forman un conjunto fundamental de soluciones de 

I 2x^y" + 3x/ ~ y = 0, > 0. (14) 

J En la sección 5.5 se mostrará cómo resolver la ecuación (14); ver también el problema 32 en 

f la sección 3.4. Sin embargo, en esta etapa es posible comprobar por sustitución directa que y^ y 
^2 son soluciones de la ecuación diferencial. Dado queyj(jc) = y >'i(-^) = se tiene 

1 

I ^ I _ i)^i/2 ^ 0. 

J De modo semejante, y^ix) - -x~^ y = 2 jc“^, así que 

|. 2x^(2x‘^) + 3x(-x“^) - = (4 — 3 - l)x“^ =0. 

j A continuación calcule el wronskiano 11/^de y y^: 

B 

j 

M 

|ll Como W ^ 0 para x > 0, se concluye que y^ y y 2 forman un conjunto fundamental de solu- 
§■ ciones allí. 


liy- i/2 


.3 y-3/2 

2.x 


(15) 


En varios casos ha sido posible hallar un conjunto fundamental de soluciones y, por lo 
tanto, la solución general de una ecuación diferencial dada. Sin embargo, a menudo esto es 
una tarea difícil y puede surgir la pregunta de si una ecuación diferencial de la forma (2) 
siempre tiene un conjunto fundamental de soluciones. El siguiente teorema da una respues¬ 
ta afirmativa a esta pregunta. 



Primero, observe que la existencia de las funciones y^ y y^ está asegurada por parte de la 
existencia del teorema 3.2.1. Para demostrar que forman un conjunto fundamental de solu¬ 
ciones, basta calcular su wronskiano en x^,: 


> 1 (^ 0 ) 

^ 2 (^ 0 ) 


1 0 

/l(^o) 

.vX^o) 

1 

0 1 


w(yi, ^2X^0) = 
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Ya que su wronskiano es diferente de cero en el punto las funciones y ^2 forman un 
conjunto fundamental de soluciones, con lo que se completa la demostración del teore¬ 
ma 3.2.5. 

Observe que se justifica la parte difícil de esta demostración, demostrar la existencia de 
un par de soluciones, con referencia al teorema 3.2.1. Observe también que el teorema 
3.2.5 no está dirigido a cómo resolver los problemas con valor inicial especificados, de 
modo que puedan encontrarse las funciones y ^ y >^2 indicadas en el teorema. Empero, puede 
ser tranquilizador saber que siempre existe un conjunto fundamental de soluciones. 


Ejomplo 6 M Encuentre el conjunto fundamental de soluciones especificado por el teorema 3.2.5, para la 
S ecuación diferencial 

I ^0, (16) 

B si se utiliza el punto inicial = 0. 

1 En la sección 3.1 se señaló que dos soluciones de la ecuación (16) son yj(x) = yfx) = 

Ú El wronskiano de estas soluciones es W =-2 0, de modo que forman un conjunto fundamental 

J de soluciones. Sin embargo, no son las soluciones fundamentales indicadas por el teorema 3.2.5 
porque no satisfacen las condiciones iniciales mencionadas en ese teorema en el punto x = 0. 

A fin de encontrar las soluciones fundamentales especificadas por el teorema es necesario 
hallar las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales adecuadas. Se denota por y 3 (x) la 
solución de la ecuación (16) que satisface las condiciones iniciales 

y(0)=l, y(0) = 0. 07) 

La solución general de la ecuación (16) es 

y = CjC-' + c^e-\ (18) 

y se satisfacen las condiciones iniciales (17) si =1/2 y C 2 = 1/2. Por tanto 

I y 3 {x) = -H = cosh x. 

De manera semejante, si yfx) satisface las condiciones iniciales 

y(0) = 0, y'(0)=l. (19) 

entonces 

y 4 (x) = je"" ~ - senhx. 

Como el wronskiano de y 3 y y^ es 

W = cosh^ X - senh^ x = 1, 

entonces estas funciones también forman un conjunto fundamental de soluciones, como se afir- 

Í ma en el teorema 3.2.5. Por lo tanto, la solución general de (16) puede escribirse como 

y = cosh X senh x, (20) 

así como en la forma (18), Se han usado k^ y k^ para denotar las constantes arbitrarias de (20) 
porque no son las mismas que las constantes y de (18). Una de las finalidades de este 
ejemplo es aclarar que una ecuación diferencial dada tiene más de un conjunto fundamental de 
soluciones; de hecho tiene una infinidad. Como regla, debe elegirse el conjunto que resulte más 
conveniente. 
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El análisis de esta sección puede resumirse como sigue. Para encontrar la solución gene¬ 
ral de la ecuación diferencial 

y" + p{x)y' + q{x)y = 0, a < x < jS, 

primero es necesario hallar dos funciones y >^2 satisfagan la ecuación diferencial en 
el intervalo a < x < p. En seguida, debe tenerse la seguridad de que existe un punto en el 
intervalo en el que el wronskiano áey^ y >^2 es diferente de cero. En estas circunstancias, 3;^ 
y >*2 foman un conjunto fundamental de soluciones y la solución general es 

y = CiyÁx) + C2y2Í^\ 

en donde y C 2 son constantes arbitrarias. Si se prescriben condiciones iniciales en un pun¬ 
to de a < x < ¡3, entonces pueden elegirse y C 2 de modo que satisfagan estas condiciones. 


Problemas 

En cada uno de los problemas 1 a 6, encuentre el wronskiano del par dado de funciones 

1. 3x/ 2 2. eos X, sen x 

3. 4. X, xé'"' 

5. sen X, eos x 6. cos^ x, 1 + eos 2x 

En cada uno de los problemas 7 a 12, determine el mayor intervalo en el que se tiene la 
certeza de que el problema con valor inicial dado posee una solución única dos veces 
diferenciable. No intente hallar la solución. 

7. xy" -h 3y = X, );(1) = 1, y(l) == 2 

8. (x — l)y" — 3xy' -h 4y =senx, y( —2) = 2, y'( —2) = I 

9. x(x — 4)y'' + 3xy' + 4y = 2, y(3) = 0, y'(3) = — 1 

10. + (eos x)y' -f 3(1 n |x|)y = 0, y(2) = 3, y\l) = 1 

íl. (x — 3)y'' + xy' + (In |x|)y — 0, v(l) - 0, y'(l) = 1 

12. (x - 2)y" + y + (x - 2){tan x)y = 0, y(3) = 1, y(3) = 2 

13. Compruebe que y^(x) = x^ y y^(x) = x"^ son dos soluciones de la ecuación diferencial 

x^y" - 2y = 0 para x > 0. A continuación, demuestre que + C 2 X'' también es una 
solución de esta ecuación para cualesquiera y C 2 . 

14. Compruebe que y^Cx) = 1 y y 2 (x) = x^^“ son soluciones de la ecuación diferencial yy" + 
(y')^ = 0 parax > 0. En seguida demuestre que Cj + C 2 Xno es, en general, una solu¬ 
ción de esta ecuación. ¿Por qué no? 

15. Demuestre que si y = í/)(x) es una solución de la ecuación diferencial y" + p{x)y' + q{x)y 
= 9 {x\ en donde g{x) no siempre es cero, entonces y = c<^(x), en donde c es cualquier 
constante diferente de uno, no es una solución. ¿Por qué? 

16. ¿Es posible que y = sen(x^) sea una solución sobre un intervalo que contenga a x = 0 de 
una ecuación y" + p{x)y - 1 - q(x)y = 0 con coeficientes continuos? Dé una explicación 
de la respuesta. 

17. Si el wronskiano W de/ y ^es si /(x) = halle ^(x). 

18. Si el wronskiano IPde/ y ^es x^e ^y si /(x) = x, halle ^(x). 

19. Si 1P(/ es el wronskiano de / y p y si w = 2/- v = f+2g, halle el wronskiano W(u, 
v)á& uy i^en términos de W(fy g). 
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20. Si el wronskíano de / y ^ es jc eos x - sen x y si« = / + 3^, v- f -g, halle el wronskiano 
de M y 

En los problemas 21 y 22, encuentre el conjunto fundamental de soluciones especificado por 
el teorema 3.2.5 para la ecuación diferencial y el punto inicial dados. 

21. y" + / — 2y = 0, Xq = 0 22. y" + 4/ + 3y = 0, Xq = 1 

En cada uno de los problemas 23 a 26, verifique que las funciones y y 2 son soluciones de 

la ecuación diferencial dada. ¿Constituyen un conjunto fundamental de soluciones? 

23. y" + 4y = 0; yi(x) = eos 2x, yjix) ~ sen 2x 

24. y" — 2/ + y = 0; yi(x) = y 2 {x) = xc^ 

25. xV' - -b 2)/ + (x + 2)y - 0, x > 0; yi{x) = x, yjíx) ~ xe"" 

26. (1 — X cot x)y" — xy' + y = 0, 0 < x < tt; yi(x) = x, y 2 (x) = senx 

*27. Ecuaciones exactas. Se dice que la ecuación >P(x)y" + Q(x)y' + R{x)y = 0 es exacta si 
es posible escribirla en la forma [P(x)y']' + [/(x)y]' = 0, en donde /(x) debe determi¬ 
narse en términos de P(x), Q{x) y P(x). La última ecuación puede integrarse una vez 
inmediatamente, con lo que se obtiene una ecuación lineal de primer orden para y que 
es posible resolver como en la sección 2.1. Al igualar los coeficientes de las ecuaciones 
precedentes y después eliminar /(x), demuestre que una condición necesaria para la 
exactitud es P"(x) - Q'(x) + R(x) = 0. Es posible demostrar que ésta también es una 
condición suficiente. 

En cada uno de los problemas 28 a 31, aplique el resultado del problema 27 para determinar 
si la ecuación dada es exacta. En caso afirmativo, resuélvala. 

*28. y" -y xy' -y y - 0 *29. y" -h 3x^y' + xy = 0 

*30. xy” — (eos x)y' -h(sen x)y = 0, x > 0 *31. x^y" -h xy' — y == 0, x > 0 

*32. La ecuación adjunta. Si una ecuación lineal homogénea de segundo orden no es exacta, 
es posible hacerla exacta si se multiplican por un factor integrante apropiado g(x). Por 
tanto, se requiere que jw(x) sea tal que g(x)P(x)y" + g(x)Q(x)y' + ju(x)R(x)y = 0 pueda 
escribirse en la forma [g{x)P{x)y'] + [/(x)y]' = 0. Al igualar los coeficientes de estas 
dos ecuaciones y eliminar/(x), demuestre que la función judebe satisfacer 

Pfi" -f (2P' ~ e)/i' -h (P" ~ 2' + R)g = 0, 

Esta ecuación se conoce como la adjunta de la ecuación original y es importante en la teo¬ 
ría avanzada de las ecuaciones diferenciales. En general, el problema de resolver la ecua¬ 
ción diferencial adjunta es tan difícil como el de resolver la ecuación original, de modo 
que sólo en ocasiones es posible hallar un factor integrante para una ecuación de segun¬ 
do orden. 

En cada uno de los problemas 33 a 35, aplique el resultado del problema 32 para hallar la 
adjunta de la ecuación diferencial dada. 

*33. x^y" + xy' + (x^ - v^)y = 0, Ecuación de Bessel 

*34. (1 -x^)y" - 2xy' + a(a: - 1 - l)y = 0, Ecuación de Legendre 

*35. y'' -xy - 0, Ecuación de Airy 

*36. Para la ecuación lineal de segundo orden P{x)y'' + Q(x)y' + R(x)y = 0 demuestre que la 
adjunta de la ecuación adjunta es la ecuación original. 
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*37. Se dice que una ecuación lineal de segundo orden P{x)y' + Q{x)y + = 0 es 

autoadjunta si su adjunta es la misma que la ecuación original. Demuestre que una condi¬ 
ción necesaria para que esta ecuación sea autoadjunta es que F{x) = Q(x). Determine si 
cada una de las ecuaciones de los problemas 33 a 35 es autoadjunta. 


3,3 Indet^endencia l¡neal y el wrcgsj^ano 


La representación de la solución general de una ecuación diferencial lineal homogénea de 
segundo orden como una combinación lineal de dos soluciones cuyo wronskiano es dife¬ 
rente de cero está estrechamente relacionada con el concepto de independencia lineal de 
dos funciones. Ésta es una idea muy importante y tiene un significado que rebasa con 
mucho el contexto actual; en esta sección se le analizará brevemente. 

Se dice que dos funciones f y g son línealniente dependientes sobre un intervalo si 
existen dos constantes y no ambas cero, tales que 

kif(x) + k 2 g(x) = 0 (1) 

para toda x en el intervalo. Se dice que las funciones fyg son línealmente independientes 
sobre un intervalo si no son linealmente dependientes; es decir, si la ecuación (1) se cumple 
para toda jc en el intervalo sólo si = ^2 “ sección 4.1 estas definiciones se extienden 

a un número arbitrario de funciones. Aunque puede ser difícil determinar si un conjunto 
grande de funciones es linealmente dependiente o independiente, suele ser fácil dar res¬ 
puesta a esta pregunta para un conjunto de sólo dos funciones: son linealmente dependien¬ 
tes si son proporcionales entre sí y linealmente independientes en caso contrario. Los si¬ 
guientes ejemplos ilustran la aplicación de las definiciones que acaban de darse. 


Ejemplo 1 


Determinar si las funciones sen x y eos {x - jr/ 2) son linealmente independientes o linealmente 
dependientes sobre un intervalo arbitrario. 

Las funciones dadas son linealmente dependientes sobre cualquier intervalo ya que 


0 


sen X kj cos( x — - 


I para toda x si se eligen k^ = 1 y k 2 = 


Ejemplo 2 J Demostrar que las funciones e^y son linealmente independientes sobre cualquier intervalo. 
A fin de establecer este resultado, se supone que 




0 


( 2 ) 


J para toda x en el intervalo; entonces, es necesario demostrar que 0. Elija dos puntos Xq 

^ y en el intervalo, en donde x^ x^. Si se evalúa (2) en estos puntos, se obtiene 

fi 

M ~ o, 

B -1- ~ 0. 


( 3 ) 
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El determinante de los coeficientes es 

Dado que el determinante es diferente de cero, se concluye que la única solución de la ecuación 
(3) es k^ = k 2 = 0. De donde, e^y son linealmente independientes. 


El siguiente teorema relaciona la independencia y dependencia lineales con el wronskiano. 



Para probar la primera proposición del teorema 3.3.1 considérese una combinación lineal 
^i/W + y supóngase que esta expresión es cero en todo el intervalo. Si se evalúan la 
expresión y su derivada en Xq, se tiene 

fci/(^o) + k2g{xo) = 0, 

(4) 

k2g'(xo) = 0. 


El determinante de los coeficientes de las ecuaciones (4) es precisamente W{f, g){x^\ que 
por hipótesis es diferente de cero. Por lo tanto, la única solución de las ecuaciones (4) es 
k^= k 2 = 0, de modo que / y ^son linealmente independientes. 

La segunda parte del teorema 3.3.1 se deduce de manera inmediata a partir de la prime¬ 
ra. Sean fy y linealmente dependientes y supóngase que la conclusión es falsa; es decir, 
W{f, g) no es cero en todo punto de /. Entonces, existe un punto x^ tal que W(f, g){xQ) 0; 
por la primera parte del teorema 3.3,1, esto significa que / y ^son linealmente indepen¬ 
dientes, lo cual es una contradicción, con lo que se completa la demostración. 

Este resultado puede aplicarse a las dos funciones/(x) - y g{x) = analizadas en el 
ejemplo 2. Para cualquier punto x^ se tiene 


W[f.g){xo) = 


exo 

exo 


^2X0 


= # 0 . 


(5) 


Por consiguiente, las funciones y son linealmente independientes sobre cualquier 
intervalo. 

Es necesario tener cuidado en no leer demasiado en el teorema 3.3.1. En particular, dos 
funciones f y g pueder ser linealmente independientes aun cuando W{f, g){x) = 0 para to¬ 
da X en el intervalo /. Este hecho se ilustra en el problema 23. 

Ahora se analizarán todavía más las propiedades del wronskiano de dos soluciones de 
una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden. El siguiente teorema, que 
quizá sorprenda, da una fórmula explícita simple para el wronskiano de dos soluciones 
cualesquiera de cualquiera de esas ecuaciones. 



Para probar el teorema de Abel, nótese en principio quej^j y satisfacen 


Pi + P(x)/i + q{x)y\ = 0, 

( 8 ) 

y 2 + p(^)y'2 + í(^)>‘2 = 0. 

Si se multiplica la primera ecuación por la segunda por y^ y se suman las ecuaciones 
resultantes, se obtiene 


(yiy'i ~ yi>2) + piyiy2 - y\y2) = O- (9) 

Si se hace W(x) = W(y^, >^ 2 )^ y observa que 

= y 1/2 - (10) 

es posible escribir la ecuación (9) en la forma 

( 11 ) 

La ecuación (11) puede resolverse de inmediato, ya que es tanto una ecuación lineal de 
primer orden (sección 2.1) como una separable (sección 2.3). Por tanto, 

W{x) = c exp — J p{x) dx ^, (12) 

en donde c es una constante. El valor de c depende del par de soluciones de (6) que inter¬ 
vengan. Sin embargo, dado que la función exponencial nunca es cero, W(x) no es cero a 
menos que c = 0, en cuyo caso W(x) es cero para toda x, con lo que se completa la demos¬ 
tración del teorema 3.2.2. 

Observe que los wronskianos de dos conjuntos fundamentales cualesquiera de solucio¬ 
nes de la misma ecuación diferencial sólo pueden diferir en una constante multiplicativa y 


^ El resultado del teorema 3.3.2 fue deducido por el matemático noruego Niels H. Abel (1802-1829) en 1827 y 
se conoce como fórmula de Abel. Abel también demostró que no existe fórmula general para resolver una 
ecuación de quinto grado en términos de operaciones algebraicas explícitas sobre los coeficientes del polinomio, 
resolviendo así una interrogante que había permanecido sin respuesta desde el siglo XVI. Sin embargo, sus 
contribuciones más importantes fueron en el análisis, en particular en el estudio de las funciones elípticas. 
Su trabajo no fue reconocido con amplitud hasta después de su muerte. El distinguido matemático francés 
Legendre lo llamó “monumento más duradero que el bronce”. 
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que puede determinarse el wronskiano de cualquier conjunto fundamental de soluciones, 
hasta una constante multiplicativa, sin resolver la ecuación diferencial. 


Ejemplo 3 


i 

m 


En el ejemplo 5 de la sección 3.2 se comprobó que y^(x) = y y^ix) = x ^ son soluciones de la 
ecuación 


+ 3xy — y = 0, X > 0. (13) 

Comprobar que el wronskiano de y^ y y 2 está dado por la ecuación (12). 

Con base en el ejemplo que acaba de citarse se sabe que y 2 )W “ -(3/2)x"^^^. Para 
utilizar la ecuación (12) es necesario escribir la ecuación diferencial (13) en la forma estándar 
con el coeficiente de y" igual a uno. Por tanto, se obtiene 




de modo que /?(x) = 3/2. De donde, 


J2)(>^) = cexp 

= ^v-3/2 




c exp( —- In X 


(14) 


La ecuación (14) da el wronskiano de cualquier par de soluciones de (13). Para las soluciones 
particulares dadas en este ejemplo es necesario elegir c = -312. 


Puede establecerse una versión más poderosa del teorema 3.3.1 si las dos funciones que 
intervienen son soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden. 



Por supuesto, por el teorema 3.3.2 se sabe que W{y^, y 2 X^) punto de /, o 

bien, no es cero en ningún punto de /. Al probar el teorema 3.3.3, observe en primer lugar 
que si y y^ son linealmente dependientes, entonces W{y^, y^{x) es cero para toda x en /, 
por el teorema 3.3.1. Queda por demostrar la inversa; es decir, si W(y^,y 2 )(x) es cero en to¬ 
do el intervalo /, entonces y^ y y^ son linealmente dependientes. Sea Xq cualquier punto en 
/; entonces necesariamente W(y^, y 2 )(^o) ~ ^ • Como consecuencia, el sistema de ecuaciones 


+ C2y2{xo) = 0 , 

Cl/llXo) + c2y2(xo) = 0, 


( 15 ) 
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para y C 2 tiene una solución no trivial. Si se usan estos valores de y sea (f)(x) = 
Cyy^(x) + C 2 y 2 W- Entonces ({> es una solución de la ecuación ( 6 ), y, por las ecuaciones (15), 
4> también satisface las condiciones iniciales 

</>(jCq) = 0 , (^'(Xq) = 0 . (16) 

Por consiguiente, por la parte de unicidad del teorema 3.2.1, o por el ejemplo 2 de la sec¬ 
ción 3.2, </)(x) = 0 para toda x en /. Ya que cf)(x) = c^y^(x) + C 2 y 2 (x), en donde y C 2 no son 
cero las dos, esto significa quey^ y >^2 son linealmente dependientes. La proposición alter¬ 
nativa del teorema se deduce de inmediato. 

Ahora es posible resumir los hechos acerca de los conjuntos fundamentales de solucio¬ 
nes, wronskianos e independencia lineal de la siguiente manera: seany^ y >^2 soluciones de 
la ecuación ( 6 ), 

y'' -h p{x)y 4- q{x)y - 0, 

en donde py q son continuas sobre un intervalo abierto /. Entonces, las cuatro proposicio¬ 
nes siguientes son equivalentes, en el sentido de que cada una incluye a las otras tres. 

1. Las funciones y^ y 42 son un conjunto fundamental de soluciones sobre I. 

2. Las funciones y j y y^ son iinealmente independientes sobre /. 

3. lL(yp y 2 ) ^ 0 para algún en 7. 

4. lL(yj, y 2 )(A:) 0 para toda x en /. 

Es interesante observar la semejanza entre la teoría de las ecuaciones diferenciales linea¬ 
les homogéneas de segundo orden y el álgebra vectorial bidimensional. Se dice que dos 
vectores a y b son linealmente dependientes si existen dos escalares y ^ 2 ^ no ambos cero, 
tales que + ^ 2 ^ ~ caso contrario, se dice que son linealmente independientes. 
Sean i y j vectores unitarios dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y, respectivamente. 
Como + ^2j "= 0 ^ólo si = ^2 = los vectores i y j son linealmente independientes. 
Además, se sabe que cualquier vector a con componentes y ¿^2 escribirse como a 
= ap + « 2 ^’ decir, como una combinación lineal de los dos vectores linealmente indepen¬ 
diente i y j. No es difícil demostrar que cualquier vector en dos dimensiones puede repre¬ 
sentarse como una combinación lineal de dos vectores bidimensionales linealmente inde¬ 
pendientes cualesquiera (ver el problema 12). Se dice que ese par de vectores linealmente 
independientes forman una base para el espacio vectorial de los vectores bidimensionales. 

La expresión espacio vectorial también se aplica a otras colecciones de objetos matemá¬ 
ticos que obedecen las mismas leyes de la adición y la multiplicación por escalares de los 
vectores geométricos. Por ejemplo, es posible demostrar que el conjunto de funciones que 
son dos veces diferenciables sobre el intervalo abierto I forma un espacio vectorial. De 
modo semejante, el conjunto V de funciones que satisfacen la ecuación ( 6 ) también forma 
un espacio vectorial. 

Dado que todo miembro de V puede expresarse como una combinación lineal de dos 
miembros linealmente independientes y^ y y 2 , se dice que ese par forma una base para V. 
Por esto se concluye que V es bidimensional; por lo tanto, es análogo en muchos aspectos al 
espacio de los vectores geométricos en un plano. Después se verá que el conjunto de solu¬ 
ciones de una ecuación diferencial lineal homogénea de ^-ésimo orden forma un espacio 
vectorial de dimensión n y que cualquier conjunto de n soluciones linealmente indepen¬ 
dientes de la ecuación diferencial forma una base para el espacio. Esta relación entre las 
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Problemas 


ecuaciones diferenciales y los vectores constituye una buena razón para el estudio del álge¬ 
bra lineal abstracta. 


En cada uno de los problemas 1 a 6 , determine si el par de funciones dado es linealmente 

independiente o linealmente dependiente. 

1. f(x) = + 5x, g{x) — x^ — 5x 

2- /(x) = eos 3x, g(x) = 4 cos^ x — 3 eos x 

3. /(x) = eos fj.x, g{x) = ^‘^''sen ^ux, /i # 0 

4. /(x) = ^(x) = 

5. /(x) = 3x - 5, ^(x) = 9x ~ 15 

6 . /(x) = X, ^(x) = x"^ 

7 El wronskiano de dos funciones es W(x) = x sen^x. ¿Las funciones son linealmente inde¬ 
pendientes o linealmente dependientes? ¿Por qué? 

8 . El wronskiano de dos funciones es x^ - 4. ¿Las funciones son linealmente independien¬ 
tes o linealmente dependientes? ¿Por qué? 

9. Si las funciones y y 2 > son soluciones linealmente independientes de y" + p(x)y + g(x)y 
= 0 , demuestre que c^y^ y 02^2 también son soluciones linealmente independientes, siem¬ 
pre que ninguna de Cj o C 2 sea cero. 

10. Si las funciones y j yy 2 , son soluciones linealmente independientes de y" -i- p(x)y' + ^(x)y 

= 0, demuestre que y^ = y 1 + y 2 ^ ^4 “ ^ ^2 también forman un conjunto linealmente 

independiente de soluciones, A la inversa, si y^ y y^ son soluciones linealmente indepen¬ 
dientes de la ecuación diferencial, demuestre que también y^ y y 2 lo son. 

11. Si las funciones y j y y 2 son soluciones linealmente independientes de y" + p(x)y' + ^(x)y 

= 0, determine en qué condiciones las funciones y 3 = «^yj + «2 >^2 ^ 3^4 “ ^ 23^2 

también forman un conjunto linealmente independiente de soluciones. 

12. a) Demuestre que cualquier vector bidimensional puede escribirse como una combina¬ 
ción lineal de i + j e i - j. 

b) Demuestre que si los vectores x = x^i -f- X 2 j y y = y^i + y 2 j son linealmente indepen¬ 
dientes, entonces cualquier vector 2 = + Z 2 j puede expresarse como una combinación 

lineal de x y y. Observe que si x y y son linealmente independientes, entonces Xjy 2 -X 2 y 2 
0. ¿Por qué? 

En los problemas 13 y 14, encuentre el wronskiano de soluciones de la ecuación diferencial 

dada sin resolver ésta 

13. x^y" — x(x -I- 2)y' -f (x -f 2)y = 0 

14. (cosx)/' -f (senx)y'- xy = 0 

15. Demuestre que si p es diferenciable y p(x) > 0, entonces el wronskiano W(x) de dos 
soluciones de [/?(x)y']' + í?(x)y = 0 es W{x) = clp{x\ en donde c es una constante. 

16. Si y^ y y 2 son soluciones linealmente independientes de xy" + 2y' + xe^y = 0 y si W(y^, 
y 2 )(l) = 2, halle el valor de W(y^, y2)(5). 

17. Si y, y y 2 son soluciones linealmente independientes de x^y" - 2y' + (3 + x)y = 0 y si 

encuentre el valor de W(y^,y^)(4). 
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18. Si f, g y h son funciones diferenciables, demostrar que W{fgy fh) = f^W{g h,). 

En los problemas 19 a 21 suponga que py q son continuas y que las funciones y son 

soluciones de la ecuación diferencial y" + p(x)y' + p(x)y = 0 sobre un intervalo abierto I. 

19. Demuestre que si yj y y^ son cero en el mismo punto en I, entonces sobre ese intervalo 
no pueden ser un conjunto fundamental de soluciones. 

20. Demuestre que si y^ y y 2 tienen máximos y mínimos en el mismo punto en /, entonces 
sobre ese intervalo no pueden ser un conjunto fundamental de soluciones. 

*21. Demuestre que si y^ y y^ tienen un punto de inflexión común jCq en /, entonces no pueden 
ser un conjunto fundamental de soluciones. 

22. Demuestre que xy son linealmente independientes sobre -1 < x < 1; de hecho, son 
linealmente independientes sobre todo intervalo. Demuestre también que W(x, x^) es 
cero en jr = 0. ¿Qué se puede concluir a partir de esto acerca de la posibilidad de que x y 
x^ sean soluciones de la ecuación y" + p(x)y' + p(x)y = 0? Verifique que x y x^ son 
soluciones de la ecuación x^y" -2xy' + 2y = 0. ¿Contradice esto la conclusión a la que se 
llegó? ¿El comportamiento del wronskiano átxy x^ contradice el teorema 3.3.2? 

23. Demuestre que las funciones f{x) ^xx y g{x) = x^ son linealmente dependientes sobre 
0 < X < 1 y sobre -1 < x < 0. Aunque f y g son linealmente independientes allí, de¬ 
muestre que W{f, g) es cero para toda x en -1 < x < 1. De donde, f y gno pueden ser 
soluciones de la ecuación y" + p(x)y' + q(x)y = 0 con py q continuas sobre -1 < x < 1. 


3.4 Raíces complejas de la ecuación característica 

En esta sección se continúa el análisis de la ecuación 


ay"' -f by' -h cy = 0, (1) 

en donde a, b y c son números reales dados. En la sección 3.1 se vio que si se buscan 
soluciones de la forma y = entonces r debe ser una raíz de la ecuación característica 

ar^ + br -h c = 0. (2) 

Si las raíces y son reales y diferentes, lo que ocurre siempre que el discriminante b^~ 
Aac es positivo, entonces la solución general de (1) es 

y - -h (3) 

Ahora, suponga que - 4n!c es negativo; entonces las raíces de (2) son números com¬ 
plejos conjugados; se les denota por 

ri=^A-híjU, = (4) 

en donde A y ^son reales. Las expresiones correspondientes para y son 

Ji(x) = exp[(;. + ¡/i)x], >’ 2 (x) = exp[(/l - i^l)x]. 


(5) 
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La primera tarea es examinar el significado de estas expresiones, lo cual comprende la 
evaluación de la función exponencial para un número complejo. Por ejemplo, si A = ~1, u = 
2y X-3', entonces, por la ecuación (5), 

j^i(3) = (6) 

¿Qué significa elevar un número, como e, a una potencia compleja? La respuesta es propor¬ 
cionada por una importante relación conocida como fórmula de Euler. 

Fórmula de Euler. Para dar significado a las ecuaciones (5) es necesario contar con una 
definición de la función exponencial compleja. Por supuesto, se desea que la definición se 
reduzca a la función exponencial real conocida cuando el exponente es real. Existen varias 
maneras de realizar esta extensión de la función exponencial. Aquí se aplica un método 
basado en series infinitas, en el problema 24 se bosqueja un método alternativo. 

Recuerde, por lo visto en cálculo elemental, que la serie de Taylor para en torno a 
X = 0 es 


00 y-fl 

c"" = y - — 00 < X < 00. (7) 

« = 0 n\ 

Si ahora se supone que x puede sustituirse por ix en (7), se tiene 


e 


ix 


y 

« = o ril 


n = o {2n)\ (2n- \)\ 


( 8 ) 


en donde la suma se ha separado en sus partes real e imaginaria, aplicando el hecho de que 

= -1, = 1, etcétera. La primera serie de la ecuación (8) es precisamente ia serie 

de Taylor para eos x en torno a x = O y la segunda es la serie de Taylor para sen x en torno a 
X = 0. Por tanto, se tiene 

= eos X + i sen x. (9) 

La ecuación (9) se conoce como fórmula de Euler y es una relación matemática extrema¬ 
damente importante. Aunque su deducción se basa en la suposición no verificada de que se 
puede usar la serie (7) para valores complejos, así como para valores reales, de la variable 
independiente, la intención es utilizar esta deducción solamente para que la ecuación (9) 
parezca razonable. Ahora los hechos se colocan sobre una base firme al adoptar la ecuación 
(9) como la definición de En otras palabras, siempre que se escribe se refiere a la 
expresión del segundo miembro de (9). 

Existen algunas variantes de la fórmula de Euler que también vale la pena hacer notar. Si 
en (9) se sustituye x por -x y se recuerda que cos(-x) = eos x y sen(-x) = -sen x, se tiene 

= eos X — i senx. (10) 

Además, si en la ecuación (9) se sustituye x por ¡ax, entonces se obtiene una versión gene¬ 
ralizada de la fórmula de Euler; a saber, 

= eos /ix + i sen px. 


(H) 
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A continuación, se desea ampliar la definición de la función exponencial hacia exponen¬ 
tes complejos arbitrarios de la forma (A + i^x. Dado que se desea que las propieda¬ 
des acostumbradas de la función exponencial se cumplan para los exponentes complejos, 
es evidente que se desea que exp[(A -f ¡¡Jp:] satisfaga 

Entonces, si se sustituye esta expresión por en (11), se obtiene 

+ ^ lix -h i sen /cc) 

= eos /íx + sen ¡ax. (13) 

Ahora se tomará a la ecuación (13) como la definición de exp[(A + ippc]. El valor de la 
función exponencial con un exponente complejo es un número complejo cuyas partes real 
e imaginaria están dadas por los términos del segundo miembro de (13). Observe que las 
partes real e imaginaria de exp[(A + /ju)x] se expresan por completo en términos de funcio¬ 
nes elementales con valores reales. Por ejemplo, la cantidad de la ecuación (6) tiene el valor 

+ ^-3 6 + sen 6 ^ 0.0478041 - 0.0139113/. 

Con las definiciones (9) y (13) resulta directo demostrar que las leyes usuales de los 
exponentes son válidas para la función exponencial compleja. También es fácil verificar 
que la fórmula de derivación 


-^(e") = re''" (14) 

dx 

también se cumple para valores complejos r. 

Soluciones con valores reales. Las funciones y ^(x) y y^ix) dadas por las ecuaciones (5) y 
con el significado expresado por la (13), son soluciones de la ecuación (1) cuando las raíces 
de la ecuación característica (2) son los números complejos A ± ¡¡x Desafortunadamente, 
las soluciones y ^ y >'2 son funciones con valores complejos, mientras que en general sería 
preferible tener soluciones con valores reales, en caso de ser posible. Pueden encontrarse 
estas soluciones como una consecuencia del teorema 3.2.2, el que afirma que siyj y y 2 son 
soluciones de (1), entonces cualquier combinación lineal de yj y y 2 también es una solu¬ 
ción. En particular, al formar la suma y después la diferencia de yj y y 2 > se tiene 

3^1 W + yii^) = ^"^""(cos ¡IX + i sen ¡ve) -j- c^^(cos ¡ix ~ i sen ¡ve) 

= eos ¡IX 


y 


y i(x) — y 2 (x) = e^^(cos ¡ix -h / sen ¡ve) — c^-^(cos ¡ix — i sen ¡ve) 
= sen ¡ve. 


De donde, si se desprecian los factores constantes 2 y 2/, respectivamente, se obtiene un par 
de soluciones con valores reales. 


m(x) " eos ¡IX, 


u(x) = sen ¡ve. 


(15) 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Observe que u y r^son tan sólo las partes real e imaginaria, respectivamente, de y y 
Por cálculo directo es posible demostrar que el wronskiano de m y í; es 

W(u,v){x)=^ (16) 

Por tanto, mientras fx 0, wronskiano W no es cero, de modo que u y v forman un 
conjunto fundamental de soluciones. (Por supuesto, si jU = 0, entonces las raíces son reales 
y no es aplicable el análisis de esta sección). Como consecuencia, si las raíces de la ecua¬ 
ción característica son los números complejos A ± /¿u, con ¿u # 0, entonces la solución 
general de la ecuación (1) es 

y = eos fix -h scn px, (17) 

en donde y C 2 son constantes arbitrarias. Observe que la solución (17) puede escribirse 
tan pronto como se conocen los valores de A y ¿u. 


Encontrar la solución general de 

La ecuación característica es 

y sus raíces son 


y" + y' -h y = 0. 

-h r -f 1 = 0, 


-1 ±( 1 - 4 )'/^ 


1 

-2±'T- 


Por tanto, k = -1/2 y (1= V3/2, de modo que la solución general de la ecuación (18) es 


y = c^e eos —h C 2 e ' 


y/3x 

sen-. 

2 


(18) 


(19) 


Encontrar la solución general de 

-I- 9y = 0. (20) 

La ecuación característica es + 9 = 0 con las raíces r = ±3i; por tanto, A = 0 y = 3. La 
solución general es 


y = Ci eos 3x -h C2sen3x; (21) 

observe que si la parte real de las raíces es cero, como en este ejemplo, entonces no hay factor 
exponencial en la solución. 


I Encontrar la solución del problema con valor inicial 

16y" - 8/ + 145y = 0, y(0) = -2, y'(0) = 1. 


( 22 ) 


La ecuación característica es - 8r + 145 = 0 y sus raíces son r = 1/4 ± 3i. Por tanto, la 
I solución general de la ecuación diferencial es 


y = eos 3x -t- sen 3x. 


(23) 
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J Para aplicar la primera condición inicial se hace ;c = 0 en la ecuación (23); esto da 

y(0) = c,=-2. 

Para la segunda condición inicial es necesario derivar la (23) y después hacer jc = 0. Así, se 
encuentra que 

y'(0) = + ^^'2 — 1> 

de lo cual C 2 = 1/2. Si se usan estos valores de Cj y en la (23), se obtiene 

y = — eos 3x + sen 3x (24) 

I como la solución del problema con valor inicial (22). 


En la sección 3.8 se analizarán con más detalle las propiedades geométricas de las solu¬ 
ciones como estas, por lo que aquí se hará de manera muy breve. Cada una de las solucio¬ 
nes u y V ác las ecuaciones (15) representa una oscilación, debido a los factores 
trigonométricos, y también crece o decae exponencialmente, dependiendo del signo de A (a 
menos que A = 0), En en ejemplo 1 se tiene A = -1/2 < 0, por lo que las soluciones son 
oscilaciones que se extinguen. En la figura 3.4.1 se muestra la gráfica de una solución 
típica de la ecuación (18). Por otra parte, A = 1/4 > 0 en el ejemplo 3, por lo que las 
soluciones de la ecuación diferencial (22) son oscilaciones crecientes. En la figura 3.4.2 se 
muestra la gráfica de la solución (24) del problema con valor inicial dado. El caso interme¬ 
dio se ilustra en el ejemplo 2, en el que A = 0. En este caso la solución no crece ni decrece 
exponencialmente, oscila de manera estable; en la figura 3.4.3 se muestra una solución 
típica de la ecuación (20). 



Figura 3,4.1 Una solución típica de y" + y' + y = 0. 
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FIGURA 3.4.3 Una solución típica de y" + 9>' = 0. 
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Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 6, aplique la fórmula de Euler para escribir la expresión 
dada en la forma a + ib. 

1. exp(l + 2/) 2. exp(2 — 31) 

3. 4. 

5. 2^ ' 6. 

En cada uno de los problemas 7 a 16, encuentre la solución general de la ecuación diferen¬ 

cial dada 


7. y" - 2/ -F- 2y - 0 
9. y" + 2/ - 8y = 0 
11. y'" -h 6y' -h 13y = 0 
13. y" -h 2/ + I.25y-() 

15. + / + L25y = 0 


8. y' — 2y' -t- 6y = 0 
10 . y" + 23 / + 2y = 0 
12. 4y" -f 9y = 0 
14. 9y" + 93 / - 4y - 0 

16. y" + 4y' + 6.25y — 0 


En cada uno de los problemas 17 a 22 halle la solución del problema con valor inicial dado. 
Trace la gráfica de la solución y describa su comportamiento para x creciente. 

17. y'' -h 4y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

18. y” + 4y' -h 5y - 0, y(0) = I, 3 /( 0 ) = 0 

19. y" - 2y' + 5y = 0, y( 7 r/ 2 ) = 0, y\n/2) - 2 

20. y" + y = 0, y(^/3) == 2, y'{n/3) — —4 

21. y" + y' + 1.25y - 0, y(0) = 3, y'(0) = 1 

22. y" + 2y' -f 2y = 0, y( 7 r/ 4 ) = 2, y'( 7 r/ 4 ) = - 2 

23. Demuestre que W(e^^ eos ya, sen ya) = 

24. En este problema se bosqueja una deducción diferente de la fórmula de Euler. 

a) Demuestre que y^(x) = eos x y y 2 (x) = sen son un conjunto fundamental de solucio¬ 
nes de y" + y = 0; es decir, demuestre que son soluciones y que su wronskiano no es cero. 

b) Demuestre (formalmente) que y = también es una solución de y" + y = 0. Por 
consiguiente, 

e'"" = Cj eos X -f- C 2 senx (i) 

para algunas constantes y ¿Por qué es así? 

c) Haga X = 0 en (i) para demostrar que c^ = 1. 

d) Si se supone que (14) es verdadera, derive (i) y luego haga x - 0 para concluir que C 2 
= i. Use los valores de y C 2 en (i) para llegar a la fórmula de Euler. 

25. Con la aplicación de la fórmula de Euler demuestre que 

eos X = + e~ '^)/2, sen x = {e''' — e~ '^)/2/. 

26. Sean las funciones con valores reales py q continuas sobre el intervalo abierto / y sea 
y = (j)(x) = u(x) + /t;(x) una solución con valores complejos de 

+ Pix)y' + qix)y = 0, (i) 

en donde u y v son funciones con valores reales. Demuestre que w y i; también son 
soluciones de (i). Sugerencia: Sustituyay = í/>(x) en (i) y separe las partes real e imaginaria. 
*27. Si las funciones y j y y 2 son soluciones linealmente independientes dey" + p(x)y ' + q(x)y 
= 0, demuestre que entre ceros consecutivos de y^ existe uno y sólo un cero de y 2 . Obser- 
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ve que este resultado queda ilustrado por las soluciones y^(x) = eos x y y 2 W = sen x de 
la ecuación y" + y = 0. 

Cambio de variables. A menudo una ecuación diferencial con coeficientes variables, 

/' + p(x)y' + q{x)y = 0, (i) 

puede escribirse en una forma más adecuada para hallar una solución al hacer un cambio de 
las variables independientes o de la dependiente o las dos cosas. Estas ideas se examinan en 
los problemas 28 a 36. En particular, en el problema 28 se determinan las condiciones en Jas 
que la ecuación (i) puede transformarse en una ecuación diferencial con coeficientes cons¬ 
tantes, con lo cual se puede resolver con facilidad. En los problemas 29 a 36 se dan aplicacio¬ 
nes específicas de este procedimiento. 

*28. En este problema se determinan condiciones sobre py q tales que, por un cambio de la 
variable independiente, la ecuación (i) puede transformarse en una ecuación con coefi¬ 
cientes constantes. Sea z = u(jc) la nueva variable independiente, con la relación entre z y 
X que se especificará posteriormente. 

a) Demuestre que 

dy dz dy d^y ídz\^d^y d^z dy 

dx dx dz' dx^ dx^ dz 

b) Demuestre que la ecuación diferencial (i) queda 





dv 

~ + í](x)y = 0 . 


(ii) 


c) Para que la ecuación (ii) tenga coeficientes constantes, los coeficientes de d^yldz^ y 
de y deben ser proporcionales. Si ^(x) > 0, entonces es posible elegir que la constante de 
proporcionalidad sea uno; de donde 


z = u{x) = J [q{x)y^^ dx, (iii) 

d) Con la z elegida en el inciso c), demuestre que el coeficiente de dyidz de (ii) también 
es una constante, siempre que la expresión 


^'(x) -h 2pix)qix) 

2[q(x)r^ 


(iv) 


sea constante. Por tanto, (ii) puede transformarse en una ecuación con coeficientes cons¬ 
tantes por un cambio de la variable independiente, suponiendo que la función (q' + 2pq) 
es constante. ¿Cómo debe modificarse este resultado si q{x) < 0? 

En cada uno de los problemas 29 a 31, intente transformar la ecuación dada en una con 
coeficientes constantes por el método del problema 28. En caso de ser posible, halle la solu¬ 
ción general de la ecuación dada. 

*29. y" -h xy' -f- e~^"y = 0, -oo < x < oo 
*30. y" + 3xy' -h x^y = 0, —oo<x<oo 

*31. xy'' + (x^ - l)y' + x^ = 0, 0 < x < oo 

*32. Ecuaciones de Euler. En una ecuación de la forma 


x^y" -f axy' 4- j9y = 0, 


X > 0, 
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en donde a y j3 son constantes reales, se conoce como ecuación de Euler. Demuestre que la 
sustitución z = In X transforma una ecuación de Euler en una ecuación con coeficientes 
constantes. Las ecuaciones de Euler se analizan con detalle en la sección 5.5. 

En cada uno de los problemas 33 a 36 aplique el resultado del problema 32 para resolver la 
ecuación dada, para x > 0. 

*33. + xy' -h ^ — 0 *34. x^y" + 4xy + 2y = 0 

*35. x^y' + 3xy -h 1.25y = 0 *36. x^y" ~~ 4xy' ~ 6y ~Q 


3.5 Raíces repetidas; reducción de orden 

En secciones anteriores se mostró cómo resolver la ecuación 

ay" + by' + cy = 0 (1) 

cuando las raíces de la ecuación característica 

ar^ + br + c = 0 (2) 

son reales y diferentes, o bien, complejas conjugadas. Ahora se considerará la tercera posi¬ 
bilidad; a saber, que las dos raíces y son iguales. Este caso se presenta cuando el 
discriminante ~ 4ac es cero y, por la fórmula cuadrática, se deduce que 

= r 2 = ~~h/2a. (3) 

La dificultad salta a la vista inmediatamente; las dos raíces dan la misma solución 

y\ix) - (4) 

de la ecuación diferencial (1), y no es obvio cómo hallar una segunda solución. 


Ejemplo 1 


•i Resolver la ecuación diferencial 

i"? y L 4y + 4y = 0. , r (5) 


I 


La ecuación característica es 

4- 4r -H 4 = (r -h 2)^ = 0, 


% de modo que = --2. Por lo tanto, una solución de la ecuación (5) es y^(x) = e~^^- Para 

J encontrar la solución general de (5) se necesita una segunda solución que no sea un múltiplo de 
%yy Puede hallarse esta segunda solución por un método ideado por D’Alembert^ en el siglo 
i IXVIII. Recuerde que como y|(x) es una solución de (1), también lo es cy^(x) para cualquier 


^ Jean D’Alembert (1717-1783), matemático francés, fue contemporáneo de Euler y de Daniel Bernoulli, y se 
le conoce principalmente por su trabajo en la mecánica y las ecuaciones diferenciales. El principio de 
D’Alembert de la mecánica y la paradoja de D’AIembert de la hidrodinámica recibieron su nombre en honor 
a él y ia ecuación de onda apareció por primera vez en su artículo sobre cuerdas vibrantes en 1747. En sus 
últimos años se dedicó esencialmente a la filosofía y a sus actividades como editor de ciencias de hEncyclopédie 
de Diderot, 
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I constante c. La idea básica es generalizar esta observación al sustituir c por una función v{x) y 
I luego intentar determinar v{x) de modo que el producto i^(x)yj(x) sea una solución de la ecua- 
i ción (1). 

A fin de realizar este procedimiento se sustituye y = ¿;(x)y^(x) en (1) y se usa la ecuación 
I resultante para hallar v{x). Si parte de 


y = = v{x)e-^\ 

(6) 

y' ~ v'{x)e~^'' — 2v(x)e~^^ 

(7) 

'(x)e~^'' — 4i;'(x)e'^^ -h 4 i;(x)é?*^^. 

(8) 


! se tiene 


j Al sustituir las expresiones de las ecuaciones (6), (7) y (8) en (5) y agrupar términos, se obtiene 
[i;”(x) - 4v'(x) + 4i;(x) + 4v'(x) — 8i;(x) 4* 4v{x}]e~^'' = 0, 
i que se simplifica a 

v"(x) = 0. (9) 

I Por consiguiente, 

v'(x) = Cj 

\y 

v{x) = CyX + C2, ( 10 ) 

J en donde y C 2 son constantes arbitrarias. Por último, al sustituir u(x) de la ecuación (6) por la 
É expresión dada en la (10), se obtiene 


y = Cjxe -f C 2 e 


(H) 

El segundo término del segundo miembro de la ecuación (11) corresponde a la solución origi¬ 
nal y^(x) = exp(-2x), pero el primer término surge de una segunda solución a saber, y 2 (x) = x 
i exp(“2x). Es evidente que estas dos soluciones no son proporcionales, pero puede verificarse 
; que son linealmente independientes al calcular su wronskiano: 


Myí.y2}M = 


e 


■ 2x 


_ g-4l 


i Por lo tanto, 


yi(x) = e 


~ ¿,~2x 


xe 

(1 -2x)c-2" 


y^ix) == xe" 


( 12 ) 


I forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación (5), y la solución general de esa 
í ecuación queda dada por (11). 


El procedimiento utilizado en el ejemplo 1 puede extenderse a una ecuación general cuya 
ecuación característica tiene raíces repetidas. Es decir, se supone que los coeficientes de 
la ecuación (1) satisfacen b^-4ac = 0, en cuyo caso 
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yi{x) ^ e 

es una solución. Entonces se supone que 
y se sustituye en (1) para determinar Se tiene 


y' = v’(x)e — —- v{x)e 


h 

y' = + —-y (15) 

a 4a 

Entonces, al sustituir en (1) se obtiene 

ja v"{x)— ~ v'{x) 4-v{x) +b v'ix) — ^v(x) + cí;(x)|c~^^^^"'= 0, (16) 

L L ^ J L J J 

Si se cancela el factor Qxp(~bx/2a), que es diferente de cero, y se reagrupan los demás 
términos, se encuentra que 

/b^ \ 

av'Xx) + ( — b + b)v'ix) ^ ^ cjv{x) = 0. (17) 

Es obvio que el término en que aparece v^x) es cero. Además, el coeficiente de v(x) es 
c - (b^/4a\ que también es cero porque b^ - 4ac = 0 en el problema que se está consideran¬ 
do. Por tanto, como en el ejemplo 1, la ecuación (17) se reduce a 


v'\x)=:0; 


por consiguiente, 


v{x) = C^X + C 2 . 

De donde, por la ecuación (13), se tiene 

y — 

Por tanto, y es una combinación lineal de las dos soluciones 
y^íx) = y2(^) = 

El wronskiano de estas soluciones es 


W{y,,y2){x) = 


^~bxJ2a y^^-bx¡2a 


-bxj2a j 2 


Dado que W(y^, >’ 2 )(-^) nunca es cero, las soluciones y^ y >^2 dadas por la ecuación (19) son 
un conjunto fundamental de soluciones. Además, la ecuación (18) es la solución general de 
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(1) cuando las raíces de la ecuación característica son iguales. En otras palabras, en este 
caso existe una solución exponencial correspondiente a la raíz repetida, mientras que se 
obtiene una segunda solución al multiplicar la solución exponencial por x, En los proble¬ 
mas 15 a 17 se describen otros métodos que conducen a la forma de la segunda solución. 


Ejemplo 2 i Encontrar la solución del problema con valor inicial 

I y'_ y + 0.25y = 0, y(0) = 2, y(0) = i (21) 

m La ecuación característica es 

I r" - r + 0.25 = 0, 

p de modo que las raíces son = ^2 = 1/2. Por tanto, la solución general de la ecuación diferencial es 

I' y = -h C 2 xe^'^. (22) 

% La primera condición inicial exige que 


i 



y(0) = Cj = 2. 

Para satisfacer la segunda condición inicial en primer lugar se deriva la ecuación (22) y se hace 
jc = 0; esto da 

/(O) = iCj -h C2 = i 

de modo que C 2 = -2/3. Por tanto, la solución del problema con valor inicial es 

_y = (23) 


En este caso, el comportamiento geométrico de las soluciones es semejante al del caso en 
el que las raíces son reales y diferentes. Si los exponentes son positivos o negativos, enton¬ 
ces la magnitud de la solución crece o decrece en consecuencia; el factor lineal x tiene poca 
influencia. En la figura 3.5.1 se muestra una solución decreciente, en donde se ha trazado la 
gráfica de una solución típica de la ecuación (5). Una solución creciente queda ilustrada por 
la solución del problema con valor inicial del ejemplo 2, cuya gráfica se muestra en la 
figura 3.5.2. Por último, si la raíz repetida es cero, entonces la ecuación diferencial esy" = 
0 y la solución general es una función lineal de x. 

Resumen. Ahora es posible resumir los resultados que se obtuvieron para las ecuaciones 
lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes, 

ay” -h by' + cy = 0. (1) 

Sean r^ y r^ las raíces del polinomio característico correspondiente 

4- ¿r + c = 0. (2) 

Si /-j y r^ son reales pero no iguales, entonces la solución general de la ecuación diferencial 
(1) es 


y — -h C 2 e'■^^ 


(24) 
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FIGURA 3.5.1 Una solución típica de y" + 4y' + 4y = 0. 



FIGURA 3.5.2 Solución de /' -y' + 0.25>' = 0, y(0) = 2, /(O) = 1/3. 


y 
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Si y r 2 son complejas conjugadas, A± //i, entonces la solución general es 

y = eos jux + sen (25) 

Si Tj y r 2 , entonces la solución general es 

y = + C 2 xe'*‘^ (26) 


Reducción de orden. Vale la pena hacer notar que el primer procedimiento utilizado en 
esta sección para las ecuaciones con coeficientes constantes es de aplicación más general. 
Supóngase que se conoce una solución y ^(jc), que no sea cero en todo punto, de 

y" + p{x)y' + qix)y = 0. (27) 

Para encontrar una segunda solución, sea 

y = í;(x)yi(x); (28) 


entonces 


y' == v'{x)y^(x) + v{x)y\{xX 
y" = v"(x)yi(x) + 2i;'(x)y;(x) + v(x)y';(x). 

Si se sustituyen y, y' y y" de la ecuación (27) por sus expresiones que acaban de darse 
y se agrupan los términos, se encuentra que 

y^v" + (2y; + py^)v' + (y'/ + py\ + qy^)v = 0. (29) 

Dado quey^ es una solución de (27), el coeficiente de ¿;en la (29) es cero, de modo que la 
ecuación (29) queda 


yiv" + (2y'i + pyi)v' = 0. (30) 

A pesar de su apariencia, la ecuación (30) es en realidad una ecuación de primer orden para 
la función v' y es posible resolverla como una ecuación lineal de primer orden o como una 
ecuación separable. Una vez que se encuentra entonces se obtiene v por integración. 
Finalmente, y se determina a partir de la ecuación (28). Este procedimiento se llama méto¬ 
do de reducción de orden porque el paso decisivo es la solución de una ecuación diferencial 
de primer orden para v', en vez de la ecuación original de segundo orden para y. Aunque es 
posible escribir una fórmula para v(x), en vez de ello se ilustrará la manera en que funciona 
este método con algunos ejemplos. 


Ejemplo 3 B Dado que y^(x) = x ^ es una solución de 


2x^y" ~h 3xy' — = 0, x > 0 

hallar una segunda solución linealmente independiente. 

Se hace y = ¿;(x)x"^; entonces 

y = v'x~^ — vx"^, y" = — 2v*x~^ + 2i;x~^. 

Si se sustituyen y, y' y y" de la ecuación (31) y se agrupan términos se obtiene 


(31) 



174 


Ecuaciones lineales de segundo orden 


2x^{v''x~^ — 2v'x~^ + 2vx~^) 4~ 3x(t;'x“^ - ux"^) - vx^^ 

~ 2xV' + (-4 -f 3)v' -f (4x" ^ — 3x"'^ — x “^)v 

~ 2xv" — v' = 0. (32) 


Observe que el coeficiente de v es cero, como debe ser; esto permite tener una útil comproba* 
ción de los pasos algebraicos. 

Si se separan las variables en la ecuación (32) y se despeja v'(x), se encuentra que 

v'(x) = cx^^^ 

entonces 

¿?(x) = fcx'^'^ + k. 


Se concluye que 


y = |cx^^^ + Jcx-^ (33) 

en donde cyk son constantes arbitrarias. El segundo término del segundo miembro de (33) es un 
múltiplo de y^(x) y se puede cancelar, pero el primer término proporciona una nueva solución 
independiente. Si se desprecia la constante multiplicativa arbitraria, se tiene y 2 (-^) = ^ 


Ejemplo 4 


Comprobar que yj(x) = x es una solución de la ecuación de Legendre de orden uno, 

(1 — x^)y'' — 2xy + 2y = 0, — 1 < x < 1, (34) 

y encontrar una segunda solución linealmente independiente. 

Si y = X, entonces y' = 1 y y" = 0. Si se sustituyen estas cantidades en la ecuación (34) se ve que 
y = X es una solución de esa ecuación. Para encontrar una segunda solución, sea y = xv{x); 
entonces 

y' = xv' + V, y' = XV'" + 2v\ 

Entonces, si se sustituyen y, y' y y" de la ecuación (34), se obtiene 

(1 — x^)(xu" -H 2v') — 2x(xi;' + i?) + 2 xí; == 0, 

o bien, 

x(l — x^)v" + (2 — 4x^)i;' = 0. (35) 

Al separar las variables, es posible escribir la ecuación (35) en la forma 


de lo cual se deduce que 


iyl 

V 


V'ix) - ; 


2x 


x^(l -x')’ 

en donde c es una constante arbitraria. Como consecuencia, 
dx 


(36) 


lix) 


-í 


xHl - X^) 


= c 


1 1 

4- -- 


dx '■ 


1 1 1 + X 

In-^- 

X 2 1 — X 
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Por lo tanto, si se suprime el multiplicador constante, se encuentra que una segunda solución de 
(34) es 

y {x) = xi;(x) = 1 - ~ In (37) 

2 1 — X 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 10, encuentre la solución general de la ecuación diferencial 
dada. 


1. - 2/ 4- y - 0 

3. 4y" ~ 4y^ ~ 3y - 0 
5. y" - ly + lOy = 0 
7. 4y" + 17/ + 4y - 0 

9. 25y" - 20y' + 4y = 0 


2. 9y" + 6y' + y = 0 
4. 4/' + 12/ -h 9y = 0 
6. y" - 6y' + 9y - 0 
8. 16y" + 24y' + 9y = 0 

10. 2/' -f 2y' + y = 0 


En cada uno de los problemas 11 a 14, resuelva el problema con valor inicial dado. Trace la 
gráfica de la solución y describa su comportamiento para x creciente. 


11 . 9y'' - 12 / + 4y - 0, y(0) = 2 , y'(0) = - 1 

12. y" - 6y' + 9y = 0, y(0) = 0, y^(0) = 2 

13. 9y" + 6/ + 82y = 0, y(0) - -1, /(O) = 2 

14. /' + 4/ + 4y = 0, y(- 1) = 2, /(- 1) = 1 

En los problemas 15 a 17 se indican otras maneras de encontrar la segunda solución cuando 
la ecuación característica tiene raíces repetidas. 

15. a) Considere la ecuacióny" + 2ay' + a^y = 0. Demuestre que las raíces de la ecuación 
característica son = r 2 = -a, de modo que una solución de la ecuación es . 

b) Aplique la fórmula de Abel [ecuación (7) de la sección 3.3] para demostrar que el 
wronskiano de dos soluciones cualesquiera de la ecuación dada es 

W(x) = yi(x)/2(x) - /i(x)y2(x) = 

en donde Cj es una constante. 

c) Haga yj(x) = y aplique el resultado del inciso b) para demostrar que una segunda 
solución esy 2 (^) = 

*16. Suponga que r^ y son raíces de + c = 0 y que ^ r^, entonces exp(rjx) 

y exp(r 2 x) soluciones de la ecuación diferencial ay" + by' + cy = 0. Demuestre que </)(x; 
Tp = [exp(r 2 x) - exp(rjx)]/(r 2 - r^) también es una solución de la ecuación para ^ 
Ty Entonces considere r^ como fija y aplique la regla de UHospital para evaluar el límite 
de <^(x; Tj, r^ cuando r^ r^ obteniéndose de esta manera la segunda solución en el 
caso de raíces iguales, 

*17, a) Si ar^ + br + c = 0 tiene las raíces iguales demuestre que 

L[^"í - aie'T + b{e’'^y + = a{r ~ (i) 

Dado que el segundo miembro de (i) es cero cuando r = se concluye que exp(rjx) es 
una solución de L[y] = ay" + by' + cy = 0, 
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b) Derive (i) con respecto are intercambie la derivación con respecto a r y con respec¬ 
to a X demostrando en consecuencia que 


d 

Jr 





= L[xe'’^] = axc''^(r — ri)^ -1- 2ae''*(r — r,). 


(ii) 


Dado que el segundo miembro de (ii) es cero cuando r = r.^ concluya que jc exp(rjx) 
también es una solución de L[y] = 0. 

En cada uno de los problemas 18 a 25, aplique el método de reducción de orden para encon¬ 
trar una segunda solución de la ecuación diferencial dada. 

18. xV' + 2xy = 0, X > 0; yj(x) - 1 

19. -I- 2xy - 2y = 0, x > 0; >’i(x) = x 

20. x^/' + 3xy' + y = 0, X > 0; y^{x) = x“ ^ 

21. x^y" - x(x + 2)y' + (x + 2)y = 0, x > 0; ^^{x) = x 

22. xy' - y' + 4x^y = 0, x > 0; yj(x) = senx^ 

23. (x - l)y' ~ xy' 4- y = 0, x > 1; y^ix) = e"" 

24. x^y" - (x - 0.1875)y = 0, x > 0; y^íx) = 

25. x^y" -y xy' + (x^ — 0.25)y = 0, x > 0; yi(x) = x" sin x 

26. La ecuación diferencial 


xy" - (x 4 - iV)y + iVy = 0, 

en donde N es un entero no negativo, ha sido analizada por varios autores."^ Una de las 
razones por las que resulta interesante es que tiene una solución exponencial y una solu¬ 
ción polinomial. 

a) Verifique que una solución es yj(x) = e^. 

b) Demuestre que una segunda solución tiene la forma y 2 (^) = dx. Calcule 

y^ix) para V = 1 y V = 2; compruebe que, con c = -1/V!, 

X x^ x^ 

y2(x) =1+17+2!^"'^ Ñ!’ 

Observe que y 2 (A:) es exactamente los V + 1 primeros términos de la serie de Taylor en 
torno a X = 0 para es decir, para y ^(x). 

27. La ecuación diferencial 


y" 4- (5(xy 4- y) = 0 

se presenta en el estudio del flujo turbulento de una corriente uniforme que pasa en torno 
a un cilindro circular. Verifique que y^(x) = exp(-óx^/2) es una solución, y luego en¬ 
cuentre la solución general en forma de integral. 

28. El método del problema 15 puede extenderse a las ecuaciones de segundo orden con 
coeficientes variables. Si y^ es una solución conocida que no se anula de y" + p(x)y' + 
q(x)y = 0, demuestre que una segunda solución y^ satisface (y 2 /yi)" = ^(yp y 7 )ly\y 
donde W{y^, y^ es el wronskiano de y^ y y^. A continuación, aplique la fórmula de Abel 
[ecuación (7) de la sección 3.3] para determinar y^. 


^ T. A. Newton, “On Using a Differential Equation to Generate Polynomials”, American Mathematical Mon~ 
thly 81 (1974), pp. 592-601. Ver también la bibliografía ahí proporcionada. 
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En cada uno de los problemas 29 a 32, aplique el método del problema 28 para hallar una 
segunda solución independiente de la ecuación dada. 

29. x^y" + 3xy' + y = 0, x > 0; yi(x) = x“ * 

30. xy" — y + 4x^y = 0, x > 0; yiW = sen (x^) 

31. (x — l)y" — xy' + y = 0, x > 1 ; yi(x) = 

32. x^y" + xy' + (x^ — v^)y = 0, x > 0; yi(x) = x^ sen x 

Comportamiento de las soluciones cuando x oo. Los problemas 33 a 35 se refieren al 
comportamiento de las soluciones en el límite cuando x oc. 

33. Sia, by c son constantes positivas, demuestre que todas las soluciones de ay" + by' + cy 
= 0 tienden a cero cuando x -► oo. 

34. a) Si fl > 0 y c > 0, pero b = 0, demuestre que el resultado del problema 33 deja de ser 
verdadero, pero que todas las soluciones son acotadas cuando x -► oo. 

b) Si > 0 y b > 0, pero c = 0, demuestre que el resultado del problema 33 deja de ser 
cierto, pero que todas las soluciones tienden a una constante que depende de las condi¬ 
ciones iniciales cuando x cc. Determine esta constante para las condiciones iniciales 

y(0)=yo’>''(0)=>’í- 

35. Demuestre que y = sen x es una solución de 

y" + {k sen^ x)y' + (1 — k eos x sen x)y = 0 

para cualquier valor de la constante Si 0 < /: < 2, demuestre que \~k eosx senx > 0 
y sen^ x ^ 0, Por tanto, observe que aun cuando los coeficientes de esta ecuación 
diferencial con coeficientes variables son no negativos (y el coeficiente de y' es cero só¬ 
lo en los puntos x = 0, ;r, 2;r,.. .), tiene una solución que no tiende a cero cuando x -> oc. 
Compare esta situación con el resultado del problema 33. Por tanto, se observa una 
situación que no es extraña en la teoría de las ecuaciones diferenciales: ecuaciones apa¬ 
rentemente muy semejantes pueden tener propiedades bastante diferentes. 

Ecuaciones de Euler. Aplique la sustitución presentada en el problema 32 de la sección 3.4 
para resolver cada una de las ecuaciones de los problemas 36 y 37. 

36. x^y" — 3xy' -f 4y = 0, x > 0 37. x^y" -I- 2xy' -h 0.25y = 0, x > 0 


3.6 Ecuaciones no homogéneas; méto do de los coeficientes indeterminados 


Ahora se regresará a la ecuación no homogénea 

í-íylí ^ y" + pMV + ^(x)y = gM (i) 

en donde p, qy g son funciones (continuas) dadas sobre el intervalo abierto /. La ecuación 

^[y] = + pMy' + qix)y = o, (2) 

en la que ^(x) = 0y py q son las mismas de (1), se llama ecuación homogénea corres¬ 
pondiente a la ecuación (1). Los dos resultados siguientes describen la estructura de las 
soluciones de la ecuación no homogénea (1) y proporcionan una base para construir 
su solución general. 






Ecuaciones lineales de segundo orden 



Para probar este resultado, observe que Fj y satisfacen las ecuaciones 
L[y,](x) = í/(x), L[y,](x) = íy(x). 

Si se resta la segunda de estas ecuaciones de la primera, se tiene 


L[FJ)(x) - L[Y,](x) = g{x) - g{x) = 0 


Sin embargo, 


( 4 ) 

( 5 ) 


L[y,] - L[y,] = L[y, - y,] 

porque L es un operador lineal, de modo que (5) queda 

L[Y, - Y.Jx) = 0. (6) 

La ecuación (6) establece que Fj y F^ es una solución de la ecuación (2). Por último, dado que 
todas las soluciones de (2) pueden expresarse como combinaciones lineales de un conjunto 
fundamental de soluciones, por el teorema 3.2.4, se deduce que la solución F^ - ¥2 puede es> 
cribirse de esa manera. De donde, la ecuación (3) se cumple y demostración queda completa. 



La demostración del teorema 3.6.2 se deduce de inmediato a partir del teorema preceden¬ 
te. Observe que (3) se cumple si F^ se identifica con una solución arbitraria </> de (1) y F^ se 
identifica con la solución específica F. A partir de (3) se obtiene en consecuencia 

(p(x) - y(x) = C'i.Vi(x) + C'2>’2(v), (8) 

que es equivalente a la ecuación (7). Dado que (f> es una solución arbitraria de (1), la expre¬ 
sión del segundo miembro de (7) incluye todas las soluciones de (1); por tanto, es natural 
darle el nombre de solución general de la ecuación (1). 
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En palabras algo diferentes, el teorema 3.6.2 afirma que para resolver la ecuación no 
homogénea (1) es necesario realizar tres cosas: 

1. Hallar la solución general + C 2 y 2 {x) de la ecuación homogénea correspondien¬ 

te. Esta solución suele denominarse solución complementaria y puede denotarse por 

2. Encontrar alguna solución sencilla y(x) de la ecuación no hom.ogénea. A menudo a 
esta solución se le menciona como solución particular. 

3. Sumar las funciones encontradas en los dos pasos precedentes. 

Ya se analizó cómo hallar yfx), por lo menos cuando la ecuación homogénea (2) tiene 
coeficientes constantes. Por lo tanto, en el resto de esta sección y en la siguiente, se enfoca¬ 
rá la atención en encontrar una solución particular Y(x) de la ecuación no homogénea (1). 
Son dos los métodos que se analizarán. Se conocen como método de los coeficientes inde¬ 
terminados y método de variación de parámetros, respectivamente. Cada uno tiene algunas 
ventajas y algunos defectos posibles. 

Método de los coefícíentes indeterminados. Este método requiere que se haga una su¬ 
posición inicial acerca de la forma de la solución particular y(x), pero se dejan los coefi¬ 
cientes sin especificar. La expresión supuesta se sustituye en la ecuación (1) y se intenta 
determinar los coeficientes de manera que esa ecuación se satisfaga. En caso de buen resul¬ 
tado se encontró una solución de la ecuación diferencial (1) y es posible usarla como la 
solución particular y(;c). Si no es posible determinar los coeficientes, significa que no exis¬ 
te solución de la forma supuesta. En este caso puede modificarse la suposición inicial e 
intentar una vez más. 

La ventaja más importante del método de los coeficientes indeterminados es que su eje¬ 
cución es directa una vez que se hace la suposición acerca de la forma de y(jc). Su principal 
limitación es que es útil fundamentalmente para ecuaciones en las que es fácil escribir de 
antemano la forma correcta de la solución particular. Por esta razón, este método suele 
usarse sólo para problemas en los que la ecuación homogénea tiene coeficientes constantes 
y el término no homogéneo se restringe a una clase relativamente pequeña de funciones. En 
especial, sólo se consideran términos homogéneos que constan de polinomios, funciones 
exponenciales, senos y cosenos. A pesar de estas limitaciones, el método de los coeficien¬ 
tes indeterminados es útil para resolver muchos problemas que tienen aplicaciones impor¬ 
tantes. Este método se ilustrará con varios ejemplos y luego se resumirán las reglas para 
aplicarlo. 


Ejemplo 1 i Encontrar una solución particular de 

í y" — 3y' — 4y = (9) 

1 Se busca una función y tal que la combinación Y'Xx) - 3YXx) - 4y(;c) sea igual a 3e^^. Como 
J la función exponencial se reproduce por medio de la derivación, la forma más razonable de 
g lograr el resultado que se desea es suponer que y(;c) es algún múltiplo de es decir, 

i y(x) - 

m en donde el coeficiente A aún está por determinarse. Para encontrar A se calculan 

Y'{x) = Y”{x) — 4Ac^'^, 
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Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


y se sustituye en lugar de y, y' y y" en la ecuación (9). Se obtiene 

(4/1 - 6/1 - 

De donde, -44 = 3, de modo que A = -1/2. Por tanto, una solución particular es 

y(x) = -le^\ 


( 10 ) 


S Encontrar una solución particular de 

I “ 3/- 4y ^ 2 senx (11) ^ 

ti 

S Por analogía con el ejemplo 1, suponga primero que y(A') = A sen a, en donde A es una cons- 

^ tante por determinar. Al sustituir en (11) y reordenar los términos se obtiene 

% 

— 5A sen A - 3A eos X = 2 sen A. (12) 


S 


No existe elección de la constante A que satisfaga la ecuación (12) para todax, por lo que 
se concluye que la suposición referente a y(x) es incorrecta. La aparición del término cose¬ 
no en (12) sugiere modificar la suposición original para incluir un término cosenoidal en 
y(x); es decir, 

Y(x) = A sen A + B eos x, 


si en donde deben determinarse Ay B, Entonces, 

íl 

% y'(x) = A eos X — B sen x, y"(x) = — A sen x — B eos x. 


% 


% 

fe: 


Al sustituir estas expresiones en lugar de y, y' y y" en la ecuación (11) y agrupar términos se 
obtiene 

(~ A 3B — 4A)sen x + { — B — 2>A — 4B)cos x = 2 senx. (13) 

Para satisfacer la ecuación (13) es necesario hacer corresponder los coeficientes de sen x y eos x 
de cada miembro de la ecuación; por tanto, A y B deben satisfacer las ecuaciones 


~5AA 3B = 2, -3A-5fí-0. 


¡g De donde, A = -5/17 y B = 3/17, de manera que una solución particular de la ecuación (11) es 

y(x) = — sen X -I- eos x. 


J Encontrar una solución particular de 

I y" - 3/ - 4y = 4xL (14) 

J Como el segundo miembro de la ecuación (14) es un polinomio, es natural suponer que Y 

j también es un polinomio del mismo grado o superior. En esta sección se demostrará después que 
(con ciertas excepciones) basta suponer que Y es un polinomio del mismo grado que el término 
J no homogéneo; por lo tanto, se supone que 

g r(x) = Ax^ + Bx^C. 

Se sigue que 


y'(x) = 2Ax + B, 


Y"{x} = 2A. 
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¡ Si se sustituyen estas expresiones en lugar de y, y' y y" en la ecuación (14) y se agrupan térmi¬ 
nos, se obtiene 

-4Ax^ -\r {--6Á - 4B)x + {2A - 3B - 4C) = 4x\ 

Al igualar los coeficientes de potencias iguales de jc, se encuentra que A, By C deben satisfacer 
-4/1 = 4, -6/4-4B = 0, 2/4-3B-4C = 0. 

Por tanto, A = -1, B = 3/2 y C = -13/8; de donde, una solución particular de (14) es 

y(x) = -f 

Los resultados de los ejemplos anteriores sugieren el siguiente principio: si el término no 
é homogéneo g{x) de la ecuación (11) es una función exponencial de supóngase que Y(x) 

es proporcional a la misma función exponencial; si g(x) es sen fix o eos fix, supóngase que 
Y(x) es una combinación lineal de sen fix y eos fix; si g(x) es un polinomio, supóngase 
que Y(x) es un polinomio del mismo grado. El mismo principio se aplica al caso en el que 
g(x) es un producto de cualesquiera dos o de los tres, de estos tipos de funciones, como se 
ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4 I Hallar una solución particular de 

y" — 3y' — 4y = — Se"" eos 2x. (15) 

En este caso se supone que F(x) es el producto de y una combinación lineal de eos 2x y sen 
2x; es decir, 

| y(x) = Ae"" eos 2x + Be"" sen 2x. 

En este ejemplo el álgebra es más tediosa, pero se concluye que 

y'(x) := (A -f- 2B)c" eos 2x + (-2A + B)e" sen 2x 

Y\x) = ( —34 + 4B)e^ eos 2x + ( —44 — 3B)e'' sen 2x. 

Al sustituir estas expresiones en la ecuación (15) se encuentra que A y B deben satisfacer 
I lOA + 2B = 8, 2A - lOB = 0. 

! De donde, A = 10/13 y B = 2/13; por consiguiente, una solución particular de (15) es 

y(x) = eos 2x + sen 2x. 


Ahora se supondrá que g(x) es la suma de dos términos, g(x) = g^(x) + g^ix) y que Y^ y Y 2 
son soluciones de las ecuaciones 


y 


ay" + by' + cy = gi(x) 


( 16 ) 


ay" + by' + cy = g 2 {xl 


(17) 
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respectivamente. Entonces, es una solución de la ecuación 

ay" + hy + cy == í ?( x ). (18) 

Para probar esta proposición sustituya y por + Y^ix) en la ecuación (18) y apliqúense 
las ecuaciones (16) y (17). Se cumple una conclusión semejante si ^(x) es la suma de cual¬ 
quier número finito de términos. El significado práctico de este resultado es que para una 
ecuación cuya función no homogénea ^(x) pueda expresarse como una suma, en vez de ella 
se pueden considerar varias ecuaciones más simples y después sumar los resultados. El 
siguiente ejemplo ilustra este procedimiento. 


Ejemplo 5 i- Encontrar una solución particular de 

I 

f y' -- 3y' — 4y = -I- 2 senx — eos 2x. 


(19) 


Al descomponer el segundo miembro de la ecuación (19), se obtienen las tres ecuaciones 

- 3y' 4y == 3c^-", 

y' — 3 y' ~ 4 y ~ 2 sen x, 


y 


3y' — 4y ^ eos 2x. 


En los ejemplos 1, 2 y 4, respectivamente, se han encontrado las soluciones de estas tres ecua- 
- ciones. Por lo tanto, una solución particular de (19) es su suma; a saber, 

if F(x) -j- eos X - Yi sen x + eos 2x + sen 2 x. 


El procedimiento que acaba de describirse e ilustrarse en los ejemplos anteriores permite 
resolver una gran clase de problemas de manera razonablemente eficiente. Sin embargo, 
existe una dificultad que se presenta algunas veces. En el siguiente ejemplo se ilustra cómo 
surge esta dificultad. 


Ejemplo 6 Hallar una solución particular de 

I V" - 3y - 4y = i "-’'. (20) 

« Procediendo como en el ejemplo 1, se supone que y(x) = Ae~^. Al sustituir en la ecuación (20), 
se obtiene 

I (^ + 3/1 (21) 

lil Dado que el coeficiente de del primer miembro de (21) es cero, es imposible resolver esta 
f ecuación para A. Por consiguiente, se concluye que no existe solución de la ecuación (20) con la 
fe forma supuesta. Se aclara la razón de este resultado posiblemente inesperado si se resuelve 
^ la ecuación homogénea 

f y" - 3y' - 4y = 0 (22) 

f: que corresponde a la (20). Las raíces de la ecuación característica asociada son = 4 y r 2 = -1, por 
t. lo que un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación (22) son yj(x) = y y 2 (-^) = ^ 
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j Ahora se ve que la solución particular supuesta de la ecuación no homogénea (20) es en realidad 

5 una solución de la ecuación homogénea (22). Como se vio, la sustitución de esa función en el 
g primer miembro de la ecuación (20) da cero, lo que imposibilita balancear el término diferente 
X de cero del segundo miembro de la (20). 

Por lo tanto, para encontrar una solución de (20) se necesita considerar funciones de una 

6 forma algo diferente. La función más simple, aparte de la propia que al ser derivada produce 
^ un término e~^, es eJC"LPor tanto, podría intentarse con Y{x) = (Ax + Sin embargo, no es 
§ necesario el término Be~^, ya que es una solución de la ecuación homogénea correspondiente y 
§ no ayuda a resolver la ecuación no homegénea. De donde, se supone que y(x) =Axe~^. Entonces, 

^ y'(x) = (A — Áx)e "^ y"(x) -{ — lA + /lx)e ■ 

|| Si se sustituyen estas expresiones en la ecuación (20) y se agrupan términos, se encuentra que 

I [(/Ix + 3/)x - 4Ax) + (-2.4 - 3.4)]í'‘^ = f ^ 

JÍ Por consiguiente, ^4 = -1/5 y una solución particular de (20) es 

I Y{x)= ~\xe \ 


El resultado del ejemplo 6 sugiere una modificación del principio antes enunciado: si al 
forma supuesta de la solución duplica a una solución de la ecuación homogénea correspon¬ 
diente, entonces modifique la solución particular supuesta multiplicándola por x. Algunas 
veces esta modificación es insuficiente para eliminar todas las duplicaciones de las solucio¬ 
nes de la ecuación homogénea, en cuyo caso es necesario multiplicar por jc por segunda 
vez. Para una ecuación de segundo orden, jamás será necesario llevar el proceso más ade¬ 
lante de lo expuesto. 

A continuación se resumen los pasos que intervienen en la solución general de una ecua¬ 
ción no homogénea de la forma 

ay" + hy'+ cy = g{x), (23) 

en donde los coeficientes a,b,yc son constantes. 

1 . Encontrar la solución general de la ecuación homogénea correspondiente. 

2. Comprobar que la función g(x) de la ecuación (23) pertenece a la clase de funciones 
analizadas en esta sección; es decir, que sólo contenga funciones exponenciales, se¬ 
nos, cosenos, polinomios o sumas o productos de estas funciones. Si este no es el caso, 
aplicar el método de variación de parámetros (que se analiza en la siguiente sección). 

3. Si g{x) = í)'j(x) + • • • + gjx); es decir, si g(x) es una suma de n términos, entonces forma 
n subproblemas, cada uno de los cuales contengí^sólo uno de los términos gfx), . . . 
g„(x). El í-ésimo subproblema consiste en la ecuación 

ay" -h hy' -h cy = g¿(x), 

en donde i va de 1 hasta n. 

4. Para el í-ésimo subproblema, suponer una solución particular y.(x) que conste de la 
función exponencial, seno, coseno, polinomio adecuado o una combinación de ellos. 
Si en la forma supuesta de y'.(x) existe alguna duplicación de las soluciones de la ecua¬ 
ción homogénea (halladas en el paso 1), multiplicar y.(x) por x, o (si es necesario) por 
x^, para eliminar la duplicación. Ver la tabla 3.6.1. 
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TABLA 3.6.1 SOLUCIÓN PARTICULAR DE ay" + by' + cy = g.(x) 


9i{x) 



PnW = ' + ••• + «„ 

xd^O^" + ^iX"" ^ 

-h • * ’ -h 


xd^ox" -f- 

+ • ‘ • -b 

(sin Bx 

i \ 

[eos px 

n(^o^" + A ix"~ 

+ • • • -b eos Px 

+ (Bqx” B] 

iX"-' + -+B„y“sin)Sx] 


Notas: Aquí es el menor entero no negativo (5 = 0,1 ó 2) que asegura que ningún término de yj(jc) sea una 
solución de la ecuación homogénea correspondiente. De manera equivalente, para los tres casos, s es el 
número de veces que 0 es una raíz de la ecuación característica, a es una raíz de esa ecuación y a + ip es 
una raíz de la misma, respectivamente. 


5. Hallar una solución particular T.(x) para cada uno de ios subproblemas. Entonces, la su¬ 
ma yj(A:) + • * + Y^{x) es una solución particular de toda la ecuación no homogénea (23). 

6. Formar la suma de la solución general de la ecuación homogénea (paso 1) y la solu¬ 
ción particular de la ecuación no homogénea (paso 5). Esta es la solución general de la 
ecuación no homogénea. 

El método de los coeficientes indeterminados es autocorrecíivo en el sentido de que si se 
supone demasiado poco respecto a y(x), pronto se llega a una contradicción que suele indi¬ 
car el camino hacia la modificación necesaria en la forma supuesta. Por otra parte, si se 
supone demasiado, entonces se realiza innecesariamente algún trabajo adicional y algunos 
coeficientes resultan ser cero, pero por lo menos se obtiene la respuesta correcta. 


Ejomplo 7 J Escribir la forma de una solución particular de 

% y'q-4v =senx — X sen 2x. (24) 

f En primer lugar se observa que la solución de la ecuación homogénea correspondiente y" + 
4y = 0 es 

y — Ci eos 2x + £*2 sen 2x. 

Luego se observa que el segundo miembro de la ecuación (24) cae en lo que cubre el método de 
los coeficientes indeterminados, como se presentó en el texto. Se forman los dos subproblemas 


y' + 4y = x^e sen x 

(26) 

y' + 4y = —X sen 2x. 

(27) 


* El segundo miembro de la (26) consta de un producto de un polinomio cuadrático, la misma 
J función exponencial y un seno, por lo que se supone una solución particular Tjíx) en la forma de 
É un producto de un polinomio cuadrático, la misma función exponencial y una combinación 
S lineal de los correspondientes seno y coseno. Por tanto, se supone que 

J yd-^) = “h Bx -h C)e“ eos X -I- (Dx^ + £x + F)e^ sen x. (28) 

J Ninguno de estos términos duplica la solución (25) de la ecuación homogénea, por lo que no es 
¡i necesario modificar la suposición inicial. 
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El segundo miembro de la ecuación (27) es un producto de un polinomio de primer grado y 
un seno, de modo que inicialmente se supone una solución particular Y 2 ^^) ecuación 

de la forma 

Y 2 (x) - (Gx + H)cos 2x + (Jx + K)sen 2x. (29) 

Sin embargo, algunos de los términos de esta Y 2 {x) son los mismos que los de la solución (25) de 
la ecuación no homogénea, de manera que es necesario multiplicar por x a fin de obtener la 
forma correcta para la solución particular de la ecuación (27); a saber, 

Yiix) — {Gx^ 4- Hx)cos 2x 4 (Jx^ 4 Kx)sen 2x, (30) 

Los coeficientes A, K do K^(x) y Y^ix) se encuentran como de costumbre, al sustituir las 
expresiones de las ecuaciones (28) y (30) en las (26) y (27), respectivamente. Una vez que se 
han determinado los coeficientes, la solución general de la ecuación (24) es la suma de las fun¬ 
ciones dadas por las ecuaciones (25), (28) y (30). Pueden elegirse las constantes arbitrarias Cj y 
C 2 de esta solución de modo que satisfagan cualquiera de las condiciones iniciales dadas. 

Demostración del método de los coefícientes indeterminados. En el análisis anterior se 
describió el método de los coeficientes indeterminados con base en varios ejemplos. Para 
probar que el procedimiento siempre funciona como se afirmó, a continuación se da un 
argumento general en el que se consideran varios casos correspondientes a formas diferen¬ 
tes del término no homogéneo ^(x). 

g(x) = P^(x) = üqX'^ + + • • • 4 a^. En este caso, la ecuación (23) queda 

ay" 4 by' + cy = a^x” + a^x”~^ 4 • ■ • 4 ¿ 2 ^. (31) 

Para obtener una solución particular se supone que 

y(x) = /lox" 4 4 • * • -i- 4 4 Á„. (32) 

Si se sustituye en la ecuación (31), se obtiene 

a[n{n - l)/lox”'^ 4-h 2A„^2] 4 ¿?(n/4ox'‘“^ ^ ^„-i) 

4 cíAqX'' 4 /lix"“^ 4 ■ • • 4 4 • • • 4 (33) 

Si se igualan los coeficientes de las potencias iguales da 

cAq = ao, 
cAi 4 nMo = «1, 

cA„ 4 4 2aA„_2 = a„. 

Siempre que c # 0, la solución de la primera ecuación esA^ = a^/c, y las ecuaciones restan¬ 
tes determinan... ,^4^ de manera sucesiva. Si c = 0, pero b Q, entonces el polinomio 
del primer miembro de la ecuación (33) es de grado /i -1 y no es posible que esta ecuación 
se satisfaga. A fin de tener la certeza de que áY"{x) 4 bY'{x) es un polinomio de grado n, 
debe elegirse Y{x) para que sea un polinomio de grado n 4 1. De donde, se supone 

y(x) = x(Aox" 4 • • • 4 A„l 
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En esta expresión no hay término constante para V{x), pero no es necesario incluir ese 
término, ya que, cuando c = 0, una solución de la ecuación homogénea es una constante. 
Como ¿7 ^ 0, se tiene que Aq = + 1), y pueden determinarse los demás coeficientes 

Aj, . .., A^^ de manera semejante. Si c y b son cero, se supone que 

y(x) = x^A^x" + • • • + A„). 

El término aY"(x) da lugar a un término de grado n y es posible proceder como antes. Una 
vez más, se omiten los términos constante y lineal de y(x\ ya que en este caso los dos son 
soluciones de la ecuación homogénea. 

g(a:) = e^^P^ix). El problema de determinar una solución particular de 

ay" + by' cy — (34) 

puede reducirse al caso precedente por simple sustitución. Sea 

Y{x) = e^^uix); 


entonces 


y'(x) = + aM(x)] 


y 


Y"{x) = e^^[u"{x) + 2an'(x) + a^n(x)]. 


Si se sustituyen en lugar de y, y' y y" de la ecuación (34), se cancela el factor y se 
agrupan términos, se obtiene 

au"{x) + (lace + b)uXx) + {aa^ + + c)u(x) P„(x). (35) 


La determinación de una solución particular de la ecuación (35) es precisamente el mismo 
problema, excepto por las denominaciones de las constantes, que el de resolver la (31). Por 
lo tanto, si aa^ + ba + c QS diferente de cero, se supone que u(x) = A^x” + • • ■ + A^; de 
donde, una solución particular de la ecuación (34) es de la forma 

y(x) - e^-\AoX^ 4- Aix"“' + ' - 4 A„). (36) 

Por otra parte, si aa^ 4 ¿a + c es cero, pero laa-^b no lo es, debe tomarse u(x) con la forma 
x(AqX” 4 • • • 4 A^). La forma correspondiente de y(x) es x veces la expresión del segundo 
miembro de (36). Debe hacerse notar que si aa^ ^ba + ets cero, entonces es una solución 
de la ecuación homogénea. Si tanto aa^ 4 ba 4 c como 2aa 4 b son cero (y esto implica que 
y xe^ son soluciones de la ecuación homogénea), entonces la forma correcta de u(x) es 
x^(AqX” 4 • • ■ 4 A^); de donde, y(x) es x^ veces la expresión del segundo miembro de (36). 


g(x) = ^“■*’P^(x)cos fix o ^"•*^P^(x)sen px. Estos dos casos son semejantes, de modo que 
sólo se considerará el último. Este problema puede reducirse al precedente si se observa 
que, como consecuencia de la fórmula de Euler, sen j3x = (c'^^ - De donde, g(x) es 

de la forma 


gix) = P„{x) 


2i 
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Problemas 


y debe elegirse 

Y{x) = + • • • + + • • ■ + 

o, de manera equivalente, 

y(x) = + • • • + >l„)cos fix + _j_ .. • -I- 5^)sen (ix. 

Por lo general, se prefiere la última forma. Si a ± ¿P satisface al ecuación característica 
correspondiente a la ecuación homogénea, por supuesto es necesario multiplicar cada uno 
de los polinomios por x para incrementar sus grados en uno. 

Si la función no homogénea comprende tanto a eos Px como a sen Px, suele ser conve¬ 
niente tratar juntos estos términos, ya que cada uno por separado puede dar a lugar a la 
misma forma de una solución particular. Por ejemplo, si p(:r) = x + 2 eos x, ^(entonces 
la forma de y(A:) sería 


y(x) = {AqX + y4i)senx-f (BqX -h B^)cos x, 
en el supuesto de que sen x y eos x no sean soluciones de la ecuación homogénea. 


En cada uno de los problemas 1 a 12, halle la solución de la ecuación diferencial dada. 


1. y" - 2y' - 3y = 

3. y" — 2y' — 3y = “'3xe“^ 

5. /' + 9y = + 6 

7. 2y" H- 3y' + y = x^ -f- 3 sen X 

9. u” + COqU = eos OÍX, (O^ 9^ col 10. U” -h Cülu — eos (DqX 

11. y" -h y' -I- 4y = 2 senh x Sugerencia: senh x = — e“*)/2 

12. y” - y - 2y = eosh 2x Sugerencia:cosh x = (e^ -h e“^)/2 


2. y" -h 2y 4- 5y = 3 sen 2x 
4. y" + 2y' = 3 -h 4 sen 2x 
6 . y' -I- 2y' -y y = 

8 . y" -f y = 3 sen 2x -f x eos 2x 


En cada uno de los problemas 13 a 18, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado. 

13. y" + y' — 2y = 2x, y(0) = 0, y'(0) = 1 

14. y" + 4y = x"^ -h 3e^ y(0) = 0, /(O) = 2 

15. y" - 2y' -h y = xe^ -h 4, y(0) = 1, y'(0) = 1 

16. y" - 2y' — 3y = 3xe^^ y(0) = 1, y'(0) = 0 

17. y" + 4y = 3 sen 2x, y(0) = 2, y'(0) = - 1 

18. y" -h 2y' -f 5y = 4e"^ eos 2x, y(0) = 1, y'(0) = 0 


En cada uno de los problemas 19 a 26, determine una forma adecuada para y(x) si ha de 
aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. No evalúe las constantes. 

19. y" + 3y' = 2x'‘’ -h x^e + sen 3x 

20. y" + y = x(l -h senx) 

21. y" — 5y' -h 6y = e* eos 2x -h e^*(3x -H 4)senx 

22. y" 4- 2y' -f 2y = 3^“"^ -h 2e~* eos x -h 4e“*x^senx 

23. y" — 4y' + 4y = 2x^ -h 4xe^* + x sen 2x 

24. y" + 4y = x^ sen 2x -h (6x -f- 7)cos 2x 
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25. y" + 3/ 2y = + l)sen 2x-l- 3e "" eos x + 

26. y" + 2/ -y 5y " 3xe^* eos 2x — 2xe~^^ eos x 

27. Determine la solución general de 

N 

y” + Á^y = ^ a„ sen m^a, 

m — 1 


en donde X> 0 y X¥^ mn para m = l, ..., N. 

28. En muchos problemas físicos la función de entrada (es decir, el término no homogéneo) 
puede especificarse mediante diferentes fórmulas en distintos periodos. Como ejemplo, 
determine la solución y = (f>(t) de 


+ y - 



0 < í < 7t, 

í > 71, 


que satisfaga las condiciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = 1, Suponga que y y y también 
son continuas en t = ;r. Trace la gráfica del término no homogéneo y de solución como 
funciones del tiempo. Sugerencia: Primero resuelva el problema con valor inicial para 
t ^ K\ luego para y > tt, determinando las constantes de la última solución a partir de las 
condiciones de continuidad en í = ;r. 

29. Aplique el método indicado en el problema 28 para resolver la ecuación diferencial 


y" + 2y' + 5y = 


0 < t < 7r/2, 
t > 71/2 


con las condiciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = 0. 


Comportamiento de las soluciones cuando jr oo. En los problemas 30 y 31 se continúa el 
análisis iniciado con los problemas 33 a 35 de la sección 3.5. Considere la ecuación diferencial 

ay” + b/ + cy = g{x), (*) 


en donde a,by c son positivos. 

30. Si yj(x) y Y 2 (x) son soluciones de la ecuación (i), demostrar que yj(x) -1^2W ^ cuando 

X oo. ¿Es verdadero este resultado si = 0? 

31 . Si g(x) = d, una constante, demostrar que toda solución de (i) tiende a die cuando x -► oo. 
¿Qué sucede si c = 0? ¿Qué sucede si también ¿7 = 0? 

32. En este problema se indica un procedimiento alternativo^ para resolver la ecuación dife¬ 
rencial 

y” -h by’ + cy = {D^ + bD -h c)y = ^(x), (i) 

en donde by c son constantes y D denota derivación con respecto a x. Sean y r 2 los 
ceros del polinomio característico de la ecuación homogénea correspondiente. Estas raí¬ 
ces pueden ser números reales y diferentes, reales e iguales o complejos conjugados. 


® R. S. Luthar, “Another Approach to a Standard Differential Equation”, Two Year College Mathematics Journal 
10 (1979), pp. 200-201; ver también el artículo de D. C. Sandell y R M. Stein, ^Tactorization of Operators of 
Second Order Linear Homogeneous Ordinary Differential Equations”, Two Year College Mathematics Journal 
8 (1977), pp. 132-141, respecto a un análisis más general de la factorización de operadores. 
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a) Compruebe que (i) puede escribirse en la forma factorizada 

(D - ri)(D - r2)y = g(xX 
en donde Tj + r 2 = y r^r 2 = c. 

b) Sea M = (D - r 2 )y. Demuestre que la solución de (i) puede encontrarse al resolver las 
dos ecuaciones de primer orden siguientes: 

(D - ri)u = g{x), {D - r 2 )y ^ u(x). 

En cada uno de los problemas 33 a 36, aplique el método del problema 32 para resolver la 
ecuación diferencial dada. 

33. y" - 3y - 4y = (ver el ejemplo 1) 

34. 2y" + 3y' + y = + 3 sen x (ver el problema 7) 

35. y" + 2y' + y = 2e~^ (ver el problema 6) 

36. y" + 2y' = 3 + 4 sen 2 jc (ver el problema 4) 


3.7 Variación de parámetros 

En esta sección se describe otro método para hallar una solución particular de una ecuación 
no homogénea. Este método, conocido como variación de parámetros, se debe a Lagrange 
y complementa bastante bien el método de los coeficientes indeterminados. La ventaja más 
importante de la variación de parámetros es que se trata de método general; en principio, 
por lo menos, es posible aplicarlo a cualquier ecuación y no requiere suposiciones detalla¬ 
das respecto a la forma de la solución. De hecho, más tarde en esta sección se aplica este 
método con el fin de obtener una fórmula para encontrar una solución particular de una 
ecuación diferencial lineal no homogénea arbitraria de segundo orden. Por otra parte, el 
método de variación de parámetros al final requiere la evaluación de ciertas integrales en 
las que interviene el término no homogéneo de la ecuación diferencial, lo cual puede pre¬ 
sentar dificultades. Antes de considerar este método en el caso general, se ilustrará su apli¬ 
cación con un ejemplo. 

Ejemplo 1 ■ Encontrar un solución particular de 

I y" + 4y = 3cscx. (1) 

Observe que este problema no cae dentro de los límites del método de los coeficientes inde¬ 
terminados porque el término no homogéneo g{x) = 3 esc x contiene un cociente (en vez de una 
suma o un producto) de sen x o de eos x. Por consiguiente, se necesita un enfoque diferente. Ob¬ 
serve también que la ecuación homogénea correspondiente a (1) es 

/' + 4y = 0, (2) 

y que la solución general de (2) es 

yXx) — Ci eos 2x + C 2 sen2x. 


(3) 
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La idea básica en el método de variación de parámetros es sustituir las constantes y de ia 
ecuación (3) por las funciones u^(x) y M 2 W» respectivamente, y después determinar estas funcio¬ 
nes de modo que la expresión resultante 

y = Wi(x) eos 2x + W 2 W sen 2x (4) 

sea una solución de la ecuación no homogénea (1). 

Para determinar y es necesario sustituir y de la ecuación (1) por su expresión dada en (4). 
Sin embargo, incluso sin llevar a cabo esta sustitución es posible anticipar que el resultado será 
una sola ecuación que comprenda alguna combinación de y «2 y sus dos primeras derivadas. 
Dado que se tiene una sola ecuación y dos funciones desconocidas, es de esperar que existan 
muchas posibilidades para Wj y que satisfagan las necesidades. Un punto de vista alternati¬ 
vo es que puede imponerse una segunda condición que se desee, para obtener así dos ecuacio¬ 
nes para las dos funciones desconocidas y u^- Pronto se demostrará (siguiendo a Lagrange) 
que es posible elegir esta segunda condición de una manera que se hagan a los cálculos marca¬ 
damente más eficientes. 

Si se regresa ahora a la ecuación (4), se deriva y se reagrupan los términos, se obtiene 

y' = — 2 mj(x) sen 2x + 2 u 2 {x) eos 2x + u\{x) eos 2x + W 2 (x) sen 2x (5) 

Si se tiene presente la posibilidad de elegir una segunda condición sobre Mj y « 2 , se requiere que 
los dos últimos términos del segundo miembro de (5) sean cero; es decir, que 

Ui(x) eos 2x -f W 2 (x)sen 2x = 0. (6) 

Entonces, de la ecuación (5) se concluye que 


y = -2ui(x) sen 2x + 2 w 2 (x) eos 2x. (7) 

Aunque el efecto final de la condición (6) aún no es evidente, por lo menos se simplificó la 
expresión para y'. Además, al derivar la ecuación (7) se obtiene 

y" = —4u^^x) eos 2x - 4 m2(x) sen 2x - 2u'j{x) sen 2x + 2 u 2 (x) eos 2x. (8) 

Entonces, si se sustituyen y y y" de la ecuación (1) por sus expresiones dadas en (4) y (8), 
respectivamente, se encuentra que Uj y «2 deben satisfacer 

— 2u|(x) sen 2x + 2u2(x) eos 2x = 3 esc x. (9) 


Resumiendo los resultados hasta este momento, se desea elegir y «2 de modo que se satis¬ 
fagan las ecuaciones (6) y (9). Estas ecuaciones pueden considerarse como un par de ecuaciones 
algebraicas lineales para las dos cantidades desconocidas u[(x) y «^(x). (6) y (9) pueden resol¬ 
verse de varias maneras. Por ejemplo, si se despeja «^(x) en (6), se tiene 


u^x) 


-u\{x) 


eos 2x 
sen 2x 


( 10 ) 


Luego, si se sustituye de la (9) por esta expresión y se simplifica, se obtiene 

3 CSC X sen 2x 

udx) = —---— — 3 eos X. 


() 1 ) 


Además, si se sustituye esta expresión para «'(x) en la ecuación (10) y se aplican las fórmulas 
para el doble de un ángulo, se encuentra que 
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3 eos X eos 2x 3(1 —2sen^x) 3 

u'Jx) =-—-— = --— =, ese X — 3 sen x 

sen 2x 2 sen x 2 


( 12 ) 


Una vez que se obtuvieron Wj(x) y «^(x), el paso siguiente es integrar para obtener u[{x) y 
M 2 W. El resultado es 

Mj(x) = — 3senx+íx (^^) 

y 

M 2 (x) = i In |csc X ~ eot x| + 3 eos x + C 2 . (Í4) 

Por último, al sustituir estas expresiones en la ecuación (4), se tiene 

y = —2sQnx eos 2x + I Injcse x — eot x|sen 2x H- 3 eos x sen 2x 

+ Cj eos 2x + C 2 sen 2x (15) 


Los términos de la ecuación (15) en los que aparecen las constantes arbitrarias y C 2 son la 
solución general de la ecuación homogénea correspondiente, mientras que los demás términos 
son una solución particular de la ecuación no homogénea (1). Por lo tanto, (15) es la solución 
general de la ecuación (1). 


En el ejemplo anterior pudo aplicarse bien el método de variación de parámetros en la 
determinación de una solución particular y, por lo tanto, de la solución general de la ecua¬ 
ción (1). La siguiente pregunta es si este método puede aplicarse de manera eficaz a una 
ecuación arbitraria. Como consecuencia, se considera 

y" + p(x}y' + q{x)y = g(x), (16) 

en donde p, q y gson funciones continuas dadas. Como punto de partida, se supone que se 
conoce la solución general 


ycW = + C2>'2(X) (17) 

de la ecuación homogénea correspondiente 

y" + p{x)y'+ q(x)y = a. (18) 

Esta es una suposición importante porque hasta el momento se ha mostrado cómo resolver 
la ecuación (18) sólo si tiene coeficientes constantes. Si tiene coeficientes que dependen de 
X entonces, por lo general, para obtener y^(x) deben aplicarse los métodos que se describen 
en el capítulo 5. 

La idea decisiva, como se ilustra en el ejemplo 1, es sustituir las constantes y C 2 de la 
ecuación (17) por las funciones u^{x) y U 2 {x), respectivamente; esto da 

>’ = WiWyi(^) + W2(x)y2(x). (19) 

A continuación se intenta determinar Wj(x) y u^ix) de manera que la expresión de (19) sea 
una solución de la ecuación no homogénea (16), en lugar de serlo de la ecuación homogé¬ 
nea (18). Por tanto, se deriva la (19) y se obtiene 


/ = Wi(^)yi(>c) + u^{x)y\{x) -h u'2{x)y2{x) + U2(x)y2(^)- 


(20) 
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Como en el ejemplo 1, ahora se igualan a cero los términos de la ecuación (20) en los que 
aparecen u[{x) y decir, se requiere que 

(^)y 1 (x) + «2 Wy2(^) = 0- (21) 

En seguida, con base en (20), se tiene 

y = WiW/iW + U2{x)y2(x), (22) 

Además, al derivar una vez más se obtiene 

y" - m;(x)/i(x) + Mi(x)y/(x) + u' 2 (x)y 2 {x) 4- U 2 [x)y 2 (x\ (23) 

Ahora se sustituyen y, y' y y" de la ecuación (16) por sus expresiones dadas en (19), (22) 
y (23), respectivamente. Después de reordenar los términos de la ecuación resultante se 
encuentra que 


Mi(x)[/i'(x) + p(x)/i(x) + <?(x)>'i(x)] 

+ “2(x)[/2'(x) + p(x)y'2{x) + q'(x)};2(x)] 

+ M'i(x)yi(x) + U 2 (x)/ 2 (x) = g(x). (24) 


Cada una de las expresiones entre corchetes de la ecuación (24) es cero porque tanto y^ 
como y 2 son soluciones de la ecuación homogénea (18). Por consiguiente, (24) se reduce a 

u'i(x)y'i(x) + u' 2 (x)y' 2 {x) = g{x). (25) 

Las ecuaciones (21) y (25) forman un sistema de dos ecuaciones algebraicas lineales para 
las derivadas w'(x) y «^(x) de las funciones desconocidas. Estas ecuaciones corresponden 
exactamente a las (6) y (9) del ejemplo 1. 


Al resolver el sistema (21), (25) se obtiene 


m;(x) === 




Ujix) = 


yi{x)g{x) 
42)W ’ 


(26) 


en donde W(yp >^ 2 ) wronskiano de y^ y ^ 2 - Observe que es permisible dividir entre W, 
porque y ^ y ^2 son un conjunto fundamental de soluciones y, por lo tanto, su wronskiano es 
diferente de cero. Al integrar las ecuaciones (26) se encuentran las funciones deseadas «^^(x) 
y U 2 ÍX); a saber, 


Ml(x) = - J 


y2(x)g(x) 

mvx, y2)(x) 


dx + C|, 


M2(x) = J 


yi(x)g(x) 

W^(v,,y2)(x) 


dx -y c 2 - 


(27) 


Por último, si se sustituyen las expresiones (27) en la ecuación (19) da la solución general 
de la ecuación (16). Este resultado se enuncia como un teorema. 
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AI examinar la expresión (28) y repasar el proceso mediante el cual se obtuvo, es posible 
observar que pueden presentarse dos dificultades importantes al aplicar el método de varia¬ 
ción de parámetros. Como ya se mencionó, una es la determinación y j(x) y y 2 Í^), un con¬ 
junto fundamental de soluciones de la ecuación homogénea (18), cuando los coeficientes 
de esa ecuación no son constantes. La otra dificultad posible está en la evaluación de las 
integrales que aparecen en la ecuación (28). Esto depende por completo de la naturaleza de 
las funciones y p y2 y P'- Por supuesto, aun si no es posible evaluar las integrales por métodos 
analíticos elementales, por lo común es posible calcularlas de manera aproximada median¬ 
te la regla de Simpson o algún otro procedimiento numérico. Al aplicar el método de varia¬ 
ción de parámetros se recomienda seguir el procedimiento que acaba de presentarse, en vez 
de intentar memorizar la ecuación (28). Por otra parte, si se usa esta fórmula, es necesario 
tener la seguridad de que la ecuación diferencial es exactamente de la forma (16); en caso 
contrario, no se identificará de manera correcta el término no homogéneo g(x). 

En el ejemplo siguiente se ilustra nuevamente el método de variación de parámetros. 


Ejemplo 2 p Comprobar que yj(x) = xy y 2 (x) = 1/x son soluciones de 

I xy' + xy'-y = 0, (30) 

ip 

1 y, a continuación determine la solución general de 

ii 

xY' + xy'-y=xlnx (31) 

para x > 0. 

J Para comprobar que las funciones dadas son soluciones de la ecuación (30), pueden sustituirse 
|j simplemente estas funciones en la ecuación y observar si se satisface. Por ejemplo, para y 2 (x) = 
i 1/x, se tiene y'(x) = -Ix^ y y 2 (^) = 2/r^. Si se sustituyen estas expresiones en (30) se encuentra 
:J que (2/x) - (1/x) - (1/x) = 0, lo cual evidentemente es cierto para toda x, excepto x = 0. De 
j| manera sem^ante, es fácil comprobar quey^ también es una solución. 

P Si se regresa ahora a la ecuación no homogénea (31), primero se observa que no es de la 
J forma (16) porque el coeficiente de y" no es uno. Por tanto, se divide la ecuación entre x^ y 
# vuelve a escribirse como 
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„ I , I in X 

>’ + .V -., y = — , X > 0. (32) 

X X X 

Ahora es posible identificar (1 n x)/x con el término no homogéneo ^(x) de la ecuación (16). Para 
resolver (32) se supone que 

y = M,(x)x -f ‘ 

y se procede como en el ejemplo 1 y el análisis general que sigue a la ecuación (16). Las ecuaciones 
que determinan a u¡(x) y a u^(x) son 

i/i(x)x + U2(x}x~ ^ — 0, 

^ In X 

Ui(x) + n2(x)(-x 

X 

La solución del sistema de ecuaciones (34) es 

In X X In X 

Wi(A') = , í4(x) =-. (35) 

Entonces, se concluye que 


(In X)- x-(2 In x - 1) 

Wi(v) = - ^ -f Ci. í^2(x) - —— - 


Por último, si se sustituyen estas expresiones en la ecuación (33) se obtiene la solución general 
de la (32); a saber, 

y ^ ix(lri x)^ - ix In x -f c^x 3- C 2 X~K (37) 

Observe que en el producto U 2 (x)x~^ hay un término x/8 que quedó absorbido en el término c^x. 


Problemas 

En cada uno de los problemas 1 a 4 aplique el método de variación de parámetros para en¬ 
contrar una solución particular de la ecuación diferencial dada. A continuación, compruebe 
la respuesta mediante la aplicación del método de los coeficientes indeterminados. 

I. v" - 5y' -f 6y - 2c'' 2. y" - y — 2y = 2c ' "' 

3. _v'' + 2y' + y’ = 3c " 4. 4y" - 4/ + y - 

En cada uno de los problemas 5 a 12, encuentre la solución general de la ecuación diferencial 
dada. En los problemas 11 y 12, ^(x) es una función continua arbitraria. 

5. v" -H >• = tan x, 0 < x < ni2 6. y" + 9y = 9 sec^ 3x, 0 < x < n/6 

7 . 1 ''^ -y 4 v' -f* 4v = X ‘^c ■ X >0 8. y" + 4y = 3 esc 2x, 0 < x < njl 

9. 4y" + y = 2 sec(x/2), — tt < x < tt 10. y" — 2y' + y c7(l + X') 

11. y" — 5y' + 6y = g{x) 12. y" + 4y = gix) 

En cada uno de los problemas 13 a 20 compruebe que las funciones dadas y^ y y 2 satisfacen 
la ecuación homogénea correspondiente; entonces encuentre una solución particular de la ecua¬ 
ción no homogénea dada. En los problemas 19 y 20, ¿t(x) es una función continua arbitraria. 
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13. x^y' - 2y = 3x^ - 1, X > 0; y,(x) = x^, y 2 (x) = x“ ^ 

14. x^y' - x(x + 2)y' + (x -h 2)y = 2x^, x > 0; yi(x) = x, y 2 (^) = 

15. xy" — (1 -h x)y + y = x > 0; yi(x) = 1 + x, y 2 (x) — 

16. (1 - x)y' + xy' - y = 2(x - l)^^“^ 0 < x < 1; yi(x) = y 2 (x) = x 

17. xV' - 3xy + 4y = x^ In X, x > 0; yi(x) = x^, y 2 (x) = x^ In x 

18. xV + - 0.25)y = 3x^/^ senx, x > 0; yi(x) = x " senx, 

y 2 (x) = x' eos X 

19. (1 - x)y' + xy - y - ^(x), 0 < X < 1; yi(x) = y 2 (x) = x 

20. x^y" + xy' + (x^ - 0.25)y g{xl x > 0; yi(x) = x“ ‘^^sen x, 
y 2 (x) = x' eos X 


21. Demuestre que la solución del problema con valor inicial 

^[y] = /' + pWy + (í{x)y = g(xX y(xo) - yo, y(^o) = yo (0 

puede escribirse como y = m(x) + v(x), en donde u y vson soluciones de los dos proble¬ 
mas con valor inicial 

L[w] = 0, w(xo) = yo, u'(xo) = y'o, (ii) 

L[v] = g(x), v(xo) = 0, í;'(xo) = 0, (iii) 

respectivamente. En otras palabras, las no homogeneidades de la ecuación diferencial y 
de las condiciones iniciales pueden tratarse por separado. Observe que es fácil hallar u si 
se conoce un conjunto fundamental de soluciones deL[y] = 0. 

22. Mediante la elección del límite inferior de integración de la ecuación (28) del texto como 
el punto inicial Xq, demuestre que Y(x) queda 


~ yi(^)y2Ít) 
J^co yiWiit) - yi(í)y2(0 


g{t) dt. 


Demuestre que Y(x) es una solución del problema con valor inicial 

^[y] = y(^o) = o, y(xo) = o. 

Por tanto, Y puede identificarse con z;del problema 21. 

23. a) Aplique el resultado del problema 22 para demostrar que la solución del problema 
con valor inicial 


y' + y = y(xo) = o, y(xo) = o 


(i) 


es 


y = sen(x~ t) g{t) dt. (ii) 

Jxo 

b) Encuentre la solución del problema con valor inicial 

y" + y = ^(x), y(0) = yo, y(0) = yó- 

24. Aplique el resultado del problema 22 para encontrar la solución del problema con valor 
inicial 


^[y] = (f> - a)(D - b)y = g(xX y(xo) = 0, y(xo) = 0, 


en donde ay b son números reales con a b. 
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25. Use el resultado del problema 22 para encontrar la solución del problema con valor 
inicial 

L[vJ = [D^ - 2lD + (/} 4 g{x), y(Xo) = 0, /(Xq) = 0. 

Observe que las raíces de la ecuación característica son A ± i¡M 

26. Use el resultado del problema 22 para encontrar la solución del problema con valor inicial 

l-ly] = {D - a)^y = g(x), y(Xo) = 0, /(xg) = 0, 
en donde a es cualquier número reai. 

27. Mediante la combinación de los resultados de los problemas 24 a 26, demuestre que la 
solución del problema con valor inicial 

L[)'] = (aD^ + hD + c)y = ^{x), ,v(Xo) = 0, /(Xo) = 0. 
en donde a, h y c son constantes, tiene la forma 

y = (j){x) = r K(x - t)g(t) dt. (i) 

La función K depende sólo de las soluciones y de la ecuación homogénea corres¬ 
pondiente y es independiente del término no homogéneo. Una vez que se determina K, 
iodos los problemas no homogéneos que comprenden el mismo operador diferencia] L 
se reducen a la evaluación de una integral. Observe también que aun cuando K depende 
tanto de a- como de /, solamente aparece la combinación modo que K en realidad 

es una función de una sola variable. Si se considera que ^(x) es la entrada del problema 
y que (/)(x) es la salida, de la ecuación (i) se deduce que la salida depende de la entrada 
sobre todo el intervalo, desde el punto inicial x^^ hasta el valor en curso x. La integral de 
la ecuación (i) se llama convolución ác K y g, y K recibe el nombre kernel. 

28. El método de reducción de orden (sección 3.5) también puede aplicarse para la ecuación 
no homogénea 


y" + p(x)y' + q{x)y = g(x), (‘) 

siempre que se conozca una solución de la ecuación homogénea correspondiente. 
Haga y = ¿;(x)yj(x) y demuestre que y satisface la ecuación (i) si i^es una solución de 

yj(x)r" + [2/i(x) + p(x)y^{x)y - g(x). (ii) 

La ecuación (ii) es una ecuación lineal de primer orden para v'. Si se resuelve esta ecua¬ 
ción, se integra el resultado y luego se multiplica poryj(x) se llega a la solución general 
de (i). 

En cada uno de los problemas 29 a 32, aplique el método descrito en el problema 28 para 
resolver la ecuación diferencial dada. 

29. x^y" 2xy' -f 2y = 4x^, x > 0; yi(x) = x 

30. x^y" + 7xy' + 5y = x, x > 0; yi(x) = x^ ^ 

31. xy" — (l E x)y' -h y — x^c^^, x > 0; yi(x) = 1 E x (ver Problema 15) 

32. (i - x)y" E xy ~ y = 2(x — l)^c ' 0 < x < 1; yi(x) = (ver problema 16) 
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3,8 Vibraciones mecánicas y eléctricas 

Una de las razones por las que vale la pena estudiar las ecuaciones lineales de segundo 
orden con coeficientes constantes es porque sirven como modelos matemáticos de algunos 
procesos físicos importantes. Dos importantes áreas de aplicación son los campos de las 
oscilaciones mecánicas eléctricas. Por ejemplo, el movimiento de una masa de un resorte 
vibrante, las oscilaciones de torsión de un árbol con un volante, el flujo de la corriente 
eléctrica en un circuito simple en serie y muchos otros problemas físicos, todos se descri¬ 
ben por la solución de un problema con valor inicial de la forma 

ay" + hy' -h cy = git\ y{0) = yo. y'(0) -= yó- (1) 

Esto ilustra una relación fundamental entre las matemáticas y la física: muchos problemas 
físicos, al ser planteados matemáticamente, son idénticos. Por tanto, una vez que se sabe 
cómo resolver el problema con valor inicial (1), sólo es necesario realizar las interpretacio¬ 
nes adecuadas de las constantes a,by cy áe las funciones y y g, para obtener soluciones de 
diferentes problemas físicos. 

Se estudiará con detalle el movimiento de una masa de un resorte, porque comprender el 
comportamiento de este sencillo sistema es el primer paso en la investigación de sistemas 
vibrantes más complicados. Además, los principios que intervienen son comunes a muchos 
problemas. Considere una masa m suspendida en el extremo de un resorte vertical de longi¬ 
tud original /, como se muestra en la figura 3.8.1. La masa provoca un alargamiento L del 
resorte en la dirección hacia abajo (positiva). Existen dos fuerzas que actúan en el punto en 
el que la masa está sujeta al resorte: ver la figura 3.8.2. La fuerza gravitacional, o peso de la ma¬ 
sa, actúa hacia abajo y tiene una magnitud mg, en donde g es la aceleración debida a la 
gravedad. También hay una fuerza F^, debida al resorte, que actúa hacia arriba. Si se supone 
que el alargamiento L del resorte es pequeño, la fuerza del resorte es casi proporcional al; 
este se conoce como ley de Hooke^. Por tanto, se escribe F^ = -kl., en donde la constante de 
proporcionalidad ¿se llama constante de resorte y el signo negativo se debe al hecho de que 



u 


FIGURA 3.8.1 Un sistema resorte-masa. 


^ Robert Hooke (1635—1703) fiie un científico inglés con intereses bastante amplios. Su libro más importante, 
Micrographiüy fue publicado en 1665 y en él describió diversas observaciones microscópicas. Hooke publicó 
por primera vez su ley del comportamiento elástico en 1676 como un anagrama: ceiimosssítuv; en 1678 dio la 
solución ut tensio sic vis, que aproximadamente significa “como la fuerza, así es el desplazamiento”. 
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\F, = ~kL 


f w = mg 

FIGURA 3.8.2 Diagrama de fuerzas de un sistema resorte-masa. 

la fuerza deí resorte actúa en la dirección hacia arriba (negativa). Como la masa está en 
equilibrio, las dos fuerzas se equilibran entre sí, lo cual significa que 

mg-kL=^Q. (2) 

Para un peso dado w = mg, es posible medir L y, a continuación usar la ecuación (2) para 
determinar k. Observe que las unidades de k son fuerza/longitud. 

En el problema dinámico correspondiente, se tiene interés en estudiar el movimiento de 
la masa, si ésta recibe la acción de una fuerza externa o está inicialmeníe desplazada. 
Supóngase que u{t), medido positivo hacia abajo, denota el desplazamiento de la masa 
desde su posición de equilibrio en el instante t; ver la figura 3.8.1. Entonces u(t) está rela¬ 
cionado con las fuerzas que actúan sobre la masa mediante la ley de Newton del movimiento, 

mu'Xt)=f(t), (3) 

en donde u" es la aceleración de la masa y/es la fuerza neta que actúa sobre ésta. Observe 
que tanto u como/son funciones del tiempo. En la determinación de /hay cuatro fuerzas 
separadas que es necesario considerar: 

1. El peso ív = de la masa siempre actúa hacia abajo, 

2. La fuerza del resorte, Fs, se supone proporcional al alargamiento total L + w del resor¬ 
te y siempre actúa para regresar el resorte a su posición natural. Si I + u > 0, entonces 
el resorte está extendido y la fuerza del resorte está dirigida hacia arriba. En este caso, 

F^ = ~k(L + u), (4) 

Por otra parte, si I + n < 0, entonces el resorte está comprimido en una distancia \L + 
u\ y la fuerza del resorte, que ahora está dirigida hacia abajo, queda dada por = k^L 
+ M|. Sin embargo, si I + w < 0, se concluye que |I + m| = -(L + u), de modo que 
nuevamente F^ queda dada por la ecuación (4). Por tanto, sin importar la posición de la 
masa, la fuerza ejercida por el resorte siempre queda expresada por la ecuación (4). 

3. La fuerza de amortiguamiento o de resistencia siempre actúa en dirección opuesta 
a la dirección del movimiento de la masa. Esta fuerza puede deberse a las propiedades 
viscosas del medio en el que la masa se está moviendo (resistencia del aire, por ejem¬ 
plo) o a que la masa puede estar sujeta a un dispositivo mecánico, como un amortigua¬ 
dor, que imparte una fuerza de resistencia al resorte. Un dispositivo así a menudo se 
denomina amortiguador viscoso. En todo caso, se supone que la fuerza resistencia es 
proporcional a la magnitud de la velocidad \du/dt\ de la masa. Los resultados experi¬ 
mentales verifican que esta suposición es razonablemente exacta para objetos en la 
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atmósfera que no se está moviendo demasiado rápido. Si du/dt > 0, entonces u es 
creciente, de modo que la masa se está devSplazando hacia abajo. Entonces, está 
dirigida hacia arriba y queda dada por 

= (5) 

en donde /es una constante positiva de proporcionalidad conocida como constante de 
amortiguamiento. Por otra parte, si duldt < 0, entonces u es decreciente, la masa se 
está moviendo hacia arriba y está dirigida hacia abajo. En este caso, = y)u{t)\\ 
como \u\t)\ = ~u\t), se concluye que Fp) de nuevo queda expresada por la ecua¬ 
ción (5). 

Por tanto, sin importar la dirección del movimiento de la masa, la fuerza de amortigua¬ 
miento siempre se expresa por la ecuación (5). 

4. Una fuerza externa aplicada F{t) está dirigida hacia abajo o hacia arriba según F{t) sea 

positiva o negativa. Esta podría ser una fuerza debida al movimiento del montaje al 
que está sujeto el resorte o podría ser una fuerza aplicada directamente a la masa. A 
menudo la fuerza externa es periódica. 

Tomando en consideración estas fuerzas, ahora es posible volver a escribir la ley de 
Newton (3) como 

mu"{t) ^ mg + F,(r) + F¿{t) F F{t} 

= mg — k[L + ~ yu{{) + F(í). (6) 


Dado que mg-kL-0, por la ecuación (2), se concluye que la ecuación del movimiento de 
la masa es 


mu"{t) + yii'it) -h ku{t) = F{t), (7) 

en donde las constantes m,Y y k son positivas. Observe que la ecuación (7) tiene la misma 
forma que la (1). 

Es importante comprender que (7) sólo es una ecuación aproximada para el despla¬ 
zamiento u(t). Las dos ecuaciones, (4) y (5), deben considerarse como aproximaciones para 
la fuerza del resorte y la fuerza de amortiguamiento, respectivamente, aunque suelen ser 
satisfactorias en la medida en que u(t) y u'(t) no sean demasiado grandes. En la deduc¬ 
ción también se ha despreciado la masa del resorte en comparación con la masa del cuer¬ 
po sujeto. 

El planteamiento completo del problema de vibración requiere que se especifiquen dos 
condiciones iniciales; a saber, la posición inicial y la velocidad inicial Mq de la masa: 

u{0) = Wq, n'(0) = Uq. (^) 

Con base en el razonamiento físico puede no ser obvio que sólo es posible especificar dos 
condiciones iniciales o que éstas son las dos que es necesario especificar. Sin embargo, por 
el teorema 3.2.1 se concluye que estas condiciones dan lugar a un problema matemático 
que tiene una solución única. Esto es coherente con la intuición física de que si la masa se 
pone en movimiento con un desplazamiento y una velocidad iniciales dados, entonces su po¬ 
sición quedará determinada de manera única en todos los instantes futuros. La posición de 
la masa queda dada (aproximadamente) por la solución de la ecuación (7) sujeta a las con¬ 
diciones iniciales prescritas (8). 
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Ejemplo 1 
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Una masa que pesa 4 libras estira 2 pulgadas un resorte. Suponga que la masa se desplaza 6 
pulgadas en la dirección positiva y que después se suelta. La masa está en un medio que ejerce 
una resistencia viscosa de 6 libras cuando la velocidad de esa masa es de 3 pies por segundo. 
Con las suposiciones analizadas en esta sección, formule el problema con valor inicial que rige 
el movimiento de la masa. 

El problema con valor inicial requerido consta de la ecuación diferencial (7) y las condiciones 
iniciales (8), por lo que la tarea es determinar las diversas constantes que aparecen es estas 
ecuaciones. El primer paso es elegir las unidades de medición. Con base en el planteamiento del 
problema, es natural utilizar el sistema inglés de unidades, en vez del sistema métrico. La única 
unidad de tiempo mencionada es el segundo, por lo que t se medirá en segundos. Por otra parte, 
en el planteamiento aparecen el pie y la pulgada como unidades de longitud; no tiene importan¬ 
cia cual se use, pero una vez hecha la elección es importante ser coherente. Para concretar, el 
desplazamiento u se medirá en pies. 

Dado que en el planteamiento del problema nada se dice acerca de una fuerza externa, se 
supone que F{t) = 0. Para determinar m nótese que 

vv 4 Ib 1 Ib-seg^ 
g 32pie/seg^ 8 pie 

El coeficiente de amortiguamiento y queda determinado por la afirmación de que yu es igual a 
6 libras cuando u' es de 3 pies por segundo, Por lo tanto, 

6 Ib ^ lb"Seg 
^ 3 pie/seg pie 

La constante del resorte k se encuentra a partir de la afirmación de que la masa alarga el resorte 
en 2 pulgadas o 1/6 pie; por tanto, 


4 Ib Ib 

--24-, 

1/6 pie pie 

Como consecuencia, la ecuación (7) se queda 

lu" + 2u' H- 24u ~ 0, 

o bien, 

tí" + -h \92u — 0. 

Las condiciones iniciales son 


(9) 


w(0) = i u\0) = 0. (10) 

La segunda condición inicial se da implícitamente por la expresión “se suelta” en el plantea¬ 
miento del problema, la cual se interpreta como que la masa se deja en movimiento sin veloci¬ 
dad inicial. 


Vibraciones libres no amortiguadas. Si no existe fuerza externa, entonces F(t) = 0 en la 
ecuación (7). Supóngase también que no hay amortiguamiento, de modo que 7=0; ésta es 
una configuración idealizada del sistema, rara vez (si es que es posible) alcanzable por 
completo en la práctica. Entonces la ecuación del movimiento (7) se reduce a 

mu" + = 0. 


( 11 ) 
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La solución general de (11) es 


w =: A eos (jj^t + B sen Wqí, 

(12) 

en donde 


(ú^ = k/m. 

(13) 


Pueden determinarse las constantes arbitrarias A y B si se dan condiciones iniciales de la 
forma (8). 

Al analizar la solución de la ecuación (11) es conveniente volver a escribir la (12) en 
la forma 

u R cos{ú)ot — ^), (14) 


o bien, 


u = R eos 3 eos cuqí R señó sencogí* (15) 

Al comparar la ecuación (15) con la (12), se encuentra que A, B, R y ¿están relacionadas 
por las ecuaciones 


A = Reos 5, B = Rstn 5 (16) 

Por tanto, 

R = V^4^+^, tan S = BIA. (17) 

Al calcular 5 es necesario tener cuidado en elegir el cuadrante correcto; puede lograrse esto 
si se comprueban los signos de eos ¿y sen ¿de las ecuaciones (16). 

La gráfica de la ecuación (14), o de la equivalente (12), para un conjunto típico de condi¬ 
ciones iniciales, se muestra en la figura 3.8.3. La gráfica es una onda cosenoidal desplazada 
que describe un movimiento periódico, o armónico simple, de la masa. El periodo del 
movimiento es 





( 18 ) 


La frecuencia circular medida en radianes por unidad de tiempo, se llama fre¬ 

cuencia natural de la vibración. El desplazamiento máximo R de la masa con respecto al 
equilibrio es la amplitud del movimiento. El parámetro adimensional ¿ se llama fase, o 



FIGURA 3.8.3 Movimiento armónico simple u- R cos(íOqí - ¿). 
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ángulo de fase, y mide el desplazamiento (en el tiempo) de la onda con respecto a su posi¬ 
ción normal correspondiente a 5 = 0. 

Observe que el movimiento descrito por la ecuación (14) tiene una amplitud constante 
que no disminuye con el tiempo. Esto refleja el hecho de que en ausencia de amortigua¬ 
miento no hay manera de que el sistema disipe la energía que se le imparte por el despla¬ 
zamiento y la velocidad iniciales. Además, para una masa m y una constante del resorte k 
dadas, el sistema siempre vibra con la misma frecuencia sin importar las condiciones 
iniciales. Sin embargo, las condiciones iniciales ayudan a determinar la amplitud del movi¬ 
miento. Por último, observe con base en la ecuación (18) que T aumenta al crecer m, de 
modo que las masas más grandes vibran con mayor lentitud. Por otra parte, T disminuye al 
crecer k, lo que significa que los resortes más rígidos hacen vibrar más rápido al sistema. 


Ejomplo 2 m Suponga que una masa que pesa 10 Ib alarga 2 pulgadas un resorte. Si la masa se desplaza otras 
2 pulgadas y entonces se pone en movimiento con una velocidad inicial hacia arriba de un pie 
por segundo, determinar la posición de la masa en cualquier instante posterior. Determinar tam¬ 
bién el periodo, la amplitud y la fase del movimiento. 

La constante de resorte es A: = 10 lb/2 pulg. = 60 Ib/pie y la masa es w = w/g- 10/32 ib-s^pie. 
De donde, la ecuación del movimiento se reduce a 

m"+192m = 0 (19) 

y la solución general es 

i u — A cos(S>j3t) + Bscn{^yj3t). 

La solución que satisface las condiciones iniciales m(O) = 1/6 pie y w'(0) = es 

M = I cos(S^3t) - -^sen(8>y3 í). (20) 

6 8^3 



FIGURA 3.8.4 Vibración libre no amortiguada; u" + 192w = 0, «(0) = 1/6, w'(0) = -1. 
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La frecuencia natural es o)^ = Vl92 = 13.856 rad/s, de modo que el periodo es 7 = = 

0.45345 s. La amplitud /? y la fase 5 se encuentran a partir de las ecuaciones (17); se tiene 

1 1 19 

= -h — =-, de modo que R s 0.18162 pies 

36 192 576 ^ 

La segunda de las ecuaciones (17) conduce a tan 5 = - V3/4. Existen dos soluciones de esta 
ecuación: una en el segundo cuadrante y otra en el cuarto. En este problema eos 5 > 0 y sen 
5 < 0 , por lo que 5 está en el cuarto cuadrante; a saber, 

S = -arctan (v5/4) = -0.40864 rad. 

En la figura 3.8.4 se muestra la gráfica de la solución (20). 


Vibraciones libres amortiguadas. Si se incluye el efecto del amortiguamiento, la ecua¬ 
ción diferencial que rige el movimiento de la masa es 

mu" + yu' + = 0 . ( 21 ) 


Se tiene interés especial en examinar el efecto de las variaciones en el coeficiente de amor¬ 
tiguamiento y para valores dados de la masa m y la constante de resorte k. Las raíces de la 
ecuación característica correspondiente son 




— y ± \Jy^ ~ 4/cm 
2m 



( 22 ) 


Dependiendo del signo de 7 ^ - Akm, la solución u tiene alguna de las formas siguientes: 


y^ — 4/cm < 0, 


y^ — 4km >0, u — -h 
= 0, u = (A + 

(4km — 

u = eos /xt B sen ¡j. =----> 0. 


(23) 

(24) 

(25) 


Como m,y y k son positivos, entonces 7 ^ - 4km siempre es menor que 7 ^. Por tanto, si 7 ^ 
- 4km ^ 0, entonces los valores de r j y dados por la ecuación (22) son negativos. Si 
7 ^ ~ 4km < 0, entonces los valores de y son complejos, pero con la parte real negativa. 
De donde, en todos los casos, la solución u tiende a cero cuando t 00 ; esto ocurre sin 
importar los valores de las constantes arbitrarias Ay B; es decir, sin importar las condicio¬ 
nes iniciales. Esto confirma la expectativa intuitiva; a saber, que el amortiguamiento disipa 
de manera gradual la energía impartida inicialmente al sistema y, en consecuencia, el movi¬ 
miento se extingue al transcurrir el tiempo. 

El caso más importante es el tercero, que ocurre cuando el amortiguamiento es pequeño. 
Si se hace A = R eos Sy B = R sen 5 en la ecuación (25), entonces se obtiene 


u ~ Re cos(^í — ¿). 

El desplazamiento u está entre las curvas u-±Re ¿g donde, se semeja a una onda 
cosenoidal cuya amplitud disminuye cuando t crece. En la figura 3.8.5 tiene la gráfica de un 
ejemplo típico. El movimiento se denomina oscilación amortiguada o vibración amortiguada. 
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Aunque el movimiento no es periódico, el parámetro ^determina la frecuencia a la que la 
masa oscila de un lado a otro; como consecuencia /i se llama cuastfrecuencia. Al comparar 
¡1 con la frecuencia cdq del movimiento no amortiguado, se encuentra que 

A = (4 /cm ~ ^ ^ ^ 1 _ (26) 

V 4/cmy ~ %km' 

en donde la última aproximación es válida para y pequeño. Por tanto, el efecto de un amor¬ 
tiguamiento pequeño es reducir ligeramente la frecuencia de la oscilación. Por analogía 
con la ecuación ( 18 ), la cantidad = Inlfi recibe el nombre de cuasiperiodo, y es el 
tiempo que transcurre entre máximos o mínimos sucesivos de la posición de la masa, o 
entre pasos sucesivos de la masa por su posición de equilibrio al ir en la misma dirección. 
La relación entre y T se expresa por 



Por tanto, el amortiguamiento pequeño incrementa el cuasiperiodo. 

Las ecuaciones (26) y (27) también refuerzan el significado de la razón adimensional y V 
Akm. No es sólo la magnitud de y lo que determina si el amortiguamiento es grande o 
pequeño, sino la magnitud de y^ en comparación con 4km . Si y^lAkm es pequeña, entonces 
es posible despreciar el efecto del amortiguamiento al calcular la cuasifrecuencia y el 
cuasiperiodo del movimiento. Por otra parte, si se desea estudiar el movimiento detallado 
de la masa para todo el tiempo, entonces nunca es posible despreciar la fuerza de amorti¬ 
guamiento, sin importar cuán pequeña sea. 

Cuando y^/Akm crece, la cuasifrecuencia decrece, el cuasiperiodo aumenta y la amplitud 

exp(-yí/2w) disminuye cada vez con mayor rapidez. Como lo indican las ecuaci ones 
(23), (24) y (25), la naturaleza de la solución cambia cuando y alcanza el valor de 2V km. 
Este valor se conoce como amortiguamiento crítico, mientras que para valores mayores 
de y se dice que el movimiento es sobre amortiguado. En estos casos, dados por las 
ecuaciones (24) y (23), respectivamente, la masa regresa lentamente a su posición de equi¬ 
librio, pero no oscila alrededor de ésta, como sucede para y pequeño. En la figura 3.8.6 se 
muestran dos ejemplos típicos del movimiento críticamente amortiguado y en los proble¬ 
mas 21 y 22 se analiza la situación con más profundidad. 
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Ejemplo 3 



Figura 3.8.6 Movimientos críticamente amortiguados: u" + u' + 0.25u = 0; « = 
(A + 
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El movimiento de cierto sistema resorte-masa está regido por la ecuación diferencial 

«" + 0.125«' +w = 0, (28) 

en donde u se mide en pies y í en segundos. Si w(0) = 2 y «'(0) = determinar la posición de la 
masa en cualquier instante. Encontrar también la cuasifrecuencia y el cuasiperiodo, así como el 
instante en el que la masa pasa por vez primera por su posición de equilibrio. 

La solución de la ecuación (28) es 


VBs ^/^ ■ 

A eos t + B sen—— f 
16 16 

Para satisfacer las condiciones iniciales es necesario elegir A = 2 y 5 = 2/V2^; de donde, la 
solución del problema con valor inicial es 

^/^ 2 

u = c ^^^^ 2 eos r +- 7 ==:^sent 

16 16 


32 


7255 




í - (5 , 


(29) 


en donde tan S = 1/V255, de modo que 8 = 0.06254. En la figura 3.8.7 se muestra el desplaza¬ 
miento de la masa como función del tiempo. Con fines de comparación, también se muestra el 
movimiento si se desprecia el térm ino de amortiguamiento. 

La cuasifrecuencia es /i = V2^/16 ^ 0.998 y el cuasiperiodo es -Inj^ ^ 6.295 s. Estos 
valores difieren sólo ligeramente de los valores correspondientes (1 y 2;r, respectivamente) de la 
oscilación no amortiguada. Esto también es evidente a partir de las gráficas de la figura 3.8.7, 
que ascienden y descienden casi juntas. El coeficiente de amortiguamiento es pequeño en este 
ejemplo; de hecho, sólo 1/16 del valor crítico. A pesar de ello, la amplitud de la oscilación se 
reduce más bien con rapidez. Por ejemplo, la amplitud es menor que el 1% de su valor original 
para r > 16 In 100 = 73.4, o alrededor de una docena de ciclos. 
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FIGURA 3,8.7 Vibración con amortiguamiento pequeño (curva de trazo conti¬ 
nuo) y sin amortiguamiento (curva a trazos). 



Para hallar el instante en el que la masa pasa por primera vez por su posición de equilibrio, se 
considera la ecuación (29) y se hace 255 tl\6~ 8 igual a 7 t:/ 2 , el cero positivo más pequeño de 
la función coseno, entonces, al despejar t se obtiene 


t 


16 

^255 



1.637 s. 


Circuitos eléctricos. Un segundo ejemplo de la ocurrencia de las ecuaciones diferencia¬ 
les lineales de segundo orden con coeficientes constantes es como un modelo del flujo de 
corriente eléctrica en el circuito simple en serie que se muestra en la figura 3.8.8. La co¬ 
rriente /, medida en amperes, es una función del tiempo í. La resistencia R (ohms, Q), la 
capacitancia C (farads, F) y la inductancia L (henrys, H) son todas positivas y se supone 
que son constantes conocidas. El voltaje aplicado E (volts, V) es una función dada en el 
tiempo. Otra cantidad física que entra en el análisis es la carga total Q (coulombs, C) en el ca¬ 
pacitor, en cualquier instante t. La relación entre la carga Qy\dí corriente / es 

/ = áQídt, (30) 


Resistencia R Capacitancia C 

Inductancia L 

Voltaje aplicado £(0 

FIGURA 3.8.8 Circuito eléctrico simple. 
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El flujo de la corriente en el circuito se rige por la segunda ley de Kirchhoff:^^ En un 
circuito cerrado, el voltaje aplicado es igual a la suma de las caídas de voltaje en el resto 
del circuito. 

Según las leyes elementales de la electricidad, se sabe que 

La caída de voltaje a través del resistor es IR, 

La caída de voltaje a través del capacitor es QIC. 

La caída de voltaje a través del inductor es LdUdt. 

De donde, por la ley de Kirchhoff 


+W + ^e = £(í). (31) 

dt C 

Se han elegido las unidades de modo que 1 volt = 1 ohm • 1 ampere = 1 coulomb/1 farad = 

1 henry • 1 ampere/1 segundo. 

Si se sustituye / por su expresión dada en la ecuación (30), se obtiene la ecuación diferencial 

LQ" + RQ' + ^Q = E{t) (32) 

para la carga Q. Las condiciones iniciales son 

Qito) = Qo, Q'Uo) = Uto) = ¡o- ( 33 ) 

Por tanto, es necesario conocer la carga en el capacitor y la corriente en el circuito en algún 
instante inicial 

De manera alternativa, se puede obtener una ecuación diferencial para la corriente / al 
derivar la ecuación (32) con respecto a í y luego sustituir dQldt por su expresión dada en 
(30). El resultado es 



LI" + «/' + ^ / = £'(í), 

(34) 

con las condiciones iniciales 




O 

il 

O 

li 

o ' 

(35) 

De (30) se concluye que 




„ E(to)-R/o-(l/C)Qo 

L 

(36) 


De donde, también queda determinado por la carga y la corriente iniciales, que son 
cantidades físicas mesurables. 

La conclusión más importante de este análisis es que el flujo de la corriente en el circuito 
se describe por un problema con valor inicial que tiene precisamente la misma forma que el 


Gustav Kirchhoff (1824-1887), profesor en Bresiau, Heidelberg y Berlín, fue uno de los físicos más impor¬ 
tantes del siglo XIX. Descubrió las leyes básicas de los circuitos eléctricos hacia 1845 cuando aún era 
estudiante en Kónigsberg. También es famoso por su trabajo fundamental en absorción y emisión electro¬ 
magnéticas y fue uno de los fundadores de la espectrocopia. 
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dei que describe el movimiento de un sistema resorte-masa. Este es un buen ejemplo de ia 
función unificadora de las matemáticas: una vez que se sabe ia manera de resolver ecuaciones 
lineales de segundo orden con coeficientes constantes, los resultados pueden interpretarse 
en términos de vibraciones mecánicas, circuitos eléctricos o cualquiera otra situación física 
que plantee el mismo problema. 

Problemas 

En cada uno de los problemas de 1 a 4 determine cJq, R y 5 de modo que se escriba la 

expresión dada en la forma u = R cos(wqí - 5). 

1 . u = 3 eos 2í + 4 sen 2t 2. u = —eos t + v'3 sen t 

3. u - 4 eos 3í - 2 sen 3í 4. u = -2 eos nt - 3 sen M 

5. Una masa que pesa 2 Ib alarga 6 pulg. un resorte. Si se tira hacia abajo la masa otras 3 
pulg. más y luego se suelta, y si no hay resistencia del aire, determine la posición de la 
masa en cualquier instante t. Encuentre la frecuencia, el periodo y la amplitud del movi¬ 
miento. 

6. Una masa de 100 g alarga 5 cm un resorte. Si la masa se pone en movimiento desde su 
posición de equilibrio con una velocidad hacia abajo de 10 cm/s y no hay resistencia del 
aire, determine la posición de la masa en cualquier instante L ¿Cuándo regresa por vez 
primera la masa a su posición de equilibrio? 

7. Una masa que pesa 3 Ib estira 3 pulg. un resorte. Si la masa se empuja hacia arriba, 
contrayendo el resorte una distancia de 1 pulg. y luego se pone en movimiento con una 
velocidad hacia abajo de 2 pies/s, y no hay resistencia del aire, encuentre la posición de 
la masa en cualquier instante t. Determine la frecuencia, el periodo, la amplitud y la fase 
del movimiento. 

8. Un circuito en serie tiene un capacitor de 0.25 x 10"^F y un inductor de IH. Si la carga 
inicial en el capacitor es de 10“^ C y no hay corriente inicial, encuentre la carga en el 
capacitor en cualquier instante t. 

9. Una masa de 20 g estira 5 cm un resorte. Suponga que la masa también está sujeta a un 
amortiguador viscoso cuya constante de amortiguamiento es de 400 dinas-s/cm. Si se 
tira hacia abajo de la masa 2 cm o más y luego se suelta, encuentre su posición en cual¬ 
quier instante t. Determine la cuasífrecuencia y el cuasiperiodo, así como la razón del 
cuasiperiodo al periodo de movimiento no amortiguado correspondiente. 

10. Una masa que pesa 10 Ib estira un resorte 3 pulg. La masa está sujeta a un amortiguador 
viscoso con constante de amortiguamiento de 2 Ib-s/pie, Si la masa se pone en movi¬ 
miento desde su posición de equilibrio con una velocidad hacia abajo de 3 pulg./s, en¬ 
cuentre su posición en cualquier instante t. Determine cuándo la masa vuelve por prime¬ 
ra vez a su posición de equilibrio. 

11. Un resorte se alarga 10 cm por la acción de una fuerza de 3 N. Del resorte se cuelga una 
masa de 2 kg y se sujeta también a un amortiguador viscoso que aplica una fuerza de 3 N 
cuando la velocidad de la masa es de 5 m/s. Si se tira hacia abajo de la masa 5 cm por 
debajo de su posición de equilibrio y se le imprime una velocidad inicial hacia abajo de 
10 cm/s, determine su posición en cualquier instante t. Encuentre la cuasífrecuencia ^ y 
la razón de jU a la frecuencia natural del movimiento no amortiguado correspondiente. 

12. Un circuito en serie tiene un capacitor de F, un resistor de3xl0-nyun inductor 
de 0.2 H. La carga inicial en el capacitor es de 10"^ C y no hay corriente inicial. Encuen¬ 
tre la carga en el capacitor en cualquier instante t. 
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13. Exprese la posición de la masa del problema 9 en la forma u = Re~^^ cos(iut - 5), A 
continuación, determine el tiempo x tal que \u\ < R/50 para t > x. 

14. Exprese la posición de la masa del problema 10 en la forma u = Re~^ ^ cos{fit - 5). En 
seguida, determine el tiempo x tal que ¡wi ^ i?/100 para í > x. 

15. Cierto sistema vibrante satisface la ecuación u" + yu' + w = 0. Encuentre el valor del 
coeficiente de amortiguamiento y para el que el cuasiperiodo del movimiento amorti¬ 
guado es 50% mayor que el periodo del movimiento no amortiguado correspondiente. 

16. Demuestre que el periodo del movimient o de una vibración no amortiguada de una masa 
suspendida de un resorte vertical es 2;r VZ7^, en donde L es el alargamiento dél resorte 
debido a la masa m y ¿^es la aceleración debida a la gravedad. 

17. Demuestre que la solución del problema con valor inicial 

mu" + yu -h fcu = 0, u(ío) = Uq, w'(to) = 

puede expresarse como al suma u= w, en donde ¿^satisface las condiciones iniciales 
i^(ío) = w, ^ satisface las condiciones >v(tQ) = 0, y tanto í^como w 

satisfacen la misma ecuación diferencial u. Este es otro caso de superposición de solu¬ 
ciones de problemas más simples para obtener la solución de un problema más general. 

18. Demuestre que A eos Wqí+ 1? sen puede escribirse en la forma rsen(coQÍ- 6). Deter¬ 
mine r y 0 en términos de A y 5. Si J? cos(cuqí - 5 ) = r scnico^t - 0, determine la relación 
entre R, r Sy 0. 

19. Una masa que pesa 8 Ib alarga 1.5 pulg. un resorte. La masa también está sujeta a un 
amortiguador con coeficiente y. Determine el valor de y para el que el sistema está 
críticamente amortiguado; proporcione las unidades y. 

20. Si un circuito en serie tiene un capacitor de C = 0.8 x 10"^ F y un inductor de L = 0.2 H, 
encuentre la resistencia R de modo que el circuito esté críticamente amortiguado. 

21. Suponga que el sistema descrito por la ecuación mu'" yu' ku = 0 está críticamente 

amortiguado o sobreamortiguado. Demuestre que la masa puede pasar por la posición de 
equilibrio cuando mucho una vez, sin importar las condiciones iniciales. 

Sugerencia: Determine todos los valores posibles de t para los que m = 0. 

22. Suponga que el sistema descrito por la ecuación mu" + yu" + /:« = 0 está críticamente 
amortiguado y que las condiciones iniciales son u(0) = Uq, «'(0) = Wq, Si = 0, demuestre 
que u -> 0 cuando í -♦ x, pero que u nunca es cero. Si Mq es positiva determine una 
condi-ción para Uq que asegure que la masa pasa por su posición de equilibrio después de 
que se suelta. 

23. Para la oscilación amortiguada descrita por la ecuación (26), el tiempo entre máximos 
sucesivos es = 2K/fM Demuestre que la razón del desplazamiento en dos máximos su¬ 
cesivos se expresa por exp(y7y2m). Por tanto, los máximos consecutivos forman una 
progresión geométrica con razón común exp(yJ^/2/n). El logaritmo natural de esta ra¬ 
zón se llama decremento logarítmico y se denota por A. Demuestre que A = nylm/j. 
Dado que jn y A son cantidades que se miden con facilidad en un sistema mecánico, 
este resultado proporciona un método conveniente y práctico para determinar la cons¬ 
tante de amortiguamiento del sistema, que es más difícil de medir directamente. En par¬ 
ticular, para el movimiento de una masa vibrante en un fluido viscoso, la constante de 
amortiguamiento depende de la viscosidad del fluido; para formas geométricas simples, 
si se conoce la forma de esta dependencia, y la relación precedente permite la determina¬ 
ción experimental de la viscosidad. Esta es una de las maneras más exactas para determi¬ 
nar la viscosidad de un gas a alta presión. 
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24. Con referencia al problema 23, encuentre el decremento logarítmico del sistema del 
problema 10. 

25. Para el sistema del problema 19, suponga que A = 3 y que = 0.3 s. Con referencia al 
problema 23, determine el valor del coeficiente de amortiguamiento y. 

Los problemas 26 y 27 deben resolverse utilizando software para computadora que trace las 

gráficas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. 

26. Considere el problema con valor inicial 

u" yu' u 0, m(0) = 2, m'(0) = 0* 

Para un y dado, por ejemplo y= 0.25, obtenga la gráfica de la solución y determine el 
tiempo I en el que la solución se vuelve “despreciable”. Interprete la palabra “desprecia- 
ble” de una manera coherente con la resolución de la pantalla de la computadora que se 
utilice. Repita este procedimiento para otros valores de yen el intervalo 0 < y< 2. 
Elabore una gráfica de T contra y con los valores encontrados. Por último, determine una 
fórmula analítica para la dependencia de x con respecto a y. 

27. Para el problema con valor inicial del problema 26, trace la gráfica de u contra / para 
varios valores de y entre 1.75 y 2.25. Mediante el análisis de estas gráficas, intente de¬ 
terminar el valor de y para el que ocurre la transición de soluciones oscilatorias a no os¬ 
cilatorias; es decir, intente determinar el valor crítico del coeficiente de amortiguamiento. 

28. Un bloque cúbico de lado l y densidad de masa p por unidad de volumen se encuentra 
flotando en un fluido con densidad de masa p^ por unidad de volumen, en donde p^^ > p. 
Si el bloque se oprime ligeramente y luego se suelta, oscila en la dirección vertical. Si se 
supone que pueden despreciarse el amortiguamiento viscoso del fluido y el aire, obtenga 
la ecuación diferencial del movimiento y determine el periodo de ese movimiento. 
Sugerencia: Aplique el principio de Arquímedes: Sobre un objeto que esté parcial o 
totalmente sumergido en un fluido actúa una fuerza hacía arriba (de empuje) igual al 
peso del fluido desplazado. 

. . 
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Considere ahora, el caso en el que una fuerza externa periódica, por ejemplo eos wí, se 
aplica a un sistema resorte-masa. En este caso, la ecuación del movimiento es 

mu" +• yu' + /:« = Fq eos cút. (l) 

En primer lugar, suponga que no hay amortiguamiento; entonces, la ecuación (1) se reduce a 

mu" + ku - Fq eos (ot (2) 

Si entonces la solución general de la ecuación (2) es 


u — c\ eos cüot -j- Cj sen cogt -h 


^0 


m(ú)l — co^) 


eos cal. 


(3) 


Las constantes Cj y quedan determinadas por las condiciones iniciales. En general, el 
movimiento resultante es la suma de dos movimientos periódicos de frecuencias (íOq y (o) y 
amplitudes diferentes. Existen dos casos en particular interesantes. 
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Pulsaciones. Suponga que inicialmente la masa está en reposo, de modo que m(0) = 0 y 
w'(0) = 0. Entonces resulta que las constantes Cj y de la ecuación (3) quedan dadas por 




m{a)l — (o^y 


y la solución de la ecuación (2) es 


C2 = 0, 


( 4 ) 


H ~ ^ (eos COt — eos (JOqÍ). (5) 

m{o)o — 0)^) 

Ésta es la suma de dos funciones periódicas de periodos diferentes pero con la misma 
amplitud. Si se aplican las identidades trigonométricas para eos (A ± B) con A = + ü))t/2 y 

B = (cjq - ú>)í/2, la ecuación (5) puede escribirse en la forma 


u 


2Fo 


_m(a)Q — 0)^) 


-sen 


(ftJo - (Wo + ")í 


sen 


( 6 ) 


Si jíÜQ — (o\ es pequeño, entonces + cu > - cuj y, como consecuencia, sen(cuQ + (o)t¡2 es 

una fiinción de oscilación rápida en comparación con sen(cuQ — o))t/2. Por tanto, el movi¬ 
miento es una oscilación rápida con frecuencia (cu^ + cu)/2, pero con una amplitud sinusoidal 
que varía con lentitud. 


2^0 («Jo - «J)í 

m(ojl -oj^) 2 • 

Este tipo de movimiento, que presenta una variación periódica de la amplitud, muestra lo 
que se conoce como pulsación. Este fenómeno se presenta en acústica cuando se hacen 
sonar simultáneamente dos diapasones de frecuencia casi igual. En este caso, la variación 
periódica de la amplitud es bastante evidente a simple oído. En electrónica la variación de 
la amplitud con el tiempo se llama modulación en amplitud. En la figura 3.9.1 se muestra 
la gráfica de w, según la da la ecuación (6), en un caso típico. 


Resonancia. Como segundo ejemplo, considere el caso en el que o) = Wq, es decir, la 
frecuencia de la función de fuerza es la misma que la frecuencia natural del sistema. Enton¬ 
ces, el término no homogéneo eos wí es una solución de la ecuación homogénea. En este 
caso la solución de la ecuación (2) es 


M = Ci eos ojot -h C2 senmQÍ + 


Fq 

2m(Oci 


t sen Oqí. 


( 7 ) 


Debido a la presencia del término t sen (o^t en (7), el movimiento se vuelve no acotado 
cuando í -► oo, sin importar los valores de Cj y ver en la figura 3.9.2 en ejemplo típico. 
Este es el fenómeno conocido como resonancia. Sin embargo, en la práctica real, el resorte 
probablemente se rompería. Por supuesto, tan pronto como u se hace grande, la teoría en 
la que se basa la ecuación (1) deja de ser válida, ya que la suposición de que la fuerza del 
resorte depende linealmente del desplazamiento requiere que u sea pequeño. Si en el mode¬ 
lo se incluye el amortiguamiento, entonces el movimiento permanece acotado; sin embar¬ 
go, la respuesta a la función de entrada F^ eos coi puede ser grande si el amortiguamiento es 
pequeño y si íu está cercano a (Oq. 
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FIGURA 3.9.1 Pulsación; solución ác u" + u = 0.5 eos 0.8r, w(0) = 0, m'(O) = 
0; w = 2.77778 sen O.lr sen 0.9í. 



FIGURA 3.9.2 Resonancia; solución de w" + m = 0.5 eos í, w(0) = 0, «'(0) - 
0; u = 0.25í sen t. 


La resonancia es capaz de crear serias dificultades en el diseño de estructuras, en donde 
puede producir inestabilidades que originen la falla de la estructura. Por ejemplo, los solda¬ 
dos dejan de marchar a compás al cruzar un puente para eliminar la periódica út su 
marcha, que pudiera resonar a una frecuencia natural del puente. Otro ejemplo ocurrió en el 
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diseño de la turbobomba para combustible a alta presión del motor principal del transbor¬ 
dador espacial. La turbobomba era inestable y no podía operar a más de 20 000 rpm, en 
comparación con la velocidad de diseño de 39 000 rpm. Esta dificultad causó la suspensión 
del transbordador durante seis meses, a un costo estimado de medio millón de dólares 
diarios.^^ 


Vibraciones forzadas con amortiguamiento. El movimiento del sistema resorte-masa 
con amortiguamiento y la función de fuerza eos cot puede determinarse de manera direc¬ 
ta, aunque los cálculos son más bien lentos. La solución de la ecuación (1) es 

u = -h R cos(a>í — S\ (8) 

en donde 


R =■ 


eos <5 = 


miojQ ~ co^) 


. yoy 
sen o ~ — - , 
A 


(9) 


y 

A = y/m^{a>l — 0)^)^ -h (10) 

En la ecuación (8), y r 2 son las raíces de la ecuación característica asociada con (1); 
pueden ser reales o complejas conjugadas. En cualquier caso, tanto exp (r^t) como exp(r 2 /) 
tienden a cero cuando í oc. De dónde, cuando t oo, 


u ^ U(t) = —r cos(ctíí -ó). (II) 

Vm^(o>o - f + y ^ 

Por esta razón a u^(t) = se el conoce como solución transitoria; U(t), que 

representa una oscilación estable con la misma frecuencia que la de la fuerza externa, se 
llama solución de estado estable o respuesta forzada. La solución transitoria permite 
satisfacer cualesquiera condiciones iniciales que se imponga al aumentar el tiempo, la ener¬ 
gía puesta en el sistema por el desplazamiento y la velocidad iniciales se disipa por medio 
de la fuerza de amortiguamiento, y entonces el movimiento representa la respuesta del sis¬ 
tema a la fuerza externa. Sin amortiguamiento, el efecto de las condiciones iniciales persis¬ 
tiría durante todo el tiempo. 

Resulta interesante investigar de qué manera la amplitud R de la oscilación de estado 
estable depende de la frecuencia ío de la fuerza externa. Para la excitación de baja frecuen¬ 
cia, es decir, cuando co-^O, por las ecuaciones (9) y (10) se concluye que R FJL En el 
otro extremo, para la excitación de frecuencia muy alta, (9) y (10) implican que./? -► oc. Con 
un valor intermedio de a> la amplitud tiene un máximo. Para encontrar este punto máximo 
es posible derivar R con respecto a cu e igualar el resultado a cero. De esta manera se 
encuentra que la amplitud máxima ocurre cuando 


(ú 


2 


^ 




( 12 ) 


F. Ehrich y D. Childs, “Self-Excited Vibration in High-PerformanceTurbomachinery”,A/ec/ií//i/cfl/£'Aigmeermg 
(mayo 1984), p. 66. 
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Observe que ^ %y Que está cercana a co^ cuando y es pequeño. El valor 
máximo de R se expresa por 


max 


‘^oV'l - iy^/4mk) 


^ O 

ya>o 


1 + 


%mky 


(13) 


en donde la última expresión es una aproximación para y pequeño. Si y^Hkm > 1, enton¬ 
ces según se expresa por la ecuación (12), es imaginaria; en este caso el valor máximo 
de R ocurre para w = O y es una función monótona decreciente de (o. Para y pequeño, por 
la ecuación (13) se concluye que R ^ FJyo)^, Por tanto, para ypequeño la respuesta máxi¬ 
ma es mucho mayor que la amplitud de la fuerza externa y entre más pequeño sea el 
valor de y mayor será la razón RIF^, En la figura 3.9,3 se muestran algunas gráficas repre¬ 
sentativas de RklF^ contra para varios valores de y 
El ángulo de fase 5 también depende, de una manera interesante, de o). Para w cercana 
a cero, de las ecuaciones (9) y (10) se deduce que eos 5 ^ 1 y sen 5^0. Por tanto, 5=0 
y la respuesta está casi en fase con la excitación, lo que significa que crecen y decrecen 
juntas y, en particular, toman sus máximos (así como sus mínimos) respectivos casi juntas. 
Para o) = se encuentra que eos 5 = 0 y sen S =1, de modo que 5 = kI2. En este caso la 
respuesta va detrás de la excitación en njl, es decir, los picos de la respuesta ocurren nH 
después que los de la excitación y, de manera semejante, para los valles. Por último, para cu 
muy grande, se tiene eos 5 = = -1 y sen 5=0. Por tanto, 5 = ;r, de modo que la respuesta 
está casi fuera de fase con la excitación; esto significa que la respuesta es mínima cuando la 
excitación es máxima y viceversa. 



FIGURA 3.9.3 Vibración forzada con amortiguamiento: amplitud de la respues¬ 
ta de estado estable contra la frecuencia de la fuerza excitadora; F = y'^lnP'(o\. 
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Figura 3.9.4 Una vibración forzada con amortiguamiento; solución de w" + 0.1 25u 
+ w = 3 eos 2t, m(0) = 2, m'(0) = 0. 


En la figura 3.9.4 se muestra la gráfica de la solución del problema con valor inicial 

u" + 0.125w' + w ^ 3 eos 2r, u(0) = 2, u'{0) = 0. 

También se muestra la gráfica de la función de fuerza con fines de comparación. (En la 
figura 3.8.7 se muestra el movimiento no forzado de este sistema). Observe que el movi¬ 
miento transitorio inicial decae al crecer í, que la amplitud de la respuesta forzada estable 
es aproximadamente uno y que la diferencia de fase entre la e xcita ción y la respuesta es 
aproximadamente n. Con más precisión, se encuentra que A = Vl45/4 = 3.0104 de modo 
que R = Fq/A = 0.9965. Además, eos 5 = ~3/A = -0.9965 y sen 5 = 1/4A ^ 0.08304, por 
lo que 5 = 3.0585. Por tanto, los valores calculados de F y ¿están próximos a los valores 
estimados a partir de la gráfica. 


Problemas 

En cada uno de los problemas 1 a 4, escriba la expresión dada como un producto de dos 
funciones trigonométricas de frecuencias diferentes 

1. eos 9r — eos 7í 2. sen?/—señó? 

3. eos nt + eos 2nt 4. sen 3/+ sen 4/ 

5. Una masa que pesa 4 Ib alarga 1.5 pulg. un resorte. La masa se desplaza 2 pulg. en la di¬ 
rección positiva y se suelta sin velocidad inicial. Si se supone que no hay amortigua¬ 
miento y que sobre la masa actúa una fuerza externa de 2 eos 3/ Ib, formule el problema 
con valor inicial que describe el movimiento de la masa. 

6. Una masa de 5 kg estira 10 cm un resorte. Sobre la masa actúa una fuerza externa de 10 
sen(//2) N (newton) y se mueve en un medio que le imparte una fuerza viscosa de 2 N, 
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cuando su velocidad de esa masa es de 4 cm/s. Si la masa se pone en movimiento a partir 
de su posición de equilibrio con una velocidad inicial que describe el movimiento de esa 
masa. 

7. a) Encuentre la solución del problema 5. 

b) Si la fuerza externa dada se sustituye por una fuerza 4 sen (ot de frecuencia (o, en¬ 
cuentre el valor de w para el que ocurre la resonancia. 

8. a) Encuentre la solución de estado estable del problema 6. 

b) Si la fuerza externa dada se sustituye por una fuerza 2 eos cot de frecuencia cu, halle el 
valor de cu para el que la amplitud de la respuesta forzada es máxima. 

9. Si un sistema resorte-masa no amortiguado con una masa que pesa 6 Ib y una constante 
de resorte de 1 Ib/pulg. se pone repentinamente en movimiento en í = 0 por una fuerza 
externa de 4 eos It Ib, determine la posición de la masa en cualquier instante y trace una 
gráfica del desplazamiento contra r. 

10. Una masa que pesa 8 Ib alarga 6 pulg. un resorte. Sobre el sistema actúa una fuerza 
externa de 8 sen 8í Ib. Si se tira hacia abajo de la masa 3 pulg. y luego se suelta, determi¬ 
ne la posición de la masa en cualquier instante. Determine las primera cuatro veces en 
las que la velocidad de la masa es cero. 

11. Un resorte se alarga 6 pulg. por una masa que pesa 8 Ib. La masa está sujeta a un meca¬ 
nismo de amortiguación viscosa que tiene una constante de amortiguamiento de 0.25 Ib- 
s/pie y sobre ella actúa una fuerza externa de 4 eos 2t Ib. 

a) Determine la respuesta de estado estable de este sistema. 

b) Si la masa dada se sustituye por una masa m, determine el valor de m para el que la 
amplitud de la respuesta de estado estable es máxima. 

12. Un sistema resorte-masa tiene una constante de resorte de 3 N/m. Al resorte se sujeta una 
masa de 2 kg y el movimiento se lleva a cabo en un fluido viscoso que ofrece una resis¬ 
tencia numéricamente igual a la magnitud de la velocidad simultánea. Si el sistema es 
excitado por una fuerza externa de 3 eos 3í - 2 sen 3í N, determine la respuesta de estado 
estable. Exprese la respuesta en la forma R cos(a>í - 5). 

13. E ncue ntre la solución de la ecuación diferencial mu' + A:m = FqCos a>t, en donde a> i= 
^k/m, que satisface cada uno de ios siguientes conjuntos de condiciones iniciales. 

a) w(0) = Mq, m'(0) = 0 

b) u(0) = 0, u{0) = Uq 

c) m(0) = Mq, m'(0) = Mo 

14. a) Encuentre la solución general de 

mu' + yu ku = Fq sen (ot, 

en donde < 4km. 

b) Encuentre la solución que satisface las condiciones iniciales w(0) = Mq, u'(0) = 0. 

c) Encuentre la solución que satisface las condiciones iniciales w(0) = 0, m'(0) = 

d) Encuentre la solución que satisface las condiciones iniciales w(0) = Uq, «^(0) = Wq. 

15. Proporcione los detalles al determinar cuándo es máxima la respuesta de estado estable 
dada por la ecuación (11); es decir, demuestre que y quedan dadas por las 
ecuaciones (12) y (13), respectivamente. 

16. a) Demuestre que la fase de la respuesta forzada de la ecuación (1) satisface tan <5 = 
y(o/m(ü)'^Q - 0)^). 

b) Trace la gráfica de la fase 8 como una función de la frecuencia co de la fuerza para la 
respuesta forzada de u" + 0.125w' -i- m = 3 eos ojt. 

17. Encuentre la solución del problema con valor inicial 


u" + w ~ F(í), u{0) = 0, u'(0) = 0, 
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en donde 


f FqÍ, o < t <71, 

F{t) =< Fo(27r - t), n <t < In, 

[o, Ití < t. 

Sugerencia: Trate por separado cada intervalo de tiempo y haga corresponder las solu¬ 
ciones de los diferentes intervalos al exigir que uy u' sean funciones continuas de t, 

18. Un circuito en serie tiene un capacitor de 0.25 x 10”^ F, un resistor de 5 x lO^íl y un 
inductor de 1 H. La carga inicial en el capacitor es cero. Si se conecta una batería de 12 
V al circuito y éste se cierra cuando t = 0, determine la carga en el capacitor cuando t = 
0.001 s, cuando t - 0.01 s y en cualquier instante t. Determine también la carga límite 
cuando t oo. 

Los problemas 19 a 23 deben resolverse usando software de computadora con el que se 
tracen las gráficas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. 

19. Considere el sistema forzado pero no amortiguado descrito por el problema con valor 
inicial 

u" + M = 3 eos ojt, w(0) = o, w'(0) = 0. 

Trace la gráfica de la solución u(t) contra t para (o = 0.7, cu = 0.8 y w = 0.9. Describa 
cómo cambia la respuesta u(t) cuando o) varía en este intervalo. ¿Qué sucede cuando cu 
toma valores cada vez más próximos a uno? Observe que la frecuencia natural del siste¬ 
ma no forzado es cUq = 1. 

20. Considere el sistema vibrante descrito por el problema con valor inicial 

w" + M = 3 eos cu/, w(0) = 1, m'(0)=L 

Trace la gráfica de la solución u(t) contra / para cu = 0.7, cu = 0.8 y cu = 0.9. Compare los 
resultados con los del problema 19; es decir, describa el efecto de las condiciones inicia¬ 
les diferentes de cero. 

Los problemas 21 a 23 tratan del problema con valor inicial 

u + 0.125w' + w = F(t\ w(0) = 2, m'(O) = 0. 

En cada uno de estos problemas, trace la gráfica de la función de fuerza F(í) dada contra t y 
también la de la solución u(t) contra t en el mismo conjunto de ejes. Use un intervalo / que 
sea suficientemente largo como para que los transitorios iniciales se eliminen de modo sus¬ 
tancial. Observe la relación entre la amplit ud y la fase del término de fuerza y la amplitud y 
la fase de la respuesta. Observe que cuq = \íkím = 1. 

21. F{t) = 3 cos(0.3/) 22. F{t) = 3 eos / 23. F(t) = 3 eos 3/. 


Coddington, E. A.,An Introduction to Ordinary Differential Equations (Englewood Cliffs, N. J.: Prentice- 
Hall). 

inee, E. L., Ordinary Differential Equations (London: Longmans, Oreen, 1927; New York: Dover). 

Existen muchos libros sobre vibraciones mecánicas y circuitos eléctricos. Un libro clásico sobre vibra¬ 
ciones mecánicas es: 
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Den Hartog, J. Mechanical Vibrations (New York; McGraw-HiD). 

Algunos libros más recientes de nivel intermedio son: 

Thomson, W. T., Theory ofVibrations with Applications (Englewood Cliffs, N. J,: Prentice Hall). 
Vierck, R. K., VibrationAnalysis (2a. ed.) (New York: Harper & Row), 

Un libro elemental sobre circuitos eléctricos es: 

Bobrow, L. S.y Elementary Linear CircuitAnalysis (2a, ed.) (New York: Holt, Rinehart & Winston). 




Ecuaciones lineales de orden 
superior 


La estructura teórica y los métodos de resolución desarrollados en el capítulo anterior para las 
ecuaciones lineales de segundo orden se extienden directamente a las ecuaciones lineales 
de tercer orden y de orden superior. En este capítulo se repasa con brevedad esta generali¬ 
zación, tomando nota sobretodo de aquellos casos en los que es posible que se presenten 
nuevos fenómenos, debido a la mayor diversidad de situaciones que pueden ocurrir para las 
ecuaciones de orden superior. 




Una ecuación diferencial lineal de /i-ésimo orden es una ecuación de la forma 


d”y d” ^ 


+ ■•• + ?„ _,(x)^ + P„(x)y = G(x). 


( 1 ) 


Se supone que las funciones Pq, y G son funciones continuas con valores reales 

sobre algún intervalo /: a < x < y que P^ es diferente de cero en todo punto de este 
intervalo. Entonces, al dividir la ecuación (1) entre PqÍx), se obtiene 

El operador diferencial lineal L de orden n definido por la ecuación (2) es semejante al 
operador de segundo orden introducido en el capítulo 3. La teoría matemática asociada con 
(2) es por completo análoga a la de las ecuaciones lineales de segundo orden; por esta 
razón, para el programa de n-ésimo orden, simplemente se enuncian los resultados. Las 
demostraciones de la mayor parte de los resultados también son semejantes a las de las ecua¬ 
ciones de segundo orden y, en general, se dejan como ejercicios. 
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Como la ecuación (2) comprende la ;z-ésima derivada de>^ con respecto ax, serán nece¬ 
sarias, por así decirlo, n integraciones para resolverla. En cada una de estas integraciones 
se introduce una constante arbitraria. De donde, es de esperar que para obtener una solu¬ 
ción única sea necesario especificar n condiciones iniciales, 

= yo. y'(^o) = /o. • • •. = yo ” (3) 

en donde puede ser cualquier punto en el intervalo I y y^, y'^,. . ., es cualquier 
conjunto de constantes reales prescritas. El siguiente teorema de existencia y unicidad, 
semejante ai teorema 3.2.1, asegura que en realidad existe una solución y que es única. 



Aquí no se hará una demostración de este teorema. Sin embargo, si los coeficientes 
son constantes, entonces se puede construir la solución del problema con valor inicial ( 2 ), 
(3) de forma muy parecida a como se hizo en el capítulo 3; ver las secciones 4.2 a 4.4. Aun 
cuando en este caso es posible encontrar una solución, no se sabe que es única si no se 
aplica el teorema 4.1.1. En el libro de Ince (sección 3.32) o en el de Coddington (capítulo 6 ) 
se encuentra una demostración del teorema. 

La ecuación homogénea. Como en el problema de segundo orden correspondiente, pri¬ 
mero se analiza la ecuación homogénea 

L[y] = 4- + • • ' + i(x)/ + p„{x)y = 0. (4) 

si las funciones y j, > 4 ,. •., son soluciones de la ecuación (4), entonces por cálculo directo 
se deduce que la combinación lineal 

y = Ciyi(^) + C 2 .V 2 W + • • • + C„y„(x), (5) 

en donde c^,... ,c^ son constantes arbitrarias, también es una solución de la ecuación (4). 
Entonces, resulta natural preguntarse si toda solución de (4) puede expresarse como una 
combinación lineal de yj, y^, . . . , y„. Esto será cierto si, sin importar las condiciones 
iniciales (3) que estén prescritas, si es posible elegir las constantes Cj, ..., de modo 
que la combinación lineal (5) satisfaga las condiciones iniciales. Específicamente, para 
cualquier elección del punto en / y para cualquier elección de y^, y^,..., y^" “ debe ser 
posible determinar Cp C 2 ,..., de modo que se satisfagan las ecuaciones 

<^i>’i(Xo) + • ■ ■ + c„y„(xo) = yo 
^’i/i(xo) + ’ • • + c„y;(xo) = yo 


^W + -" + c„y;r ^\xo) = y^o 


( 6 ) 
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Las ecuaciones ( 6 ) sólo pueden resolverse de manera única para las constantes C 2 ,. • •, 
siempre que el determinante de los coeficientes no sea cero. Por otra parte, si el determi¬ 
nante de los coeficientes es cero, siempre es posible elegir valores de • • •» 

tales que las ecuaciones ( 6 ) no tengan solución. De donde, una condición necesaria y 
suficiente para la existencia de una solución, para valores arbitrarios dey^jy^,..., 
es que el wronskiano 




yi 

y'i 


yi 

Vi 


yin-l) 


y'n 


y(.-l) 


(7) 


sea diferente de cero en x = Xq. Dado que puede ser cualquier punto en el intervalo /, es 
necesario y suficiente que W(y^,y 2 ,..., y,,) sea diferente de cero en todo punto del interva¬ 
lo. Del mismo modo que para la ecuación lineal de segundo orden, es posible demostrar 
que siyp y 2 ^ • > ^ ,y„ son soluciones de la ecuación (4), entonces W(y^, y 2 ,...,y^) es cero 
para toda x en el intervalo I o nunca es cero allí; ver el problema 22. De donde, se tiene el 
siguiente teorema. 



Un conjunto de solucionesyj,... ,y^ de la ecuación (4) cuyo wronskiano sea diferente de 
cero se conoce como conjunto fundamental de soluciones. La existencia de un conjunto 
fundamental de soluciones puede demostrarse exactamente de la misma forma que como 
se hizo para la ecuación lineal de segundo orden (ver el teorema 3.2.5). Dado que todas las 
soluciones de (4) son de la forma (5), para hacer referencia a una combinación lineal arbi¬ 
traria de cualquier conjunto fundamental de soluciones de la ecuación (4) se usa la expre¬ 
sión solución general. 

El análisis de la dependencia e independencia lineales de la sección 3.3 también puede 
generalizarse. Se dice que las funciones son línealmente dependientes sobre 

I si existe un conjunto de constantes no todas cero, tales que 

^1/1 + ^2/2 + ' • ■ + Kfn = 0 (8) 

para toda X en/. Se dice que las funciones /p ... son línealmente independientes sobre 
/ si no son linealmente dependientes allí. Si y p y 2 ,..., y^ son soluciones de (4), entonces 
es posible demostrar que una condición necesaria y suficiente para que sean linealmente 
independientes es que W{y ^,. . ., y„)(^o) ^ ^ alguna Xq en / (ver el problema 23). De 
donde, un conjunto fundamental de soluciones de (4) es linealmente independiente, y un 
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conjunto linealmente independiente de n soluciones de (4) forma un conjunto fundamental 
de soluciones. 

La ecuación no homogénea. Considérese ahora la ecuación no homogénea (2), 

L[y] = y'"» + + ■ • ■ + p„ix)y = gix). 

Si Yj y Y 2 son dos soluciones cualesquiera de la ecuación (2), entonces se concluye de 
inmediato, a partir de la linealidad del operador L, que 

- Y 2 -]{x) = L[yj(x) - L[Y,]{x) = g(x) - g(x) = 0. 

De donde, la diferencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuación no homogénea (2) es 
una solución de la ecuación homogénea (4). Dado que cualquier solución de la ecuación 
homogénea puede expresarse como una combinación lineal de un conjunto fundamental de 
soluciones yp ..., se deduce que cualquier solución de la ecuación (2) puede escribirse 
como 

y = c^yiix) + C 2 y 2 M + - * + c„y„(x) + Y{x\ (9) 

en donde Y es alguna solución particular de la ecuación no homogénea (2). La combinación 
lineal (9) se llama solución general de la ecuación no homogénea (2). 

Por tanto, el problema primario es determinar un conjunto fundamental de soluciones 
yp . . . , y^ de la ecuación homogénea (4). Si los coeficientes son constantes, éste es un 
problema sencillo, que se analiza en la siguiente sección. Si los coeficientes no son cons¬ 
tantes, suele ser necesario aplicar métodos numéricos como los del capítulo 8 o métodos de 
series como los del capítulo 5. Estos tienden a ser más difíciles de manejar a medida que 
aumenta el orden de la ecuación. 

El método de reducción de orden (sección 3.5) también es aplicable a las ecuaciones 
lineales de «-ésimo orden. Siyj es una solución de la ecuación (4), entonces la sustitución 
y = v{x)y^{x) da una ecuación diferencial lineal de orden n-l para v' (ver el problema 24 
para el caso en el que n = 3). Sin embargo, si« ^ 3, entonces la ecuación reducida es por lo 
menos de segundo orden, y sólo rara vez será notablemente más sencilla que la ecuación 
original. Por tanto, en la práctica, la reducción de orden rara vez es útil para las ecuaciones 
de orden superior al segundo. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 6, determine los intervalos en los que se tenga la seguridad 
de que existen soluciones. 

1. Y'' + 4y'" 4- 3y = x 2. xy'" + (senx)/' + 3y — eos x 

3. x(x - 1)/’' + + 4x^y = 0 4. y'" + xy" + x'^y + x^y = In x 

5. (x - + (x + l)y" + (tan x)y = 0 6. (x^ - 4)y''‘ + x^y'" + 9y = 0 

En cada uno de los problemas 7 a 12 elimine las constantes Cp C 2 ,. • •, entre las expresio¬ 
nes para y sus derivadas y\ . . . , yí'* " Con ello, determine la ecuación diferencial que 
satisface la función dada. 





4J Teoría general de las ecuaciones lineales de n-ésimo orden 


223 


7- y = Cj + C 2 X -h + sen ^ 8 . y = Cj + C 2 eos x + C 3 senx 

9. y ~ Cíe"" + C 2 e~'' + 10. y = CjX + C 2 X^ + C 3 X^ 

11. y = X + Ci + C 2 eos X + C 3 senx 12. y = Cj 4- C 2 X 4- C 3 senhx 4- C 4 COsh x 

En cada uno de los problemas 13 a 18, compruebe que las funciones dadas son soluciones de 
la ecuación diferencial y determine su wronskiano. 

13. y'" 4 - y' = 0 ; 1 , eos x, sen x 

14. y*'" 4 - y” = 0; 1, x, eos x, sen x 

15. y'" 4 -2y" — y'— 2y = 0; e~'", 

16. y*'' 4- 2y'" 4- y” — 0; 1, x, xe "" 

17. xi" — y" = 0; l, x, x^ 

18. x^y" + x^y" - 2xy' 4- 2y = 0; x, x^, 1/x 

19. Demuestre que W(5, sen^ x, eos 2x) = 0 para toda x. ¿Es posible establecer este resultado 
sin necesidad de evaluar directamente el wronskiano? 

20. Compruebe que el operador diferencial definido por 

L[y] = /"* + PiWy"’ + ••• + p„(x)y 
es un operador diferencial lineal. Es decir, demuestre que 

L[c,y, + 02 ^ 2 ] = c,L[y,] + C 2 L[y 2 ], 

en donde y j y y 2 son funciones diferenciables n veces y y C 2 son constantes arbitrarias. 
De donde, demuestre que si y^, y 2 > • • • » y^ son soluciones de L [y] = 0, entonces la 
combinación lineal Cj y^ + ' • • + c^y^ también es una solución del [y] = 0. 

21. Sea el operador diferencial lineal L definido por 

•LL)'] = «oy"’ + “ 1 ^"" *’ + • • • + a„y, 

en donde «q, Oj,,.., son constantes reales, 
a) Halleb) Halle I[e^. 

c) Determine cuatro soluciones de la ecuación y - 5y " + 4y = 0. ¿Se puede considerar 
que las cuatro soluciones forman un conjunto fundamental de soluciones? ¿Por qué? 

22. En este problema se muestra de qué manera generalizar el teorema 3.3.2 (teorema de 
Abel) hacia las ecuaciones de orden superior. En primer lugar se describe el procedi¬ 
miento para la ecuación de tercer orden 

+ P2(^)/ + P3Wy = 0. 

Sean yp y 2 y y 3 soluciones de esta ecuación sobre un intervalo I. 
a) Si = ^^(yp y 2 , y 3 ), demostrar que 


W' = 


yi 

yi 

yr 


yi 

y'i 

yT 


ya 

/a 

ya' 


Sugerencia: la derivada de una determinante de 3 x 3 es la suma de tres determinantes de 
3x3 obtenidos al derivar los renglones primero, segundo y tercero, respectivamente, 
b) Sustituya y'" y 2 y y 3 por su expresión obtenida de la ecuación diferencial; multipli¬ 
car el primer renglón por el segundo por p 2 y sumarlos al último renglón para obtener. 




224 


Ecuaciones lineales de orden superior 


W' = -pi(x)W. 


c) Demuestre que 

^(yi> yi, >’3)W = ^ J PiM 

Se concluye que W es siempre cero o siempre diferente de cero sobre I. 

d) Generalice este argumento hacia la ecuación de «-ésimo orden. 

y"’ + " + ■ ■ • + p„(x)y = o 

con soluciones , y^,. Es decir, demuestre que 

y„){x) = c exp[-Jpi(x) dxj. 

23. La finalidad de este problema es demostrar que si W{y ^,..., yJ(-^Q) ^ 0 para alguna Xq 
en un intervalo/, entonces y ^ ... ,y^ son linealmente independientes sobre / y que si son 
linealmente independientes y soluciones de 

L[y] = + • • • + p„{x)y = 0 (i) 

sobre /, entonces W(y ^,. .., y^^) es diferente de cero en todo punto de /. 

a) Suponga que . . . , 0 y que 

Ciyi(x) + - • + c„y„(x) = 0 (íi) 

para toda x en /. Al escribir las ecuaciones correspondientes a las n - 1 primeras deriva¬ 
das de (ii) enX q, demuestre que = • • • = = 0. Por lo tanto, • • •»y„ son linealmente 

independientes. 

b) Suponga quey^ .. ■, y^ son soluciones linealmente independientes de la ecuación (i). 
Si W(y^,. .. ,yy(^o) “ ^ alguna Xy, demuestre que existe una solución diferente de 
cero de (i) que satisface las condiciones iniciales 

= y'(>:o) = ■■■ = /"~ ^>(Xo) = 0. 

Dado que y = 0 es una solución de este problema con valor inicial, la parte de unicidad 
del teorema 4.1.1 da lugar a una contradicción. Por tanto, W nunca es cero. 

24. Demuestre que siy^ es una solución de 

y'" + Pi(x)y" + P 2 {x)y + P3(x)y = 0, 

entonces la sustitución de y = yj(x)r(x) produce la siguiente ecuación de segundo orden 
para v': 

y^v"' + (3y'i + + (3yV + 2piyi -h P 2 yiW = 0. 

En los problemas 25 y 26 aplique el método de reducción de orden (problema 24) para 
resolver la ecuación diferencial dada. 

25. (2 - x)y" 4- (2x - 3)y' - xy' 4- y = 0, x < 2; y^íx) = 

26. x^lx -y 3)y" - 3x(x -h 2)y' 4- 6(1 4- x)y - 6y = 0; x > 0; yi(x) = x^ y 2 (x) = x^ 
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con_coeficientes constantes 

Considérese la ecuación diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden 

Líy] = + íJiy'"-'» + ■• • + «„_!/ + a„y = 0, (1) 

en donde a^, a 2 , • • - son constantes reales. Con base en lo que se sabe de las ecuaciones 
lineales de segundo orden con coeficientes constantes, es natural anticipar que y = es 
una solución de la ecuación ( 1 ) para valores adecuados de r. En efecto, 

- c^"Z(r) ( 2 ) 

para toda r. Para aquellos valores de r para los que Z(r) = 0, se concluye que = 0 y 
que y = es una solución de (1). El polinomio Z(r) se llama polinomio característico y 
la ecuación Z(r) = 0 es la ecuación característica de la ecuación diferencial (1). Un polino¬ 
mio de grado n tiene n ceros, digamos r^, . . . , de donde, es posible escribir el 
polinomio característico en la forma 

Z(r) = üoir ~ r,)(r - r^) ‘ - (r - r„). (3) 

Raíces reales y distintas. Si las raíces de la ecuación característica son reales y ninguna de 
ellas es igual, entonces se tienen n soluciones distintas . . . , de la ecuación 

(1). Para demostrar en este caso que la solución general de (1) es de la forma 

y ^ + • • • + (4) 

es necesario demostrar que las funciones . . . , son linealmente independientes 
sobre el intervalo - oo < x < oc. Una manera de lograrlo es demostrar que su wronskiano es 
diferente de cero. Sin embargo, no siempre es fácil evaluar un determinante de /? x de 
modo que se aplicará un argumento diferente. Supóngase que ..., son linealmente 
dependientes y demuéstrese que esto produce una contradicción. Entonces existen las cons¬ 
tantes Cp c: 2 ,..., c^, no todas cero, tales que + C 2 c'' 2 '^ + • • • + = 0 para cada x en 

jc - 00 < jc < oc. Si se multiplica por da Cj + C 2 e^'' 2 ”''il^ + *' ‘ = 0 y, si se 

deriva, se obtiene 

(r 2 - + (r, - + • • • + (r„ - = 0 

para - oo < x < oc. Si se multiplica este último resultado por e“(^ 2 -^i)^y luego se deriva, da 

(>•3 - '■ 2)('‘3 - + • • • + (r„ - r 2 ){r„ - = 0 

para - oc < x < oc. Si se continúa de esta manera, finalmente se obtiene 

i>'n - r„-i){r„ - r„_ 2 ) • • ■ {r„ - r 2 )(r„ - = 0 (5) 

para - oo < x < x. Dado que la función exponencial no se anuia y las r^ son distintas, se 
tiene = 0. Por tanto, + • • ■ + = 0 para cada x en - x < x < x. Al 

repetir el razonamiento que acaba de darse, se obtiene c^_ ^ = 0, De manera semejante, 
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2 ’ ■ ■ ’ y contradicción de la suposición de que , e^«^ son 

linealmente dependientes. 

Raíces complejas. Si las raíces de la ecuación característica son complejas, deben ocurrir 
en pares conjugados, A ± ya que los coeficientes a^,.., son números reales. Siempre 
que ninguna de las raíces esté repetida, la solución general de la ecuación (1) sigue siendo 
de la forma^ (4). Sin embargo, así como para la ecuación de segundo orden (sección 3.4), 
es posible sustituir las soluciones de valores complejos y por las soluciones 

de valores reales 

e"--'" eos px, e'"" sen fix (6) 

obtenidas como las partes real e imaginaria de Por tanto, aunque algunas de las 

raíces de la ecuación característica sean complejas, sigue siendo posible expresar la solu¬ 
ción general de (1) como una combinación lineal de soluciones de valores reales. 


Ejemplo 1 ® Encontrar la solución general de 


- y - 0. (7) 

Si se sustituye y por se encuentra que la ecuación característica es 

- l)(r- + I) = 0. 

Las raíces son r= 1,-1, i, -i; de donde, la solución general de la ecuación (7) es 

y = + C 2 C + C 3 eos x 4- <4 senx. 


Raíces repetidas. Si las raíces de la ecuación característica no son distintas, es decir, si 
algunas de las raíces están repetidas, entonces resulta evidente que la solución (4) no es la 
solución general de la ecuación (1). Si se recuerda que es una raíz repetida para la ecua¬ 
ción lineal de segundo orden a^" + a^y' -¥ 02 }^entonces las dos soluciones linealmente 
independientes son e''*' y parece razonable esperar que si una raíz de Z(r) = 0, por 
ejemplo r = tiene multiplicidad 5 (en donde s ^ n), entonces 




( 8 ) 


son soluciones de (1). Para probar esto, obsérvese que si es cero de multiplicidad s de 
Z(r), entonces la ecuación (2) puede escribirse como 


L[c^^] = - r^fir - ■ {r - r„) 

= - r,YH{r) 


( 9 ) 


La independencia lineal de las soluciones fV, , . . en el caso de que algunas de las r sean números 
complejos, se deduce por una generalización del argumento que acaba de darse por el caso de las r reales. 
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para todos los valores de r, en donde H(r^) ^ 0. A continuación se aplican los hechos de 
que de^^ldr = y que es posible intercambiar la derivación parcial de con respecto a 
;c y con respecto a r. Entonces, al derivar la ecuación (9) con respecto a r se obtiene 

- r^YH{r) + s(r - rJ~^H{r) + (r - rifH'ir)]. (10) 

Como 5 ^ 2, el segundo miembro de la ecuación (10) es cero para r = y, de donde 
también es una solución de (1). Si 5 ^ 3, al derivar una vez más la ecuación (10) con 
respecto a r y hacer r igual a se demuestra que también es una solución de (1). Este 
proceso puede continuar a lo largo de 5 - 1 derivaciones, lo que da el resultado deseado. 
Nótese que la 5-ésima derivada del segundo miembro de (9) no es cero para r = ya que 
la 5-ésima derivada de (r - r^y es constante y H(r^) 4^ 0. Es razonable esperar que 

, x^'^e'^i^sean lineamientos independientes, y se acepta este hecho sin demostra¬ 
ción. 

Por último, si una raíz compleja A + í/a está repetida 5 veces, también el complejo conju¬ 
gado A - z^está repetido .s veces. De manera correspondiente a esta 2s soluciones de valor 
complejo es posible encontrar 2s soluciones de valores reales si se observa que las partes 
real e imaginaria de + + ... ,x^" también son soluciones linealmente 

independientes: 

eos jux, sen /xx, eos ftx, xe^^ sen fix, 

..., eos /XX, x^ " /¿x. 

De donde, la solución general de la ecuación (1) siempre se puede expresar como una 
combinación lineal de n soluciones de valores reales. Considérese el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 2 


Encontrar la solución general de 

y*'' -h If -h y = 0. 

La ecuación característica es 

r^ + 2r^-h 1 =(r2 + \){r^ 1) = 0. 

Las raíces son r = i, i, -i, y la solución general de (11) es 

y = eos X -h C2 senx -h C3X eos x 4 - senx. 


( 11 ) 


Al determinar las raíces de la ecuación característica a menudo es necesario calcular las 
raíces cúbicas, cuartas o incluso de orden superior de un número (posiblemente complejo). 
Esto suele hacerse de manera más conveniente si se aplica la fórmula de Euler cosx + 
i sen X, así como las leyes algebraicas dadas en la sección 3.4. Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo y también se analiza en los problemas 1 y 2. 


Ejemplo 3 


Encontrar la solución general de 


y‘" + y = 0. 


( 12 ) 
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Ecuaciones lineales de orden superior 


|i: La ecuación característica es 

I 

¿ r" f í - 0. 

Ws- 

En este caso no es tan fácil factorizar el polinomio. Es necesario calcular las raíces cuartas de 
I ~1. Ahora bien, -1, concebido como un número complejo, es -1 + 0/; su magnitud es 1 y su 
ángulo polar es jt. Entonces, 


- 1 eos Tí ^ sen ^ c"". 

Es m£is, el ángulo está determinado sólo hasta un múltiplo de 2 .t; por tanto, 
1 --- cos(7r "f 2ní7i) + ísen(7r + 2m7r) = + 


en donde ni es cero o cualquier entero positivo o negativo; por tanto, 



Las cuatro raíces de -1 se obtienen al hacer m = 0, 1, 2 y 3; éstas son 

1 -t- i .1 + i - 1 / l - / 


Es fácil comprobar que para cualquier otro valor de m se obtiene una de estas cuatro raíces. 
Por ejemplo, correspondiendo a w = 4 se obtiene (1 + /)/V2. La solución general de la 
ecuación (12) es 



v ,v \ 

eos -f r. sen 

N 2 “ X 2/ 


+ c 



-í- sen 


v 

: 1 
V “ 


En conclusión, conviene mencionar que el problema de determinar las raíces de Z(r) - 0 
para n ^ 2 puede ser difícil, si no es posible hallarlas por inspección o mediante un simple 
proceso por tanteos. Un resultado que puede ayudar en la búsqueda de raíces racionales es 
el siguiente. Supóngase que la ecuación característica Z(r) = 

+ a ^ = 0 tiene coeficientes enteros. Entonces, si r = piq es una raíz racional, en donde piq 
está en su mínima expresión, q debe ser un factor úq a p debe ser un factor de Por 
ejemplo, considérese la ecuación polinomial cúbica 

^ 3 _ 2,.2 + ,._2 = o . 

Los factores de = 1 son ±1 y los de í?. = -2 son ±1 y ±2. Por tanto, las únicas raíces 
racionales posibles son ±l y ±2. No es difícil confirmar, por cálculo directo, que r = 2 es 
la única raíz racional. Una vez que se ha encontrado la raíz r = 2, es posible extraer el factor 
(/* - 2), para obtener el producto (r - 2)(/*“ + 1). De modo que las raíces de la ecuación 
polinomial son 2, i y -i. Nótese que si a^^^, = 1 entonces, en la búsqueda de las raíces raciona¬ 
les, basta considerar los factores de 
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Problemas 


Aunque existen fórmulas semejantes a la fórmula cuadrática para las raíces de ecuacio¬ 
nes polinomiales cúbicas y cuadráticas, no existe fórmula correspondiente^ para n > 4. 
Para raíces irracionales, incluso para ecuaciones polinomiales de tercero y cuarto grados, 
suele ser más eficiente aplicar métodos numéricos en lugar de la fórmula exacta para deter¬ 
minar las raíces. 

Se consiguen con facilidad rutinas exactas para computadora con las cuales se hacen los 
cálculos. Sin embargo, incluso con éstas, puede haber problemas ocasionales; por ejemplo, 
puede ser difícil discernir si dos raíces son iguales, o simplemente están muy próximas 
entre sí. Recuérdese que en estos dos casos la forma de la solución general es diferente. 

Si las constantes de la ecuación (1) son números complejos, la solución de 

ésta sigue siendo de la forma (4). Sin embargo, en este caso las raíces de la ecuación carac¬ 
terística son, en general, números complejos, y ya no se cumple que el complejo conjugado 
de una raíz también es una raíz. Las soluciones correspondientes son de valores complejos. 




En cada uno de los problemas 1 a 6, exprese el número complejo dado en la forma 

R(co$ 0 / senil) = Re^^. 


Observe que + si m es un entero. 

1. 1 + i 2. -1 + s/3/ 

4. -í 5. V3-I 

Observe que + si m es un entero y que 


3. -3 

6. -1 - i 


[e-' 


['(0 + 2m7r)J 1/n _ ^i[(9 + 2mn);n] _ 


= eos 


o 2mn \ [0 Imn \ 

^ -+ ¿sen - +-. 

n n j \n n J 


En cada uno de los problemas 7 a 10 aplique estos hechos para determinar la raíz indicada 
del número complejo dado. 


7. 

9. 

En cada uno de los problemas 11 a 22, 

11. y'" - y'^ - y' + y = 0 

13. 2y'" — 4y" — 2y' -h 4y = 0 

15. y'^* + y = 0 

17. y'^' - 3y’'' + 3y" - y - 0 

19. y'^ - 3y^ -h 3/" - 3/' -h 2/ = 0 

21 . y''«" + 8y"-h 16y = 0 


8 . (1 - 

10 . [2(cos 7i/3 + i sen7i/3)]‘'^ 

determine la solución de la ecuación diferencial dada. 

12. y"' — 3y" + 3y' — y = 0 

14. y*'^ - 4/" + 4y” = 0 

16- y‘" - 5/' + 4y = 0 

18. y'^* - y" = 0 

20. y*'' - 8/ = 0 

22. >> + 2y” + y - 0 


^La fórmula para resolver la ecuación cúbica suele atribuirse a Cardano (1501-1576) y la de la ecuación 
cuártica a su alumno Ferrari (1522-1565). El hecho de que es imposible expresar las raíces de una ecuación alge¬ 
braica general de grado superior al cuatro mediante una fórmula que sólo comprende operaciones racionales 
(adición, multiplicación, etc.) y extracciones de raíces fue establecido por Abel y Galois (1811-1832). En el 
libro de Uspensky puede encontrarse un análisis de los métodos para resolver ecuaciones algebraicas. 
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Ecuaciones lineales de orden superior 


En cada uno de los problemas 23 a 26, halle la solución del problema con valor inicial dado. 

23. - 0; y(0) - 0, y^(0) = 1, y"(0) - 2 

24. y" - y = 0; y(0) = 1, v'(0) - 0, y"(0) = - 1, /"(O) = 0 

25. y- ~ + 4y' = 0; y(l) = - 1, y(l) = 2, y'(l) = 0, /''(l) - 0 

26. y"'' — y' H- y' — y = 0; y{'¡^/2) = 2, y'(7r/2) = I, y"(7r/2) = 0 

27. Demuestre que la solución general de y*'' - y = 0 se puede escribir como 

y = eos -f ¿2 sen a' -f cosh x f C 4 senh .x. 

Determine la solución que satisface las condiciones iniciales y(0) = 0,y'(0) = 0,y"(0) = 
1, y'"(0) = 1. ¿Por qué es conveniente usar las soluciones cosh xy senh x en vez de 
y e-^1 

28. Considere el sistema resorte-masa que se muestra en la figura 4.2.1 y que consta de dos 
masas unitarias suspendidas de resortes con constantes de resorte 3 y 2, respectivamen¬ 
te. Suponga que en el sistema no hay amortiguamiento. 

a) Demuestre que los desplazamientos Wj y de las masas con respecto a sus posicio¬ 
nes de equilibrios respectivas satisfacen las ecuaciones 

w'j' y 5ií^ = 21^2 5 ^2 + 2u2 — 2iq. (i) 

b) Resuelva la primera de las ecuaciones (i) para y sustituya en la segunda ecuación, 
para obtener de esta manera la siguiente ecuación de cuarto orden para u^\ 

+ 7i// -h ówj =0. (ii) 

Encuentre la solución general de la ecuación (ii). 

c) Suponga que las condiciones iniciales son 

i/,(0) = 1, u\{0) - 0, 1 / 2 ( 0 ) = 2, 1 / 2 ( 0 ) — 0. (iii) 

Use la primera de las ecuaciones (i) y las condiciones iniciales (iii) para obtener valores 
de í/j(0) y u'¡X0). Demuestre entonces que la solución de la ecuación (ii) que satisface las 
cuatro condiciones iniciales sobre es //^(í) = eos f. Demuestre que la solución corres¬ 
pondiente «2 0 2 eos /. 



FIGURA 4.2.1. Sistema resorte-masa con dos grados de libertad. 
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d) Suponga ahora que las condiciones iniciales son 

ui(0) = -2, u\{0) - 0, U 2 Í 0 ) = 1, w;(0) = 0. (iv) 

Proceda como en el inciso c) para demostrar que las soluciones correspondientes son 
U 2 (r) = -2 eos Vóí, = eos Vóí. 

e) Observe que las soluciones obtenidas en los incisos c) y d) describen dos modos 
distintos de vibración. En el primero, la frecuencia del movimiento es 1 y las dos masas 
se mueven en fase, juntas hacia arriba o hacia abajo. La frecuencia del segundo mo¬ 
vimiento es Vó y las masas se mueven fuera de fase entre sí; moviéndose una hacia aba¬ 
jo mientras la otra lo hace hacia arriba y viceversa. Para otras condiciones iniciales, el 
movimiento de las masas es una combinación de estos dos modos. 

Criterio de estabilidad de Hurwitz. En aplicaciones de ingeniería a menudo es impor¬ 
tante determinar si todas las soluciones de una ecuación lineal homogénea tienden a cero 
cuando x tiende al infinito. En caso afirmativo, se dice que la ecuación es asintóticamente 
estable. Esto significa que, independientemente de las condiciones iniciales, la respuesta y 
del sistema decae hacia cero a medida que la variable independiente x crece. La ecuación 
general de A7-ésimo orden 


-h + • ■ ■ + Ü, 


en donde «q, «p . . . , son reales, es asintóticamente estable si todas las raíces de la 
ecuación característica son reales y negativas, o son complejas con partes negativas. Una 
condición necesaria y suficiente para que esto ocurra fue proporcionada por Hurwitz (1859- 
1919). Para « = 4, el criterio de estabilidad de Hurwitz puede expresarse como sigue: la 
ecuación (i) es asintóticamente estable si y sólo si Aq > 0 y si cada una de las cantidades 


üy ÜQ 

^3 «2 


a, ÜQ 0 
U 3 «2 
0 íi 3 


a^y 0 0 

U3 Uj Cl^ ÜQ 

0 U 3 ¿^2 

0 0 0 ^4 


es positiva. Para « = 3 la condición se aplica a las tres primeras expresiones con = 0, y 
para n = 2se aplica a las dos primeras expresiones con = 0. Nótese que para una ecuación 
de segundo orden ay" + by' + cy = 0 el criterio de Hurwitz requiere, para que haya estabili¬ 
dad, que cada una de a,b,y c sea positiva, resultando que ya se obtuvo antes; ver la sección 
3.8 y el problema 33 de la sección 3.5. En la obra de Guillemin (capítulo 6, artículo 26) 
puede encontrarse un análisis completo del criterio de estabilidad de Hurwitz. En cada uno 
de las problemas 29 a 34, determine si la ecuación dada es asintóticamente estable; com¬ 
pruebe el resultado, de ser posible, al encontrar un conjunto fundamental de soluciones de 
la ecuación. 


29. y'" 3y" -h 3y' + y = 0 

31. y'" -f y" - y' + y = 0 

33. /"-hO.iy'-f 1.2y-0.4y = 0 


30. yr - y = 0 

32. + 2/' + y = 0 

34. + 3.2y" + 2.41 y' + 0.21 y - 0 
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Ecuaciones lineales de orden superior 


4.3 Método de los coeficientes indeterminados 

Puede obtenerse una solución particular Y de la ecuación lineal no homogénea de «-ésimo 
orden con coeficientes constantes 

L[y] — -f- + ■ ' ■ + a„.. j v' + üf¡y = íj{x) (1) 

por el método de los coeficientes indeterminados, siempre que g(x) tenga una forma ade¬ 
cuada. Aunque el método de los coeficientes indeterminados no es tan general como el de 
variación de parámetros que se describe en la siguiente sección, suele ser mucho más fácil 
cuando puede aplicarse. 

Como para la ecuación lineal de segundo orden, si se aplica el operador diferencial lineal 
con coeficientes constantes I a un polinomio + • • • + A^, una función 

exponencial una función senoidal sen px o una función cosenoidal eos px, el resultado 
es un polinomio, una función exponencial o una combinación lineal de funciones seno y 
coseno, respectivamente. De donde, si ^(x) es una suma de polinomios, exponenciales, 
senos y cosenos, o incluso productos de esas funciones, se puede esperar que sea posible 
encontrar Y(x) el elegir una combinación apropiada de polinomios, exponenciales, etcéte¬ 
ra, con varias constantes indeterminadas. Entonces se determinan las constantes de modo 
que se satisfaga la ecuación ( 1 ). 

En primer lugar considérese el caso en el que g(x) es un polinomio de grado m 

-y ( 2 ) 

en donde ¿>p ., ., 6 ^ son constantes dadas. Es natural buscar una solución particular de 
la forma 

Y(x) = Aax^^ + A,x^ .i + . • . + ( 3 ) 


Si se sustituye y de la ecuación (1) por esta expresión y se igualan los coeficientes de las 
potencias iguales de x, se encuentra, a partir de los términos en x'” que = b^. En el 
supuesto de que 0, se tiene A^ = b^^/a^^. Las constantes Ap . . . , A^ se determinan a 
partir de los coeficientes de los términos enx'”" ^ .. . ,x^. 

Si - 0; es decir, si una solución de la ecuación homogénea es una constante, entonces 
no es posible despejar A^y en este caso es necesario suponer para y(x) un polinomio de 
grado /n + 1 a fin de obtener un término en ¿[7] (x) que se escribe con b^x^. Sin embargo, 
no es necesario llevar la constante en la forma supuesta para y(x). En términos más genera¬ 
les, es fácil verificar que si cero es una raíz con multiplicidad 5 del polinomio característi¬ 
co, en cuyo caso 1 , x, x^,..., x^“ ^ son soluciones de la ecuación homogénea, entonces una 
forma adecuada para y(x) es 

Y{x) = x-’^ÍAox'" ^ A,x^-^ - Y AJ. (4) 

Como segundo problema, supóngase que ^^(x) es de la forma 

g{x) - e^^(boX^ Y h.x^ -^ + ■ - + 6J. (5) 

Entonces se esperaría que y(x) fuera de la forma 
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Y{x) = + A,x^-^ + * • • + AJ, (6) 

Siempre que no sea una solución de la ecuación homogénea. Si a es una raíz con mul¬ 
tiplicidad s de la ecuación característica, en forma apropiada para y(x) es 

Y{x) = x^e^^(AoX^ + /I ix'”"' + • • • + AJ. (7) 

Estos resultados pueden probarse, como para la ecuación lineal no homogénea de segundo 
orden, al reducir este problema al anterior mediante la sustitución y = e^^u{x). La función u 
satisfará una ecuación lineal no homogénea de «-ésimo orden con coeficientes constan¬ 
tes; en donde el término no homogéneo es precisamente el polinomio (2) (ver el proble¬ 
ma 18). 

De manera semejante, si g(x) es de la forma 

ísen Bx 

gix) = e^^(hoX- + ¿,x-- ^ 4 - ... + foj J ^ ’ (8) 

(eos /)X, 

entonces una forma adecuada para y(x), siempre que a + ¿¡3 no sea una raíz de la ecuación 
característica, es 

Y(x) = e^^iAox'^ + + ’ ' • + Ajeos ^x (9) 

+ e^^(BoX^ + + ■ • • + BJsenpx. 

Si a + ip es una raíz con multiplicidad 5- de la ecuación característica, entonces es necesario 
multiplicar el segundo miembro de (9) porx^. 

Estos resultados se resumen en la tabla 4.3.1. 

Si es una suma de términos de la forma (2), (5) y (8), suele ser más fácil en la 
práctica calcular por separado la solución particular correspondiente a cada término de 
^(x). Con base en el principio de superposición (dado que la ecuación diferencial es lineal), 
la solución particular de todo el problema es la suma de las soluciones particulares de los 
problemas individuales. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


TABLA 4.3.1. SOLUCIÓN PARTICULAR DE 


+ • • 


g{x) 

9ix) 


Y(x) 


x'^(/loX'” + • 

■ ■ + AJ 


x^iAox"^ + • 

■ ‘ + AJe^^ 

(eos px 

x^[(4ox"' -h 
+ (BoX- 

'' ■ -h AJe^^ eos lix 
+ • ‘ • -f BJe'''' sen /íx] 


Notas. Aquí j es el menor entero no negativo para el que todo término de Y(x) es diferente de 
todo término de la función complementariaDe manera equivalente, para los tres casos, s 
es el número de veces en que 0 es una raíz de la ecuación característica, a es una raíz de la 
ecuación característica y a + //3 es una raíz de la ecuación característica, respectivamente. 
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Ecuaciones lineales de orden superior 


Ejemplo 1 


Hallar una solución particular de 

y'" — 4/ = X -h 3 eos X + (10) 

En primer lugar se resuelve la ecuación homogénea. La ecuación característica es - 4r = 0 
y las raíces son 0, ± 2; de donde, 

y,(x) = Cj + 


Si se aplica el principio de superposición, puede escribirse una solución particular de la (10) 
como la suma de soluciones particulares correspondientes a las ecuaciones diferenciales 

y'" — 4y' = X, y" — 4y = 3 eos x, y'" — 4/ = c' 

La elección inicial para una solución particular Y^x) de la primera ecuación osAqX + Ap pero 
como una constante es solución de la ecuación homogénea, se multiplica porx; por tanto, 

Y^x) = x(AoX + Al). 

Para la segunda ecuación se elige 

Ljíx) — B eos X + C sen x, 

y no es necesario modificar esta elección inicial, ya que eos x y sen x no son soluciones de la 
ecuación homogénea. Por último, para la tercera ecuación, en virtud de que es una solución 
de la ecuación homogénea, se supone que 

Y^x) - Exe ~^\ 

Las constantes se determinan al sustituir en las ecuaciones diferenciales por separado; resultan 
ser Aq = Aj = 0, ^ = 0, C = ~| y £ = g. De donde, una solución particular de la ecuación (10) es 

y(x) = — |x^ — I senx + ¿xe"^^ 


El método de los coeficientes indeterminados puede aplicarse siempre que sea posible 
intuir la forma correcta para y(x). Sin embargo, por lo común es posible para ecuaciones 
diferenciales que no tengan coeficientes constantes o para términos no homogéneos que no 
sean del tipo antes descrito. Para problemas más complicados es posible aplicar el método 
de variación de parámetros, que se analiza en la siguiente sección. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 11, determine la solución general de la ecuación diferencial 
dada. Aquellos casos en que se especifica, encuentre la solución que satisface las condiciones 
iniciales dadas. 


1 . y'" — y" — / + y = 2c + 3 2. y"' ~ y = 3x + eos x 

3. + y" + / + y = c""" y 4x 4. y'" - y' = 2 sen x 


5 _ y> _ 4- e"" 6. y*"' + 2y'' + y = 3 + eos 2x 

7. y"‘ + y"' = X 8. y’' + y" = sen2x 

9. y'" + 4y' = x, y(0) = /(O) = 0, y"(0) = 1 

10. Y'" + 2y" -f y = 3x + 4, y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = y'"(0) = 1 

11. y"' ~ 3/' + 2/ - X + c", y(0) = 1, y (0) = -i, y"(0) - 
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En cada uno de los problemas 12 a 17, determine una forma adecuada para y(x), si ha de 
aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. No evalúe las constantes. 

y"' — 2y" y = + le"" 13. -H 2 eos x 

yv __ 2 y' ^ y = senx 15. y'"' + 4y" = sen 2x + xé^^ + 4 

yV _ yff _ yff y = ^2 ^ 

yv 4 - 2y'" -f- 2y" = 3e^ + 2x^“'' -f e'^sen x 

Considere la ecuación diferencial lineal no homogénea de ^-ésimo orden 
«oV”'+ ^> + --- + u„y = ^(x), 

en donde a^,. . . son constantes. Compruebe que si ^(x) es de la forma 
e^^ibox"^ + ■ • • + J, 

entonces la sustitución y = w(x) reduce la ecuación precedente a la forma 
íqW^"^ + + ■ • • + í„M = box"* + •• • + /?„,, 

en donde íq, ..., son constantes. Determine en términos de las ay dea. Por tanto, 
el problema de determinar una solución particular de la ecuación original se reduce al 
problema más sencillo de determinar una solución particular de una ecuación con coefi¬ 
cientes constantes y un polinomio para el término no homogéneo. 

Método de los aniquiladores. En los problemas 19 a 21 se considera otra manera de llegar a 
la forma apropiada de y(x) para aplicarla en el método de los coeficientes indeterminados. El 
procedimiento se basa en la observación de que los términos exponenciales, polinomiales o 
sinusoidales (o sumas y productos de estos términos) pueden considerarse como soluciones 
de ciertas ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes. Es con¬ 
veniente usar el símbolo D para representar djdx. Entonces, por ejemplo, e~^ es una solución 
de (D -h l)y = 0; se dice que el operador diferencial D + 1 aniquila, o que es un aniquilador de 
e~^. De manera semejante, D + 4 es un aniquilador de sen 2x o eos 2x, {D - 3)^ = - 6D + 

9 es un aniquilador de de etcétera. 

19. Demuestre que los operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes obede¬ 
cen la ley conmutativa, es decir, 

(O _ a)(D - b)f = {D- b){D - a)f 

para cualquier función/dos veces diferenciable y cualesquiera constantes ay b.E\ resul¬ 
tado se extiende de inmediato a cualquier número finito de factores. 

20. Considere el problema de encontrar la forma de la solución particular Y(x) de 

{D - 2f{D + 1)7 - 3^2^ - xe’^ (i) 

en donde el primer miembro de la ecuación está escrito en una forma correspondiente a 
la factorización del polinomio característico. 

a) Demuestre que D-2 y (D + 1)^, respectivamente, son aniquiladores de los términos 
del segundo miembro de la ecuación (i) y que el operador combinado (D - 2){D + 1)^ 
aniquila simultáneamente los dos términos del segundo miembro de (i). 

b) Aplique el operador (D - 2)(D -1)^ a la ecuación (i) y use el resultado del problema 
19 para obtener 


12 . 

14 . 

16. 

17. 

18. 
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(D-2)^(0+ \ fY = 0. (ii) 

Por tanto, Y es una solución de la ecuación homogénea (ii). Al resolver la ecuación (ii), 
demuestre que 


y(A:) = + C2xe^'' Y 

+ CjC”-* + + c^x^e~'', (iii) 

en donde c^,. .,, Cj son constantes, por el momento no determinadas, 
c) Observe que y e~^ son soluciones de la ecuación homogénea corres¬ 

pondiente a la ecuación (i); de donde, estos términos no son útiles para resolver la ecua¬ 
ción no homogénea. Por lo tanto, elegir c^, y como cero en la ecuación (iii), de 
modo que 

y(x) = C 4 X^£?^'^ + C(,xc + C 7 X“c “^ (iv) 

Esta es la forma de la solución particular Y de la (i). Se pueden hallar los valores de los 
coeficientes C 4 , y c-^ al sustituir (iv) en la ecuación diferencial (i). 

Resumen. Suponga que 

E(£>)y = g{x\ (v) 

en donde L(D) es un operador lineal con coeficientes constantes y ^(x) es una suma o 
producto de términos exponenciales, polinomiales o sinusoidales. Para hallar la forma 
de la solución particular de la ecuación (v), es posible proceder como se indica a conti¬ 
nuación: 

a) Encontrar un operador diferencial H(D) con coeficientes constantes que aniquíle a 
g(x); es decir, un operador tal que H(D)g(x) = 0. 

b) Aplicar H(D) a (v) para obtener 

H(D)L(D)y - 0, (vi) 


que es una ecuación homogénea de orden superior. 

c) Resolver la ecuación (vi). 

d) Eliminar de la solución hallada en el paso c) los términos que también aparecen en la 
solución áeL(D)y = 0. Los demás términos constituyen la forma correcta de la solución 
particular de la ecuación (v). 

21. Aplique el método de los aniquiladores para encontrar la forma de la solución particular 
y(x) para cada una de las ecuaciones de los problemas 12 a 17. No evalúe los coeficientes. 


4.4 Método de variación de parámetros 


El método de variación de parámetros para determinar una solución particular de la ecua¬ 
ción diferencial lineal no homogénea de /í-ésimo orden 


L[y] = -h Pi(x)y" -h • • * -f Pn-i(x)y' + P„(x)y == 


(1) 
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es una extensión directa de la teoría para la ecuación diferencial de segundo orden (ver la 
sección 3.7), Como antes, para aplicar el método de variación de parámetros primero es 
necesario resolver la ecuación diferencial homogénea correspondiente. En general, esto 
puede ser difícil, a menos de que los coeficientes sean constantes. Sin embargo, el método 
de variación de parámetros es todavía más general que el de los coeficientes indetermina¬ 
dos en el sentido siguiente. El método de los coeficientes indeterminados suele ser aplica¬ 
ble sólo a las ecuaciones con coeficientes constantes y una clase limitada de funciones g; 
para las ecuaciones con coeficientes constantes es posible resolver la ecuación homogénea 
y, de donde, por el método de variación de parámetros es posible determinar una solución 
particular para cualquier función continua g. Supóngase entonces que se conoce un conjun¬ 
to fundamental de soluciones y p 3 ^ 2 ’ * ■ * ecuación homogénea; entonces 

yXx) = í-,3^i(x) + C2yi{x) + • • • + c„y„(x). ( 2 ) 

El método de variación de parámetros para determinar una solución particular de la ecua¬ 
ción (1) se apoya en la posibilidad de determinar n funciones Wp « 2 » ♦ • • > tales que y(x) 
sea de la forma 


y(x) = i/,(x)y,(x) + U 2 {x)y 2 {x) + • • • + u„ix)y„{x). (3) 

Dado que tienen que determinarse n funciones, es necesario especificar n condiciones. Es 
evidente que una de éstas es que Y satisfaga a la ecuación (1). Las otras n~ \ condiciones se 
eligen para facilitar los cálculos. En virtud de que difícilmente puede esperarse una simpli¬ 
ficación al determinar 7, si es necesario resolver ecuaciones diferenciales de orden superior 
para las i = 1, 2,,.., az, resulta natural imponer condiciones para suprimir los términos 


que produzcan derivadas superiores de las w. Con base en la ecuación (3) se obtiene 

Y' = (u^y\ -h M 2/2 + • ‘ ‘ ‘+ u'„y\). (4) 

Por tanto, la primera condición que se impone sobre las u. es que 

W'ijl + ^2^2 + • • • + l^'nyn = 0. (5) 

Si se continúa este proceso de manera semejante, a través de n - 1 derivadas de Y da 

yí"*) = + • • ♦ + u„y[^\ m = 0, 1, 2,..., n - 1, (6) 

y las « - 1 condiciones siguientes sobre las funciones Wp .,., u^: 

w',yr“ *’ + • • • + = 0, (7) 

La rt-ésima derivada de Y es 

y<"* = (MiyV» + • • • + u„y¡,">) + {u\y\”~^> + • • • + (8) 


Por último, se impone la condición de que Y sea una solución de la ecuación (1). Al 
sustituir las derivadas de Y por sus expresiones de las ecuaciones (6) y (8), agrupar términos 
y aplicar el hecho de que = 0, í = 1, 2,..., n, se obtiene 
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u\ y,"‘+ 1(2/2"■” + ••• + u'y„" = g. ( 9 ) 

La ecuación (9), junto con las « - 1 ecuaciones (7), dan n ecuaciones lineales simultáneas 
no homogéneas para u[, u!^,.. . y 

y\u\ + >- 2 W 2 + " • + yX = 0. 
y\u\ H- y'ju'j + * • * + y>; = 0, 

y';u\ + yx + " * + yWn 


-1),/ 


Wl + ' ■ * + yn 9^ 


Una condición suficiente para la existencia de una solución del sistema de ecuaciones 
(10) es que el determinante de los coeficientes sea diferente de cero para cada valor de x. 
Sin embargo, el determinante de los coeficientes es precisamente fL(yp y^, . , ., yj, y en 
ningún punto es cero ya queypy 2 , • • ■ ^y,, son soluciones linealmente independientes de la 
ecuación homogénea. De donde, es posible determinar wj, . . . Si se aplica la regla de 
Cramer, se encuentra que la solución del sistema de ecuaciones (10) es 




g{x)WJ,x) 
W{x) ’ 


m = L 2,..., f?. 


( 11 ) 


En este caso, W(x) = W(yy^ , y^)(x) y es el determinante que se obtiene a partir de 
W al sustituir la n-ésima columna por la columna (0, 0,, 0,1). Con esta notación, una 
solución particular de la ecuación (1) se expresa por 


m = 1 


.0 mt) 


dt. 


( 12 ) 


en donde es arbitrario. Aunque el procedimiento es directo, los cálculos algebraicos 
necesarios para determinar y(x) a partir de la ecuación (12) se vuelven cada vez más com¬ 
plicados a medida que n crece. En algunos casos es posible simplificar los cálculos hasta 
cierto punto al aplicar la identidad de Abel (problema 22 de la sección 4.1), 

W(x) = W{yi, -y„)(x) = c exp [ - JPi(x) rfx]. 

Puede determinarse la constante c al evaluar W en algún punto conveniente. 


Ejemplo 1 


Dado que y^(x) = c \ y^x) = xc '’ y y3(x) = c"-" son soluciones de la ecuación homogénea corres¬ 
pondiente a 

y'" - y" - y + y = 9(A 


determinar una solución particular de la ecuación (13) en términos de una integral. 
Se usa la ecuación (12). En primer lugar se tiene 


W(x) = xe*, e ^)(x) = 




xe 


e"" (x -h l)c'' 
{x + 2)e^ 
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Si se extrae con factor común de cada una de las dos primeras columnas y de la tercera 
columna, se obtiene 


W(x) = e 


1 

* 1 
1 


X 

x+ 1 

X 2 


1 

-1 

1 


A continuación, al restar el primer renglón del segundo y tercer renglones, se tiene 


W(x) = e^\ 


1 

0 

0 


X 

1 

2 


1 

-2 

0 


Por último, si se evalúa el último determinante por menores asociados con la primera columna, 
se encuentra que 


En seguida, 


W,(x) = 


W{x) = Ae\ 

0 xe^ 

0 (x + l)c* 
1 (x + 2)e^ 


— e 
e~ 


Si se utilizan menores asociados con la primera columna, se obtiene 


W,(x) = 


xe 


|(x -h 


- -2x- 1. 


De manera semejante. 


W^(x) - 


e" e 
e* —e~ 


= 2 , 


W,(x) = 


xe^ 0 
(x + l)e^ 0 
(x + 2)e^ 1 


e xe 
(x + l)e' 


Al sustituir estos resultados en la ecuación (12) se tiene 

^(0(2) 


= \ 1 + 2(x - í)] + j 9(í) dt. 


dt 
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Problemas 


BIBLIOGRAFÍA 


En cada uno de los problemas 1 a 3, aplique el método de parámetros para determinar una 
solución particular de la ecuación diferencial dada. 

I. v'" + y' = tan x, 0 < x < njl 2. y'"' ~ y' = x 

3. y'" - 2y" ~ y + 2y = 

4. Dado que x, x'^ y Hx son soluciones de la ecuación homogénea correspondiente a 

+ x^y" — 2xy' + 2y ~ 2x'^, x > 0, 
determine una solución particular. 

5. Halle una fórmula que comprenda integrales para una solución particular de la ecuación 
diferencial 


.v'" - + / - y = ^(x). 

6. Halle una fórmula que comprenda integrales para una solución particular de la ecuación 
diferencial 


y^'' - y = g(xl 

Sugerencia: las funciones sen x, eos x, senh x y cosh x forman un conjunto fundamental 
de soluciones de la ecuación homogénea. 

7. Halle una fórmula que comprenda integrales para una solución particular de la ecuación 
diferencial 

y" — 3y" -H 3y' — y = ¿/(x). 

Si g{x) = determine y(x). 

8. Halle una fórmula que comprenda integrales para una solución particular de la ecuación 
diferencial 


x‘\v'" “ 3x^y'' + 6xy' — 6y = .^(x), x > 0. 

Sugerencia: compruebe que x,x^y x? son soluciones de la ecuación homogénea. 
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Soluciones en serie de las 
ecuaciones lineales de segundo 

orden 


Hallar la solución general de una ecuación diferencial lineal se apoya en la determinación 
de un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación homogénea. Hasta el momento se 
ha dado un procedimiento sistemático para construir soluciones fundamentales sólo si la 
ecuación tiene coeficientes constantes. Para tratar la clase mucho más gránde de ecuaciones 
que tienen coeficiente variables es necesario extender la búsqueda de soluciones más allá 
de las funciones elementales del cálculo. El instrumento más importante que se necesita es la 
representación de una función dada mediante una serie de potencias. La idea básica es 
semejante a la del método de los coeficientes indeterminados: se supone que las soluciones 
de una ecuación diferencial dada tienen desarrollos en series de potencias y luego se inten¬ 
ta determinar los coeficientes de modo que se satisfaga la ecuación diferencial. 



5,1 Repaso de seríes de potencias 

En este capítulo se analiza el empleo de las series de potencias para construir conjuntos 
fundamentales de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden cuyos 
coeficientes son funciones de la variable independiente. Se empezará por resumir de mane¬ 
ra muy breve los resultados pertinentes acerca de las series infinitas y, en particular, de las 
series de potencias, que se necesitarán. Los lectores ya familiarizados con las series de 
potencias pueden pasar a la sección 5.2. Quien requiera más detalles de los que se presentan 
debe consultar un libro de cálculo. 

oc 

1. Se dice que una serie de potencias ^ aj^x ~ Xq)” converge en un punto x si 

/» = 0 

m 

lím Y. - ^o)" 

m ^ 00 n = O 
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existe. Es evidente que la serie converge para x = puede converger para toda x, o 
puede hacerlo para algunos valores de x y no para otros. 

oc 

2. Se dice que la serie ^ aj^x - x^^)" converge absolutamente en un punto x si la serie 
« = o 


X' 


I 

/I = 0 


|a„(x - xorl 


converge. Es posible demostrar que si la serie converge absolutamente, entonces la 
serie también converge; sin embargo, la inversa no es necesariamente cierta. 

3. Una de las pruebas más útiles para averiguar si una serie de potencias converge o no 
absolutamente es la prueba de la razón. Si Qy si para un valor fijo dex 


iím 

n X': 


i(-v- - X o)"+‘ 
a„(^ - ^o)" 


|x — Xq| lím 


entonces la serie de potencias converge absolutamente en ese valor de x si / < 1 y 
diverge si / > 1. Si /= 1, la prueba es no concluyente. 


Ejemplo 1 


¿Para qué valores de x converge la serie de potencias 

n= 1 

Para hacer la prueba respecto a la convergencia se aplicará la prueba de la razón; se tiene 


I 

¿ Según la proposición 3, la serie converge absolutamente para x - 2 < 1, o sea si 1 < x < 3, y 
J diverge para x - 2 > 1. Los valores de x correspondientes a x - 2 = 1 son x = 1 y x = 3. La se¬ 
rie diverge para cada uno de estos valores de x ya que el /7-ésimo término de la serie no tiende a 
cero cuando n -► oc. 


(-ir*^(n+ l)(x-2)""‘ 


(-ir^'^í(x ~ 2)” 


= |x - 2| lím = |.x 


cc 

4 , Si la serie de potencias X coriverge enx = Xp converge absolutamente para 

/j = o 

!X -x^l < ,Xj -Xj^’, y si diverge en x = x^ diverge para x -Xq > !x^ -x^!. 

OC' 

5. Existe un número no negativo p denominado radio de convergencia, tal que X ^„(x - 

I ^ ~ ^ 

x^^)" converge absolutamente para ;x -XqI < p y diverge para ix -Xq > p. Para una sene 
que no converge en punto alguno excepto en Xq, p se define como cero; para una se¬ 
rie que converge para toda x, se dice que p es infinito. Si p > 0, entonces el intervalo 
< p se llama intervalo de convergencia; éste se indica por el sombreado de la 
figura 5.1.1. La serie puede converger o diverger cuando jx -Xq! = p. 
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Ejemplo 2 


La 

— serie ■ 
diverge 


La La 

1 ^ serie converge — serie 
, absolutamente , diverge 



La serie puede ^ 
converger o diverger 


X 


FIGURA 5.1.1 Intervalo de convergencia de una serie de potencias. 


Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias 


Se aplicará la prueba de la razón: 


^ (x 4- 1)" 
nh n2" 


lím 

n-* 00 


(x+1)"-^* n2” 

(n + 1)2"+‘ (x + 1)" 


|x + 1| lím 

n -♦ 00 


n 

2(n+ 1) 


2 


Por tanto, la serie converge absolutamente para 'x + 1 < 2, o sea -3 < x < 1, y diverge para 
’jc + 1; > 2. El radio de convergencia de la serie de potencias es p = 2. Por último, se comprueban 
los puntos extremos del intervalo de convergencia. En a: = -3 se tiene 


„ = 1 n2" n 

que converge, pero no absolutamente. Se dice que la serie converge condicionalmente en ;i: = -3. 
En X = 1 la serie queda 



la cual diverge. En resumen, la serie converge para -3 ^ x < 1 y diverge en cualquier otro caso. 
Converge absolutamente para -3 < < 1, y tiene un radio de convergencia de 2. 


00 00 

Si X X convergen a/(x) y p(x), respectivamente, para 

M=0 n=0 

\x - Xq\< py p> 0. entonces las siguientes proposiciones son verdaderas para ¡x-XqI < p. 
6. Las series pueden sumarse o restarse término a término y 


f{x) ± g(x) = Y, {a„± K){x ~ Xo)”. 

n = 0 

7. Las series pueden multiplicarse formalmente y 


fix)g{x) = 


Y Clnix ~ XqY 


Y b„{x-XoT 


Y c„{x-Xo)\ 


n~0 


en donde ‘ Es más, si p(Xq) ^ O, las series pueden 

dividirse formalmente y 
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8 . 


9ix) 


É - Xo)". 

n = 0 


En ia mayor parte de los casos los coeficientes se pueden obtener con mayor 
facilidad al igualar los coeficientes en la relación equivalente 


Z - Xo)" = Z - ^oT Z ~ ^^o)" ^ Z Z ^kK-k )(^ “ ->^0)”- 


n = 0 


0 \fc = 0 


También, en el caso de la división, el radio de convergencia de la serie de potencias 
resultante puede ser mayor que p. 

La función /es continua y tiene derivadas de todos los órdenes para |x -x^ < p. 
Además,/',/",. . . pueden calcularse al derivar la serie término a término; es decir, 

f'(x) = ^ la.ix - Xo) + " ■ + na„{x - XqY~^ 4- • • • 

■X) 

. = y na„(x - .V'o)"”', 

n - 1 

f"(x) = 2a 2 + ócíjíx ~ Xg) + ■ ■ ■ + n(n - l)a„(x - Xo)"~^ + ■ ■ ■ 

= X n(n - l)a„(x - Xq)" ^ 

n-r.2 


etcétera, y cada una de las series converge absolutamente para jx-x^! < p 

9. El valor de se expresa por 

a„ = —. 
ni 

La serie se llama serie de Taylor^ para la función /alrededor dex = x^. 

oc oc 

10. Si Z ¿j^/x-Xq/' = Z cadax, entonces a^ = n - 0, 1,2,. 

/I = ü X /í = o 

particular, si Z ^ entonces = «^ = • • • = = • ‘ * 

n=0 

Lina función /que tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor dex =Xq, 

r\xo) 


..En 

= 0 . 


f(x) = Z 


« = o n\ 


(x - Xof, 


con un radio de convergencia p > 0 se dice que es analítica en x = x^. Según las proposicio¬ 
nes 6 y 7, si / y g son analíticas en Xp, entonces / ± g, f ' g y //^(siempre que p(Xp) ^ 0) 
son analíticas en x = Xp. Uno de los resultados que se aplicará a menudo en las secciones 
siguientes es que un polinomio es analítico en todo punto; por tanto, las sumas, diferencias, 
productos y cocientes (excepto en los ceros del denominador) de polinomios son analíticos 
en todos los puntos. 


^ Brook Taylor (1685-1731) fue el matemático inglés más destacado en la generación posterior a Newton. En 
1715 publicó un enunciado general del teorema de expansión que recibió su nombre, resultado fundamental 
en todas las ramas del análisis. También fue uno de los fundadores del cálculo de diferencias finitas así como 
el primero en reconocer la existencia de soluciones singulares de las ecuaciones diferenciales. 
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Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


Ejemplo 5 


Desplazamiento del índice de suma. El índice de suma es una serie infinita en un parámetro 
ficticio, en la misma forma que la variable de integración en una integral definida es una 
variable ficticia. Por tanto, no importa qué letra se utilice para el índice de suma. Por ejemplo, 


V ^ = y 

n\ j=o j! 


Precisamente como se hacen los cambios de la variable de integración, en una integral 
definida resulta conveniente hacer cambios de los índices de suma al calcular soluciones en 
serie de las ecuaciones diferenciales. Mediante varios ejemplos se ilustrará cómo desplazar 
el índice de suma. 


Ü V' 

j Escribir 2- como una serie cuyo primer término corresponda a n = 0 en vez de n = 2. 
|l Sea m = n-2; entonces n = m + 2y n = 2 corresponde a w = 0; de donde, 

I 


¿ = ¿ “m • ‘ <11 

rt - 2 m - O 

Al escribir los primeros términos de cada una de estas series, es posible verificar que contienen 
precisamente los mismos términos. Por último, en la serie de segundo miembro de la ecuación 
(1) se puede sustituir el índice ficticio m por n, con lo que se obtiene 


Í V" = I 

n - 2 n - Ú 


Í2j 


De hecho, se ha desplazado el índice hacia arriba en 2, lo cual se compensa empezando a contar 
en un nivel más bajo en 2 que originalmente. 


Il 


Escribir la serie 


¿ in + 2){n + iKíx - Xo)"■■■■' (3) 

n - 2 

como una serie cuyo término genérico comprenda a en vez de (x 

De nuevo, se desplaza el índice en 2, de modo que n se sustituye por n + 2y se empieza a 
contar 2 unidades más abajo; se obtiene 


X í» + 4)(n + (4) 

/j = 0 


ti fácil verificar que los términos de las series (3) y (4) son exactamente los mismos. 


Escribir la expresión 


¿ (n + r)a„x"^' ^ 

n = 0 

como una serie cuyo término genérico comprende a x" ^ 


( 5 ) 
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Ejemplo 6 


^ En primer lugar se introduce la a la suma, con lo que se obtiene 

I f (n + r)a„x"^^^‘. (6) 

i «^"0 

I . 

J; A continuación, el índice se desplaza hacia abajo en 1 y se empieza a contar más arriba en 1; 
% por tanto, 

i S (" + r)aX'"'^' = f (« + r - (7) 

m tt-0 n = 1 

p Una vez más, se puede verificar con facilidad que las dos series de la ecuación (7) son idénticas 
i y que son exactamente iguales a la expresión (5). 


^ Suponer que 


I 


£ ‘ = X ‘¡r.x" 


( 8 ) 


n = 0 


|| para toda ;if y determinar qué implica esto acerca de los coeficientes a^. 

'Ú Se desea aplicar la proposición 10 para igualar los coeficientes correspondientes en las dos 
P series. Para lograrlo, en primer lugar es necesario volver a escribir la ecuación (8) de modo que 
S la serie exhiba la misma potencia de x en sus términos genéricos. Por ejemplo, en la serie del 
primer miembro de (8), es posible sustituir n por « + 1 y empezar a contar más abajo en 1; por 
'i tanto (8) queda 


(9) 


n = 0 n = 0 

9 Según la proposición 10, se concluye que 

I 

i (« -h 1K+1 = rt = 0, 1, 2, 3, . - - 


o bien, 


n = 0, 1, 2, 3,.... 


n-hV 

I De donde, si se eligen valores sucesivos de n en la ecuación (10), se tiene 

üi CIq 


( 10 ) 


«1 — ^0, 


a = ^ 


2 ’ 




3 3!^ 


I etcétera. En general, 


’ 


n = 1, 2, 3,... 


( 11 ) 


ft Por tanto, la relación (8) determina todos los coeficientes siguientes en términos de Uq, Por 
J último si se utilizan los coeficientes dados por la ecuación (11), se obtiene 


I “nX" = flo — = UoC’^ 
rt = o « = o ni 


en donde se ha seguido la convención usual de que 0! = 1, 
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Problemas 






En cada uno de los problemas 1 a 8, determine el radio de convergencia de la serie de poten¬ 
cias dada. 


1. X (^ - 3)" 

n = 0 

00 Y-2n 

3- E ^ 

n = o n\ 

(2x -H ir 


2- Z 

n = 0 2 

4. f 2"x" 

n = o 


5. Z 


(-l)V(x + 2)" 


6. Z 


- ^o)" 


7- Z 

n = 1 


n = i n 
n\x" 


3" 


00 mI y” 

8- Z ^ 

n= 1 n 


En cada uno de los problemas 9 a 16, determine la serie de Taylor en torno al punto para la 
función dada. Determine también el radio de convergencia de la serie. 


9. senx, Xq = O 
11. X, Xq = 1 

13. In X, Xq = l 

1 


15. 


1 -x’ 


Xo = O 


10. Xq = O 

12. X^, Xq = — 1 

1 

14. 

16. 


1 -hx’ 

0 

II 

0 

1 

X 

0 

II 

1 - x’ 


X 

17. Dado que y = Z nx^, calcule y' y y" y escriba los cuatro primeros términos de cada 

/i = 0 

serie, así como el coeficiente de x'' del término general. 

X 

18. Dado que y = Z calcule y' y y" y escriba los cuatro primeros términos de cada 

= 0 

serie, así como el coeficiente de x^ del término general. Demuestre que si y " = y, enton¬ 
ces los coeficientes y (3^ son arbitrarios y determine a 2 y en términos de y 
Demuestre que + 2 “ ^ 2)(« + 1), ai = 0,1, 2, 3,.... 

En cada uno de los problemas 19 a 23, compruebe la ecuación dada. 

19. f a„{x-\r^= 2 a„-i(x-ir 

n = o rt = 1 

20 . £ n{n - l)a„x““^ = ^ (« + 2){n + IK + a^" 

n = 2 n = 0 

21. Y, = Y ^fl-2X" 

«=0 n=2 

22. f fl„+„x""'’= f x>0, 

n-k n = O 

en donde ky m son enteros dados yp es una constante. 

23. x^ Z + r ~ -f- ax ^ (n -F r)fl„x"^''~^ + Px^ Y 

n-O n=0 n=0 

= [r(r - 1) H- ar]aox'' -h [(/• + l)r -h a(A- -I- l)]a^x'^^ 
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n^2 

en donde r es una constante. 

24. Determine de modo que se satisfaga la ecuación 

a) oü 

X na„x"~' + 2 ^ a„x" = 0. 

n=1 n=0 

3C 

Intente identificar la función representada por la serie ^ 


5.2 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte I 

En el capítulo 3 se describieron métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales de 
segundo orden con coeficientes constantes. Ahora se considerarán métodos para resolver 
ecuaciones lineales de segundo orden cuando los coeficientes son funciones de la variable 
independiente. Basta considerar la ecuación homogénea 

^ ^ ^ ^ 

ya que el procedimiento para la ecuación no homogénea correspondiente es semejante. 

Una amplia clase de problemas en física matemática conduce a ecuaciones de la forma 
(1) que tiene coeficientes polinominales; por ejemplo, la ecuación de Bessel 

x^y" + xy' 4- (x^ - v^)y = 0, 
en donde v es una constante, y la ecuación de Legendre 


(1 — x^)y” — 2xy' 4- a(a + l)y = 0, 

en donde a es una constante. Por esta razón, así como para simplificar los cálculos algebrai¬ 
cos, se considerará principalmente el caso en el que las funciones P,QyR son polinomios. 
Sin embargo, como se verá, el método de resolución es aplicable para una clase de funcio¬ 
nes más general que los polinomios. 

Entonces por el momento, supóngase que P, Q y P son polinomios y que no tienen facto¬ 
res comunes. Supóngase también que se desea resolver la ecuación (1) en la vecindad de un 
punto La resolución de la (1) en un intervalo que contenga uXq está íntimamente asocia¬ 
da al comportamiento de P en ese intervalo. 

Un punto Xq tal que P(xq) # 0 se conoce como punto ordinario. Como P es continua, se 
deduce que existe un intervalo alrededor de x^ en el que F(x) nunca es cero. En ese intervalo 
es posible dividir la ecuación (1) entre P(x) para obtener 

y" -h p{x)y 4- q[x}y = 0, (2) 

en donde p{x) = Q(x)/P(x) y ^(x) = R(x)/P(x) son funciones continuas. De donde, según el 
teorema 3.2.1 de existencia y unicidad, en ese intervalo existe una solución única de (1) que 
también satisface las condiciones iniciales y(xQ) =yo»yX-^o) " valores arbitrarios de 
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y y^. En esta sección y en la siguiente se analiza la resolución de la ecuación (1) en la 
vecindad de un punto ordinario. 

Por otra parte, si P(Xq) = 0, entonces a Xq se le llama punto singular de la ecuación (1). 
En este caso, por lo menos una de Q(Xq) y R(x¿) es diferente de cero. Como consecuencia, 
por lo menos uno de los coeficientes py qácla ecuación (2) se vuelve no acotado cuando 
X Xq y, por tanto, el teorema 3.2.1 no es válido en este caso. En las secciones 5.4 a 5.9 se 
trata la manera de hallar soluciones de (1) en la vecindad de un punto singular. 

Ahora se abordará el problema de resolver la ecuación (1) en la vecindad de un punto 
ordinario Xq. Se buscan soluciones de la forma 

!X; 

y = «O + a^ix - Xo) + -- - + a„{x - Xq)" + • • • = ^ - x^)", (3) 

« = 0 

y se supone que la serie converge en el intervalo Ix -Xq\< p para algún p > 0. Aunque a 
primera vista puede parecer poco atractivo buscar una solución en la forma de una serie de 
potencias, en realidad es una forma conveniente y útil para una solución. Dentro de sus 
intervalos de convergencia, las series de potencias se comportan bastante parecido a los 
polinomios y es fácil manipularlas analítica y numéricamente. De hecho, incluso si es posi¬ 
ble obtener una solución en términos de funciones elementales, como funciones expo¬ 
nenciales o trigonométricas, es probable que se requiera una serie de potencias o alguna 
expresión equivalente si se desea evaluarlas numéricamente o trazar sus gráficas. 

La manera más práctica para determinar los coeficientes es sustituir por la serie (3) y 
sus derivadas y, y' y y" en la ecuación (1). Los siguientes ejemplos ilustran este proceso. 
Las operaciones, como la derivación, que intervienen en el procedimiento se justifican en 
tanto se permanezca dentro del intervalo de convergencia. Las ecuaciones diferenciales de 
estos ejemplos, por derecho propio, también tienen una importancia considerable. 


Ejemplo 1 


|| Encontrar una solución en serie de la ecuación 

f 

M y" -f y = 0, — 00 < X < 00. (4) 

0 

p Como se sabe, dos soluciones lineales independientes de esta ecuación son sen x y eos x, por 
g lo que para resolverla no se requieren métodos de series. Sin embargo, este ejemplo ilustra la 
p aplicación de / series de potencias en un caso relativamente sencillo. Para la ecuación (4), P{x) = 1, 
S GW = 0 y = 1; de donde, todos los puntos son ordinarios. 

R Se busca una solución en la forma de una serie de potencias alrededor de Xq - 0, 


y = ÜQ a^x H- a 2 X^ ’ * • -h 4- + 1 x"^ ^ H- + -!-••• 

= Z (5) 

rt = 0 

y se supone que la serie converge en algún intervalo x < p. 

Si se deriva término a término se obtiene 

y' = «1 -H 2a2X -h • • • -t- na„x""^ -I- (n -I- l)a„+ix" + (n + + -h ‘ • 

= Z 

n= 1 


(6) 
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= 2 íZ 2 + • ‘ + n(n - + (n 4- + + (n + 2)(w + lK + 2 ^" + ’ " 

= L «(« - (7) 

m = 2 

Al sustituir por las series (5) y (7) y' y y'' en la ecuación (4) da 

^ n{n ~ \)a„x'^~^ + ^ = 0 . 

n = 2 n = 0 

A continuación, en la primera suma, se desplaza el índice de suma al sustituir n por n + 2 y 
empezar la suma en 0 en vez de 2 ; se obtiene 


Z (” + 2)(« + 1K + 2«" + Z = 0 


Z [(« + 2)(n + l)a„ + 2 + a„] x" = 0. 

n = 0 

: Para que esta ecuación se satisfaga para toda x, el coeficiente de cada potencia de x debe ser 
cero; de donde, se concluye que 

(n-h 2)(n + l)a„ + 2 + a„ - 0, n = 0, 1, 2, 3,- (8) 

La ecuación ( 8 ) se conoce como relación de recurrencia. Los coeficientes sucesivos pueden 
evaluarse uno por uno al escribir la relación de recurrencia primero para n = 0 , después para « = 1 , 
etcétera. En este ejemplo, (8) relaciona cada coeficiente con el segundo antes de él. Por tanto, 
los coeficientes de índice par « 2 » ^ 4 » • • •) y los de índice impar « 3 , a^, . . .) quedan 
determinados por separado. Para los coeficientes de índice par se tiene 


2-1 21 ’ 


' 4-3 "^4!’ 6-5 6!' 


Estos resultados sugieren^ que, en general, si n = 2k, entonces 

(- 1 )* 

I «« = <^2k = /c = 1, 2, 3,..,. 

i De manera semejante, para los coeficientes de índice impar 


2-3 3! ^ 


^3 _ 

‘5-4“ 5 !^ 


7*6 1\'- 


y en general, si « = 2 Á: + 1 , entonces 


« 1 . /c- 1,2,3,.... 


^ El resultado que se da en la ecuación (9) y otras fórmulas semejantes en este capítulo puede probarse por 
inducción matemática. Se supone que estos resultados son plausibles y se omite el argumento inductivo. 





5.2 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte I 


251 



Ahora que se han obtenido formalmente las dos soluciones en serie de la ecuación (4), es 
posible hacer la prueba respecto a su convergencia. Si se aplica la prueba de la razón, es fácil 
demostrar que cada una de las series de (11) converge para toda jf, y esto justifica retroactivamente 
todos los pasos aplicados en la obtención de las soluciones. De hecho, se reconoce que la prime¬ 
ra serie de (11) es exactamente la serie Taylor para eos x alrededor de jc = 0 y que la segunda es 
la serie de Taylor para sen x alrededor de x = 0. Por tanto, como se esperaba, se obtiene la 
solución y = Aq eos X + sen ;c. 

Nótese que no se impusieron condiciones sobre a^y a donde, son arbitrarias. Con base 
en las ecuaciones (5) y (6), se ve que y y y', evaluadas enx = 0, son y respectivamente. 
Como las condiciones iniciales y(0) y y'(0) se puede elegir de manera arbitraria, se concluye que 
Oq y deben ser arbitrarias hasta que se den condiciones iniciales específicas. 

En las figuras 5.2.1 y 5.2.2 se muestra cómo las sumas parciales de las series de la ecuación 
(11) se aproximan a eos x y sen x. A medida que aumenta el número de términos, el intervalo 
sobre el cual la aproximación es satisfactoria se hace más largo y, para cada .x en este interva¬ 
lo, mejora la exactitud de la aproximación. 



FIGURA 5.2.1 Aproximaciones polinomiales para eos x. El valor de n es el gra¬ 
do del polinomio de aproximación. 
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FIGURA 5.2.2 Aproximaciones polinomiales para sen x. El valor de n es el gra¬ 
do del polinomio de aproximación. 


En el ejemplo 1 se sabía desde el principio que sen x y eos x forman un conjunto funda¬ 
mental de soluciones de la ecuación (4). Sin embargo, si se hubiese ignorado esto y sim¬ 
plemente se hubiera resuelto (4) con la aplicación de métodos por series, se habría obtenido 
la solución (11). Al aceptar el hecho de que la ecuación diferencial (4) se presenta a 
menudo en las aplicaciones, podría decidirse dar nombres especiales a las dos soluciones 
de la ecuación (11); quizá 


( — \Y 

„ = 0 (2n)! 


S{x) = E 


(- 1 )" 


«-^0 {2n + 1)! 


Entonces, podría plantearse la pregunta de cuáles propiedades tienen estas funciones. Por 
ejemplo, es razonablemente obvio, a partir de los desarrollos en serie, que C(0) = 1,5(0) = 0, 
C(- x) = C{x) y 5(~ x) = -S(x). Otra fórmula que se deduce con facilidad es 


“í f 2 .*i f (-in2n+ 1) 


^ (- 1 )' 
(2n)\ 


= C(x). 


De manera semejante, dC(x)ldx = -5(x). Es más, al calcularlas con las series infinitas^ es 
posible demostrar que las funciones C(x) y S{x) poseen todas las propiedades analíticas y 
algebraicas usuales de las funciones coseno y seno, respectivamente. 

Aunque quizá el lector vio por primera vez las funciones seno y coseno definidas de 
manera más elemental en términos de triángulos rectángulos, resulta interesante que estas 
funciones puedan definirse como soluciones de cierta ecuación diferencial sencilla lineal 
de segundo orden. Con más precisión, la función sen jc puede definirse como la solución del 


^ Este análisis se da en la sección 24 de la obra de K. Knopp, Theory and Applications of Infinite Series (New 
York; Hafner, 1951). 
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problema con valor inicial + >^ = 0, >^(0) = 0, >^'(0) = 1; de modo análogo la función eos x 
puede definirse como la solución del problema con valor inicial y" + y = 0, y(0) = 1,>^'(0) = 0. 
También se pueden usar otros problemas con valor inicial para definir estas funciones; ver 
el problema 22. Muchas otras funciones importantes en física matemática también se defi¬ 
nen como soluciones de ciertos problemas con valor inicial. Para la mayor parte de estas 
funciones no existe manera más sencilla o elemental de enfocarlas. 


Ejemplo 2 g Encontrar una solución en serie de potencias de x para la ecuación de Airy'^ 

B y" ~ xy = o, — 00 < X < 00 . (12) 

^ Para esta ecuación, P(x) = 1, 0(x) = 0 y R(x) = -x; de donde, todos los puntos son ordinarios; 

4 en particular, x = 0. Se supondrá que 

t 

i (13) 

i """ 

y que la serie converge en algún intervalo x < p. La serie para y" está dada por la ecuación (7); 
J como se explicó en el ejemplo anterior, es posible volver a escribir la como 

= Z (w + 2)(n -f 1 )í2„ + 2^”- (14) 

n = o 

^ Si se sustituyen por las series (13) y (14) y y y" en la ecuación (12), se obtiene 

00 00 co 

a Z (" + 2)(n + I)a„ + 2 X" = ^ Z = Z (15) 

n = 0 n = O fi = O 

I En seguida, se desplaza el índice de suma en la serie del segundo miembro de esta ecuación al 
sustituir Az por« - 1 e iniciar la suma en 1 en vez de cero. Por tanto, se tiene 

2 - 102 + Z (" + 2)(n + I)a„ + 2 X" = Z 

I De nuevo, para que esta ecuación se satisfaga para toda x, es necesario que los coeficientes de 
las potencias iguales de x sean iguales; de donde, «2 = 0 y se obtiene la relación de recurrencia 

{n + 2){n + \)a„ + 2 = i para n == 1, 2, 3,- (16) 

'I Dado que a ^^2 ^^tá dada en términos de _ p es evidente que las a quedan determinadas en 
pasos de tres. Por tanto, Uq determina la que a su vez determina , ;a^ determina la 
d que a su vez determina ..., y ^2 determina la que a su vez determina Og,.... Como ¿^2 = 0» 
^ de inmediato se concluye que = Og = = • • • = 0. 

I Para la sucesión ¿Zq, a^, ¿Zg,. .. se hace n = 1, 4, 7, 10,... en la relación de recurrencia: 

i _ ^3 _ ^0 _ ^6 _ ^0 

S 2-3’ 5*6 2-3-5-6’ ^^~8-9“2*3-5-6-8-9’ '‘ 

Sir George Airy (1801-1892), astrónomo y matemático inglés, fue director del Observatorio de Greenwich de 
1835 a 1881. Una razón por la que la ecuación de Airy es interesante es que para x negativa las soluciones son 
oscilatorias, semejante a funciones trigonométricas, y para x positiva son monótonas, semejante a funciones 
hiperbólicas. ¿Puede explicar por qué es razonable esperar ese comportamiento? 
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Para esta sucesión de coeficientes es conveniente escribir una fórmula para /i = 1, 2, 3,... 
Los resultados anteriores sugieren la fórmula general 


rt = 1,2,., 


2 • 3 • 5 - 6 ■ • • (3r - 4)(3n - 3)(3« - l)(3rt)’ 

Para la sucesión üj, , se hace n = 2, 5, 8, 11,... en la relación de recurrencia: 


" 3-4’ ^ 6-7 3 •4-6-7’ 

De la misma manera que antes, se encuentra que 


9- 10 3*4-6’7-9- 10’ ■ 


' 3 • 4 • 6 • 7 • ■ ■ (3n - 3)(3n - 2){3n){3n + 1)’ 

La solución general de la ecuación de Airy es 


n — 1, 2, 3,. 


y = ^0 


1 +:r--T + : 


2*3 2-3-5*6 




+ 


2'3 ' " (3« - 1)(3«) 

v3n + 1 




= ür 


1+ I 


3-4 3’4'6-7 

3n 

(3n - 1)(3«) 


+ • • • + 


3 • 4 • • ■ (3n)(3N + 1) 


+ a. 


X + X 


3 ■ 4 ■ ■ • (3n)(3n + 1) 


(17) 


Una vez que se han obtenido estas dos soluciones en serie ahora se puede investigar su conver¬ 
gencia. Debido al rápido crecimiento de los denominadores de los términos de las series (17), 
podría esperarse que estas series tengan un radio grande de convergencia. En efecto, es fácil 
aplicar la prueba de la razón para demostrar que estas dos series convergen para toda x; ver el 
problema 20. 

Si, por el momento, se supone que las series convergen para toda jc, seany^ y ^2 funciones 
definidas por las expresiones entre los primeros y segundos corchetes, respectivamente, de la 
ecuación (17). Entonces, al elegir primero = 1, = 0 y luego = 0, = 1, se deduce que 

y ^2 son por separado soluciones de (12). Anótese quey^ satisface las condiciones inicialesyj(O) 
= 1, yj(0) = 0 y quey 2 satisface las condiciones iniciales ^ 2 ( 0 ) = 0^ tanto, W(yj, 

y2)(0) = 1 0 y, como consecuencia, y >^2 son linealmente independientes. De donde, la 

solución general de la ecuación de Airy es 


y = í^oyiW + - 00 < x < 00. 

En las figuras 5.2.3 y 5.2.4, respectivamente, se muestran las gráficas de las soluciones y j y 
y 2 de la ecuación de Airy, así como las gráficas de varias sumas parciales de las dos series de la 
ecuación (17). Observe que tanto y^ como y 2 son monótonas para x > 0 y oscilatorias para x < 
0. También, con base en las figuras, es posible ver que las oscilaciones no son uniformes, sino 
que decaen en amplitud y crecen en frecuencia a medida que aumenta la distancia al origen. 
Como contraste con el ejemplo 1, las soluciones y j y y 2 de la ecuación de Airy no son funciones 
elementales que el lector ya haya encontrado en el cálculo. Sin embargo, debido a su importan¬ 
cia en algunas aplicaciones físicas, estas funciones se han estudiado estupendamente y sus pro¬ 
piedades son bien conocidas para los matemáticos y los científicos aplicados. 
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FIGURA 5.2.3 Aproximaciones polinomiales para la solución de la ecua¬ 
ción de Airy. El valor de n es el grado del polinomio de aproximación. 



FIGURA 5.2.4 Aproximaciones polinomiales para la solución y 2 (x) de la ecua¬ 
ción de Airy. El valor de n es el grado del polinomio de aproximación. 


Ejemplo 3 m Encontrar una solución de la ecuación de Airy en potencias de jc - 1. 

El punto jc =1 es un punto ordinario de la ecuación (12) y, por tanto, se busca una solución de 
la forma 

3' = Z “ 1)". 

M = 0 

en donde se supone que la serie converge en algún intervalo \x-V <p\ entonces 
y = Z - I)"’* = {n+ l)a,+ ,(x - 1)", 

n= 1 M = 0 
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§ y' = = E (« + 2)(« -f + - ir. 

g Si se sustituyen y y" de la ecuación (12) por estas expresiones, da 

OO 00 

X (n + 2)(n + 1K + 2 (-« - 1)" = X £ ‘>„(x - 1)". 


(18) 


8 Ahora bien, para igualar los coeficientes de las potencias iguales de (x - 1) es necesario expre- 
1 sarx, el coeficiente de y en la ecuación (12), en potencias de x- 1; es decir, se escribe x = 1 + 
j (x - 1). Nótese que esta es precisamente la serie de Taylor para x alrededor de x = 1. Entonces, la 
B ecuación (18) toma la forma 

|É 00 00 

i Z (" + 2)(n + l)a„ + 2 (x - ly = [1 + (x - 1)] £ a„{x - 1)" 

B n = o n = O 

= £ a„(x-1)”+ £ a„(x-1)»"'. 

n = O n = O 

Si se desplaza el índice de suma de la segunda serie de la derecha da 

£ (n + 2)(n + l)a„ + 2 (x - 1)" = £ a„(x - 1)" + £ a„_ i{x - 1)". 

fl-0 n = 0 /j=l 

Al igualar los coeficientes de las potencias iguales de x se obtiene 

2^2 = < 3 q, 

(3 • 2)a^ = 

(4 • 3)04 = «2 + 

(5 • 4)íJ5 = ú!3 + 02 , 


La relación general de recurrencia es 

(n + 2)(n + l)íZ„ + 2 = 1 para n>\. 

Si se expresan las primeras en términos de y de a j da 


Ui Uq 


^2 , ^1 
12 12 “24 12’ 


(19) 


a, = — H—^ = — H- 

’ 20 20 30 120 


p De donde, 


y = Oq 


1 + 


(x - 1)^ (x - 1)" (x - 1)^ (x - 1)" 




24 


30 


+ •' • 


+ 




12 


120 


■1 


( 20 ) 


I En general, cuando la relación de recurrencia tiene más de dos términos, como en la ecuación 
I (19), la determinación de una fórmula para en términos de Oq y será bastante complicada, 
si no es que imposible. En este ejemplo esa fórmula no es tan evidente. Cuando no se cuenta con 
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una fórmula así, no es posible probar la convergencia de las dos series de la ecuación ( 20 ) por 
métodos directos, como la prueba de la razón. Sin embargo, aun sin conocer la fórmula para a^, 
en la sección 5,3 se verá que es posible establecer que las series de la ( 20 ) convergen para toda 
X y, además, definir funciones >^3 y que sean soluciones linealmente independientes de la 
ecuación de Airy (12). Por tanto. 


y = aoysM + a^y^ix) 

es la solución general de la ecuación de Airy para -00 < x < 00 . 


Vale la pena saltar, como se vio en el ejemplo 3, que si se busca una solución de la ecua- 

00 

ción (1) de la forma y = X ~ entonces los coeficientes P(x), Q(x) y i?(x) de (1) 

n = 0 

también deben expresarse en potencias de (x-x^). De manera opcional, se puede hacer el 
cambio de variable x-x^^ = í, para obtener una nueva ecuación diferencial para y como 

función de í y, a continuación buscar soluciones de esta nueva ecuación de la forma ^ 

n = 0 

a^t^. Una vez que se terminan los cálculos, t se sustituye por x -x^ (ver el problema 19). 

Otro punto interesante es el siguiente. Las funciones y^ y y 2 definidas por las series de la 
ecuación (17) son soluciones linealmente independientes de la (12) para toda x y esto es cier¬ 
to de manera semejante para las funciones y 3 y y^ definidas por las series de la ecuación 
(20), Según la teoría general de las ecuaciones lineales de segundo orden, cada una de las dos 
primeras funciones se pueden expresar como una combinación lineal de las dos últimas y 
viceversa, resultado que evidentemente no es obvio a partir sólo de un análisis de las series. 

Por último, conviene hacer resaltar que no es muy importante si, como en el ejemplo 3, 
no se puede determinar el coeficiente general en términos de y aj. Lo esencial es 
hallar tantos coeficientes como se quiera. Así es posible encontrar tantos téminos de las dos 
soluciones en serie como se quiera, incluso si no es posible determinar el término general. 
Aun que la tarea de calcular varios coeficientes de una solución en serie de potencias no es 
difícil, puede ser tediosa. En este caso puede ser de mucha utilidad un paquete de manipu¬ 
lación simbólica; con algunos se pueden encontrar un número especificado de términos de 
una solución en serie de potencias, como respuesta a un solo comando. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 14, resuelva la ecuación diferencial dada por medio de una 
serie de potencias alrededor de un punto dado Xq. Halle la relación de recurrencia; encuentre 
también los cuatro primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente independientes 
(a menos que la serie termine antes). Si es posible, encuentre el término general de cada solución. 


1 . 

2. 

3. 

4. 

5. 

6 . 


y" - y = 0, Xo - 0 
— xy' — y = 0 Xq = 0 

y" - xy' - y = 0, Xo = 1 


y” + k^x^y = 0, Xq = 0, k una constante 

(1 - x)y" + y = 0, Xo = 0 

(2 -I- x^)y" - xy' + 4y = 0, Xq = 0 
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7. y + xy* + 2v' — O, Xq = O 

8. xy" -f / + x>’ — O, Xq == 1 

9. (1 -f x^)y'' 4xy' + 6y = O, Xq = O 

10. (4 ~ x^)/'+ 2y = O, Xo-0 

11. (3 — x^)y'' — 3xj/ - y — O Xq = O 

12. (1 - x)y" + xy' - y = O, Xq = O 

13. 2y" + xy + 3y = O, Xq = O 

14. 2y f (x + l)y + 3y — O, x^ — 2 

En cada uno de los problemas 15 a 18 encuentre los cuatro primeros términos diferentes de cero 
de la solución del problema con valor inicial dado. 

15. y" ~ xy' -y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 1; ver el problema 2 

16. (2 + x^)y" -xy' + 4y = 0, y(0) = -1, y'(0) = 3; ver el problema 6 

17. y" + xy'+ 2y = 0, y(0) = 4, y'(0) = -l; ver el problema 7 

18. (1-x)y"+ x>’'-y = 0, y(0) =-3, y'(0) = 2; ver el problema 12 

19. Al realizar el cambio de variable x - 1 = í y suponer que y es una serie de potencias en /, 
encuentre dos soluciones en serie linealmente independientes de 

y" + (x ~ l)^y' y (x" - l)y = 0 

en potencias de x - 1. Demuestre que se obtiene el mismo resultado directamente al 
suponer que y es una serie de Taylor en potencias de x - 1 y también al expresar el 
coeficiente x“ - 1 en potencias de x --1. 

20. Demuestre directamente, con la aplicación de la prueba de la razón, que las dos solucio¬ 
nes en serie de la ecuación de Airy alrededor de x = 0 convergen para toda x; ver la 
ecuación (17) del texto. 

21. La ecuación 


y" — 2xy' + ky = 0, ~ crj < x < oc\ 

en donde A es una constante, se conoce como ecuación de Hermite^. Es una ecuación 
importante de la física matemática. 

a) Encuentre los cuatro primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente 
independientes alrededor de x = 0. 

b) Observe que si A es un entero par no negativo, entonces una o la otra de las solucio¬ 
nes en serie termina y se convierte en un polinomio. Encuentre las soluciones polinomiales 
para A = 0,2, 4, 6, 8 y 10. Observ’e que cada polinomio queda determinado sólo hasta una 
constante multiplicativa. 

c) El polinomio de Hermite //,,(x) se define como la solución polinominal de la ecua¬ 
ción de Hermite con A = 2^^ para la que el coeficiente de x'^ es 2'*. Encuentre //q(x), ..., 

^ 

22. Considere el problema con valor inicial y' = vi -y y(0) = 0. 

a) Demuestre que y = sen x es la solución de este problema con valor inicial. 

b) Busque una solución del problema con valor inicial en la forma de una serie de po¬ 
tencias alrededor de x = 0. Encuentre los coeficientes hasta el término en de esta serie. 


Charles Hermite (1822-1901) fue un influyente analista y algebrista francés. Introdujo las funciones de Hermite 
en 1864 y en 1873 demostró que e es un número trascendente (es decir, que e no es raíz de alguna ecuación 
polinomial con coeficientes racionales). Su nombre también se asocia a las matrices hermitianas (ver la sec¬ 
ción 7.3). algunas de cuyas propiedades descubrió. 
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En cada uno de los problemas 23 a 26, use una computadora para trazar las gráficas de varias 
sumas parciales de una solución en serie del problema con valor inicial dado, alrededor de x 
= 0, y obtener de esta manera una gráfica análoga a las de las figuras 5.2.1 a 5.2.4. 

23. y"-xy'-y = 0, >>(0) = 1, >'(0) = 0? ''S'" problema 2 

24. (2 + x^)y"-xy' + 4y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0; ''®r el problema 6 

25. y" +Ai>'' +2>> = 0, y(0) = 0, y^O) = 1; ver el problema 7 

26. 2y" + (x+3)y' + 4y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 


5.3 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario, parte II 

En la sección anterior se consideró el problema de encontrar soluciones de 

FM/'+ e(x)y + K(x)}^ = 0, (1) 

en donde P,Q,yR son polinomios, en la vecindad de un punto ordinario Xq. Si se supone 
que la ecuación (1) tiene una solución y = (/)(x) y que (p tiene una serie de Taylor 

y = (Pix) = Z - ^o)". (2) 

n = 0 

que converge para ¡x-x^j < p, p > 0, se encuentra que la puede determinarse el sustituir 
directamente por la serie (2) y en la ecuación (1). 

Ahora se considerará cómo se podría justificar la afirmación de que si x^ es un punto 
ordinario de la ecuación (1), entonces existen soluciones de la forma (2). También se con¬ 
siderará la cuestión de radio de convergencia de esa serie. Al efectuar esto se llega a una 
generalización de la definición de punto ordinario. 

Supóngase entonces que existe una solución de la ecuación (1), de la forma (2). Al deri¬ 
var (2) m veces e igualar x a Xq, se concluye que 

m!a„ = 


De donde, para calcular la de la serie (2) es necesario demostrar que es posible determi¬ 
nar para n = 0,1, 2,... a partir de la ecuación diferencial (1). 

Supóngase que y = í^(x) es una solución de la ecuación (1) que satisface las condiciones 
inicialesy(xQ) = y^, y"( xq) = y'. Entonces, ¿íq " y ~ ^o* interés en hallar 

una solución de (1) sin especificar condiciones iniciales, entonces íZq y permanecen arbi¬ 
trarias. Para determinar </>^"\xq) y la correspondiente, para = 2, 3,..., se regresa a la 
ecuación (1). Dado que cp es una solución de (1), se tiene 

P{x)(p"{x) + Qix)(p'(x) -f R{x)(p{x) == 0. 

Para el intervalo alrededor de Xq para el que P no se anula es posible escribir esta ecuación 
en la forma 


(p"{x) = ~p{x)(p'{x) ~ q{x)(p{x) 


( 3 ) 




260 


Soluciones en serie de las ecuaciones lineales de segundo orden 


en donde p(x) = Q{x)/P{x) y q(x) = R{x)/P(x). Si se iguala x a en la ecuación (3) da 

<^"(^ 0 ) = -PiXoWiXo) - q{xo)<p{Xo). 

De donde, «2 Queda expresada por 


2!«2 = 4>"{Xq) = -p(Xo)a, - q(xo)ao. (4) 

Para determinar se deriva la ecuación (3) y, a continuación x se iguala a Xq, con lo que se 
obtiene 


3103 = (A"'(xo) = + ip' + qW + 

= -2!p(xo)fl2 - [P'(^o) + QÍXo)]ai - q'(Xo)«o- (5) 


Si se sustituye «2 por su expresión dada en la ecuación (4) se obtiene en términos de y 
Como P,Qy R son polinomios y P(x^) ^ 0, todas las derivadas átpy q existen en Xq. 
De donde, es posible seguir derivando indefinidamente la ecuación (3) y determinar des¬ 
pués de cada derivación los coeficientes sucesivos ... al hacer x igual a Xp. 

Nótese que la propiedad importante que se aplicó al determinar la fue que podrían 
calcularse una infinidad de derivadas de las funciones py q. Podría parecer razonable hacer 
más flexible la suposición de que las funciones py q son razones de polinomios y simple¬ 
mente requerir que sean infinitamente diferenciables en la vecindad de Xp. Por desgracia, 
esta condición es demasiado débil para asegurar que es posible probar la convergencia del 
desarrollo en serie resultante paray = (/)(x). Lo que se necesita es suponer que las funciones 
py q son analíticas en Xp; es decir, que tienen desarrollos en serie de Taylor que convergen 
a ellas en algún intervalo alrededor del punto Xp: 


X' 


p(x) = 

Po + Píix - Xo) + • ■ 

• + PÁX - Xo)" + • •• 

= Z PÁX - Xo)", 

/1 = 0 

(6) 

<7{x) = 

4o + 4i(-^ - ^o) + • ■ 

• + 4„(x - Xo)" + • • • 

= Z ‘}ÁX - Xo)". 

(7) 


n = 0 


Con esta idea en mente puede generalizarse la definición de punto ordinario y de punto 
singular de la ecuación (1) como sigue: si las funciones p = Q/P y q = R/P son analíticas en 
Xp, entonces se dice que el punto Xp es un punto ordinario de la ecuación diferencial (1); de 
lo contrario, es un punto singular. 

Considérese ahora la cuestión del intervalo de convergencia de la solución en serie. Una 
posibilidad (aunque no atrayente) es calcular realmente la solución en serie de cada proble¬ 
ma y luego aplicar una de las pruebas de convergencia para una serie infinita con el fin de 
determinar el radio de convergencia de esa solución en serie. Por fortuna, se puede dar 
respuesta de inmediato a la cuestión para una amplia clase de problemas mediante el si¬ 
guiente teorema. 
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Nótese, a partir de la forma de la solución en serie, que yj(;c) = 1 + b^{x~x¿)^ + * * •, y 
y^{x) = (x - jCq) + C 2 (x - x^y + * * • . De donde, es la solución que satisface las 
condiciones iniciales y ^(jCq) = = 0 y >^2 la solución que satisface las condiciones 

iniciales y 2 (-^o) " ~ Nótese también que aunque en teoría el cálculo de los coefi¬ 

cientes mediante la derivación sucesiva de la ecuación diferencial es excelente, en general 
no es un procedimiento práctico de cálculo. En vez de ello, es necesario sustituir y por la 
serie (2) en la ecuación diferencial (1) y determinar los coeficientes de modo que se satisfa¬ 
ga la ecuación diferencial, como en los ejemplos de la sección anterior. 

No se probará este teorema, que en una forma ligeramente más general se debe a Fuchs^. 
Lo que importa para los fines de este libro es que, existe una solución en serie de la forma 
(2) y que el radio de convergencia de la solución en serie no puede ser menor que el más pe¬ 
queño de los radios de convergencia de las series paray de donde, basta determinar estos. 

Lo anterior puede lograrse de dos maneras. Una vez más, una posibilidad es sencillamen¬ 
te calcular las series de potencias para p y ^ y, a continuación, determinar los radios de 
convergencia mediante la aplicación de una de las pruebas de convergencia para las series 
infinitas. Sin embargo, cuando P,Qy R son polinomios, existe una manera más fácil. En la 
teoría de funciones de la variable compleja se demuestra que la razón de dos polinomios, 
por ejemplo Q/P, tiene un desarrollo en serie de potencias convergente alrededor de un 
punto X = Xq si P(Xq) ^ 0. Además, si se supone que se han cancelado todos los factores 
comunes a Qy P^cX radio de convergencia de la serie de potencias para QIP alrededor del 
punto Xq es precisamente la distancia de Xq al más próximo de P. Al determinar esta distan¬ 
cia es necesario recordar que P(x) = 0 puede tener raíces complejas, que también es necesa¬ 
rio considerar. 


^ Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) fue estudiante y más tarde profesor en la Universidad de Berlín. Probó 
el resultado del teorema 5.3.1 en 1886. Su investigación más importante fue sobre los puntos singulares de las 
ecuaciones diferenciales lineales. Reconoció la importancia de los puntos singulares regulares (sección 5.4) y 
las ecuaciones cuyas únicas singularidades, incluyendo el punto en el infinito, son puntos singulares regulares 
que se conocen como ecuaciones fuchsianas. 
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Ejemplo 1 # ¿Cuál es el radio de convergencia de la serie de Taylor de (1 + alrededor de x = 0? 

P Una manera de proceder es hallar la serie de Taylor en cuestión, a saber, 

i = 1 - -f + ' • • + l)"x^" -h ■ • • . 

g Entonces es posible verificar por la prueba de la razón que p = 1. Otro enfoque es observar que 
1 los ceros de 1 + sonx = ±i. Dado que la distancia de 0 a i o a -i en el plano complejo es uno 
1 el radio de convergencia de la serie de potencias alrededor de x = 0 es uno. 

Ejemplo 2 a ¿Cuál es el radio de convergencia de la serie de Taylor para (x^- 2x + 2)"^ alrededor dex = 0? ¿Y 
1 alrededor dex = 1? 
í En primer lugar, nótese que 

P x^ — 2x + 2 = 0 

i 

J tiene las soluciones x = 1 ± /. La distancia de x = 0 a x = 1 + / o x = 1 - / en el plano complejo es 

í# 00 

p V2; de donde, el radio de convergencia del desarrollo en serie de Taylor X alrededor de x 
í «= o 

í = 0 es V2. 

|¡ La distancia de x = 1 a x = 1 + / o x = 1 -i es 1; por tanto, el radio de convergencia del desarrollo 

s ^ 

€ en serie de Taylor 2^ b(x - ly alrededor de x = 1 es 1. 
te n^O 

Según el teorema 5.3.1, las soluciones en serie de la ecuación de Airy de los ejemplos 2 
y 3 de la sección anterior convergen para todos los valores de x y x -1, respectivamente, ya 
que en cada problema P(x) = 1 y, de donde, jamás es cero. 

Es necesario hacer hincapié en que una solución en serie puede converger para un inter¬ 
valo más amplio de x que el indicado por el teorema 5.3.1, por lo que el teorema en realidad 
sólo proporciona una cota inferior del radio de convergencia de la solución en serie. Esto se 
ilustra por la solución polinomial de Legendre de la ecuación de Legendre que se da en el 
siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3 Determinar una cota inferior para el radio de convergencia de las soluciones en serie alrededor 
p de X = 0 para la ecuación de Legendre 

í (1 — x^)y" — 2xy' -t- cc(ol -{- l)y == 0, 

s 

p en donde a es una constante. 

^ Nótese que F(x) = 1 - x^, Q{x) = -2x y R(x) = a(a + 1) son polinomios y que los ceros de P, 
J X = ±1, están a una distancia igual a 1 de x, = 0. De donde, una solución en serie de la forma 

É 

S X o^x^ converge para por lo menos x < 1 y quizá para valores mayores de x. De hecho, es 

■^1 posible demostrar que si a es un entero positivo, una de las soluciones en serie termina después 
g de un número finito de términos y, por consiguiente, converge no sólo para 'x; < 1, sino para 
fi toda X. Por ejemplo, si a = 1, la solución polinomial esy = x. Ver los problemas 20 a 28 al final 
de esta sección para un análisis más completo de la ecuación del Legendre. 



53 Soluciones en serie cerca de un punto ordinario^ parte II 


263 


Ejomplo 4 1 Determinar una cota inferior para el radio de convergencia de las soluciones en serie de la 

y ecuación diferencial 

^ (1-1- x^)y" + 2xy' -f Ax^y = 0 (9) 

alrededor del punto a: = 0; alrededor del punto x--\. 

Una vez más, P,Qy R son polinomios y los ceros de P están en x = ±/. La distancia en el pla¬ 
no complejo de 0 a ±í es 1 y de - 2 a ±i es Vi + ^ = V5/2. De donde, en el primer caso la se- 

OO 00 

rie 2 a^x^ converge por lo menos para ijc; < 1, y en el segundo la serie hj^x + t)" con¬ 
verge por lo menos para x + j| < V5/2. 

Una observación interesante que se puede hacer acerca de la ecuación (9) se deduce de los 
teoremas 3.2.1 y 5.3.1. Supóngase que se dan las condiciones iniciales y(0) - y y\0) = y'^. 

I Como 1 + O para toda x, por el teorema 3.2.1 se sabe que existe una solución única del 
problema con valor inicial sobre - a < a: < oc. Por otra parte, el teorema 5.3.1 sólo garantiza una 

solución en serie de la forma a^x^ (con = yQ para -1 < x < 1. La única solución 

sobre el intervalo ~oc < x < ce puede no tener una serie de potencias alrededor de x = 0 que 
converja para toda x. 


Ejemplo 5 1 ¿Es posible determinar una solución en serie alrededor de x = 0 para la ecuación diferencial 

I /' -h (senx)y' -h (1 -h x^)y = 0, 

I y, en caso afirmativo, cuál es el radio de convergencia? 

3 Para esta ecuación diferencial, p(x) = sen x y ^(x) = 1 + x^. Recuérdese de lo visto en cálculo 
I que sen x tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor de x = 0 que converge para toda x. 
B Además, g también tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor de x = 0, a saber, g(x) = 1 + x^, 

1 que converge para todax. Por tanto, existe una solución en serie de la forma y = X^a^x^ con 
■ y ¿í j arbitrarias y la serie converge para toda x. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 4, determine (t>"X^o) Y P^ra el punto x^ dado 

si y = (p(x) es una solución del problema con valor inicial que se da. 

1. y" -f xy' -H y = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0 

2. y" -h (senx)y' + (eos x)y = 0; y(0) - 0, y'(0) - 1 

3. x^y' H- (1 -h x)y -h 3(ln x)y = 0; y(l) = 2, y'{l) = 0 

4. y" + x^y' + (senx)y = 0; y(0) = ay, y'(0) = 

En cada uno de los problemas 5 a 8, determinen una cota inferior para el radio de conver¬ 
gencia de las soluciones serie alrededor de cada punto que se da, x^ para la ecuación diferen¬ 
cial dada. 

5. y" -h 4y' -H 6xy = 0; Xq — 0, Xq = 4 

6. (x^ — 2x — 3)y'' H- xy' + 4y = 0; Xq = 4, Xq = — 4, Xq = 0 

7. (1 -f x^)y" -I- 4xy' -y y = 0; Xq = 0, Xq = 2 

8. xy" + y = 0; Xq = 1 
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9. Determine una cota inferior para el radio de convergencia de las soluciones en serie para 
cada una de las ecuaciones diferenciales de los problemas 1 a 14 de la sección 5.2 

10. La ecuación diferencial de Chebyshev^ es 

(1 — x^)y" — xy' -h a^y ~ 0, 

en donde a es una constante. 

a) Determine dos soluciones linealmente independientes en potencias de jc para \x] < 1. 

b) Demuestre que si a es un entero no negativo «, entonces existe una solución polino- 
mial de grado n. Estos polinomios, cuando están normalizados adecuadamente, reciben 
el nombre de polinomios de Chebyshev y son muy útiles en problemas que requieren 
una aproximación polinomial para una función definida sobre -1 < jc < 1. 

c) Encuentre una solución polinomial para cada uno de los casos a = /í = 0, l,2y3. 

11. Encuentre los tres primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente inde¬ 
pendientes en serie de potencias de x de 

y" -(- (sen x)y = 0. 

Sugerencia: desarrolle sen x en una serie de Taylor alrededor de jc = 0 y ret^ga un 
número suficiente de términos para calcular los coeficientes necesarios de y = X 

n = 0 

12. Encuentre los tres primeros términos de cada una de dos soluciones linealmente inde¬ 
pendientes en serie de potencias de x de 

+ xy = 0. 

¿Cuál es el radio de convergencia de cada solución en serie? 

Sugerencia: desarrolle e^ o xe~^ en una serie de potencias alrededor de x = 0. 

13. Suponga que se afirma que x y x^ son soluciones de una ecuación diferencial P(x)y" + 
Q{x)y' + /?(x)y = 0. ¿Qué se puede decir acerca del punto x = 0? ¿Es un punto ordinario 
o un punto singular? 

Sugerencia: aplique el teorema 3.2.1, y observe el valor de x y x^ en x = 0. 

Ecuaciones de primer orden. Los métodos de series analizados en esta sección son direc¬ 
tamente aplicables a la ecuación diferencial lineal de primer orden P(x)y' + Q(x)y = 0 en un 
punto Xq, si la función p = Q/P tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor de ese punto. 

Ese punto se llama punto ordinario y, además, el radio de convergencia de la serie y 

(x -Xq)" es por lo menos tan grande como el radio de convergencia de la serie para QIP. En 
cada uno de los problemas 14 a 19 resuelva la ecuación diferencial dada mediante una serie 
de potencias de x y compruebe que üq es arbitraria en cada caso. Los problemas 18 y 19 están 
relacionados con ecuaciones diferenciales no homogéneas a las que es fácil extender los 
métodos de series. 

14. y - y = 0 15. y - xy = 0 

16. y' — e'^^y, tres términos 17. (1 — x)y' = y 

*18, y - y = x^ *19. y' + xy = 1 + X 


^ Pafnuty L. Chebyshev (1821-1894), profesor en la Universidad de San Petersburgo durante 35 años y el más 
importante matemático ruso del siglo XIX, fundó la llamada “Escuela de Petersburgo”, que produjo una gran 
cantidad de matemáticos distinguidos. Su estudio de los polinomios de Chebyshev empezó alrededor de 
1845, como parte de una investigación de la aproximación de funciones por medio de polinomios. Chebyshev 
también es conocido por su trabajo en teoría de números y en probabilidad. 
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En los casos en que sea posible, compare la solución en serie con la solución obtenida al 
aplicar los métodos del capítulo 2 . 

Ecuación de Legendre. Los problemas 20 a 28 tratan de la ecuación de Legendre 


(1 — x^)/' — 2x/ -!-«(«+ l)y = 0. 

Como se indicó en el ejemplo 3, el punto x = 0 es un punto ordinario de esta ecuación y la 
distancia del origen al cero más próximo de P(x) = 1 - es 1 . De donde, el radio de conver¬ 
gencia de las soluciones en serie alrededor dex = 0 es por lo menos 1. Observe también que 
basta considerar o: > -1 porque si a ^ - 1 , entonces la sustitución a = -(1 + y) en donde y 
^ 0 conduce a la ecuación de Legendre (1 -x^)y" - 2xy' + 7 ( 7 + l)y = 0. 


20. Demuestre que dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de Legendre 
para ;X| < 1 son 

QO 

y,(x) = i+ X (-ir 

m= i 

a(a - 2)(a - 4) • • • (a - 2m 4- 2)(a -f 1)((X -h 3) • • • (a -h 2m - 1) , 

X- 

(2m)! 

00 

y^ix) = x+ ^ (-1)” 

m = \ 

(a - l)(a - 3) • • • (a — 2m -f- l)(a -I- 2)(a -I- 4) • • • (a + 2m) 1 

X (2m + 1)! "" ■ 

21. Demuestre que, si a es cero o un entero par positivo 2n, la solución en serie se reduce 
a un polinomio de grado 2n que sólo contiene potencias pares de x. Encuentre los 
polinomios correspondientes a a = 0, 2 y 4. Demuestre que si a es un entero impar po¬ 
sitivo 2n + 1 , la solución en serie 72 se reduce a un polinomio de grado 2n + 1 , que sólo 
contiene potencias impares dex. Encuentre los polinomios correspondientes a a = 1,3 y 5. 

22. El polinomio de Legendre P,j(x) se define como la solución polinomial de la ecuación de 
Legendre con o: = /i que también satisface la condición PJl) = 1- Use los resultados del 
problema 21 para encontrar los polinomios de Legendre PqW’ • • • 

23. Con ayuda de una computadora 

a) trace las gráficas de Pq(x), ..., P^(x) para -1 < x ^ 1. 

b) encuentre los ceros de Pq(x), ..., P^(x), 

24. Es posible demostrar que la fórmula general para Pjíx) es 


1 {-\f(2n-2k)\ 

r k\(n ~ k)\{n - 2 ¿)! 


x” 


2k 


en donde [n/2] denota el mayor entero menor que, o igual a, n/2. Observe la forma de 
P„{x) para /i par y n impar demuestre que ^„(~1) = (-!)”• 

25. Los polinomios de Legendre tienen una función importante en física matemática. Por 
ejemplo, al resolver la ecuación de Laplace (ecuación del potencial) en coordenadas 
esféricas se encuentra la ecuación 


d^Ficp) dFi(p) 

- 2 —^ (p -h n{n -h l)F((p) = 0, 0 < (p < n. 


dcp^ 


d(p 


en donde n es un entero positivo. Demuestre que el cambio de variable x = eos (p conduce 
a la ecuación de Legendre con a -n para y = /(x) = F(arc eos x). 
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26. Demuestre que para n = 0,1,2,3 el polinomio de Legendre correspondiente queda defini¬ 
do por 




1 ¿i" 

2"«! dx” 




1 )" 


Esta fórmula, conocida como fórmula Rodrigues (1794-1851), es verdadera para todos 
los enteros positivos n, 

27. Demuestre que la ecüación de Legendre también puede escribirse como 

[(1 - x^)y']’ - -a(a + l)y. 

Entonces se concluye que [(1 -x^)P\(x)y =-n(n + l)PJx) y [(1 -x^)P’JX)]' = -m{m 
+ l)P^(xy Demuestre al multiplicar la primera ecuación por Pjix) y la segunda por 
W y ^ continuación integrar por partes que 

, Pnix)Pm{x} dx = 0 si íi m. 

Esta propiedad de los polinomios de Legendre se conoce como propiedad de ortogo- 
nalidad. Si w = «, es posible demostrar que el valor de la integral que acaba de darse es 
2/(2at + 1), 

28. Dado un polinomio /de grado es posible expresarlo como una combinación lineal de 

^ 1 ’ ^ 2 ’ • • ■ ’ ^n‘ 


n 


/(x)= X a^Pk(x). 

k = 0 


Aplique el resultado del problema 27 para demostrar que 

% = J f(x)Pk{x) dx. 


5.4 Punt os singu lar es regula res 

En esta sección se considerará la ecuación 

P{x)y"Q(x)y'R{x)y = 0 (1) 

en la vecindad de un punto singular Xq. Recuérdese que si las funciones P^ Q y R son 
polinomios que no tienen factores comunes, los puntos singulares de la ecuación (1) son los 
puntos para los que P(x) = 0. 


Ejemplo 1 


Determinar los puntos singulares y los puntos ordinarios de la ecuación de Bessel de orden v 

x^y" + xy' + (x^ - v^)y = 0. (2) 

El punto X = 0 es un punto singular ya que P(x) = x^ es cero allí. Todos los demás puntos son 
puntos ordinarios de la ecuación (2). 
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Ejemplo 2 S Determinar los puntos singulares y los puntos ordinarios de la ecuación de Legendre 

M (1 — x^)y" — 2xy' + a(a + l)y = 0, (3) 

en donde a es una constante. 

á Los puntos singulares son los ceros P(x) = 1 - jr a saber, los puntos x = ±1. Todos los demás 
puntos son ordinarios. 


Desafortunadamente, si se intenta aplicar los métodos de las dos secciones anteriores 
para resolver la ecuación (1) en la vecindad de un punto singular Xq, se encuentra que estos 
métodos fracasan. Esto se debe a que la solución de (1) a menudo no es analítica en Xq y, 
como consecuencia, no es posible representarla mediante una serie de Taylor en potencias 
ÚQX- ;Cq. En vez de ello es necesario usar un desarrollo en serie más general. 

Dado que los puntos singulares de una ecuación diferencial suelen ser poco numerosos, 
podría plantearse la pregunta de si es posible simplemente ignorarlos, especialmente debi¬ 
do a que ya se sabe cómo construir soluciones alrededor de puntos ordinarios. Sin embargo, 
esto no es factible porque los puntos singulares determinan las características principales 
de la solución en mucho mayor medida de lo que podría esperarse en principio. En la 
vecindad de un punto singular, la solución a menudo se hace grande en magnitud o experi¬ 
menta cambios rápidos en la misma. Por tanto, el comportamiento de un sistema físico 
modelado por una ecuación diferencial con frecuencia es más interesante en la vecindad de 
un punto singular. A menudo las singularidades geométricas de un problema físico, como 
esquinas o bordes marcados, producen puntos singulares en la ecuación diferencial corres¬ 
pondiente. Por tanto, aunque en principio podría desearse evitar los pocos puntos en los que 
una ecuación diferencial es singular, es precisamente en estos puntos en los que es necesa¬ 
rio estudiar con más cuidado la solución. 

Como una opción para los métodos analíticos, es posible considerar el empleo de méto¬ 
dos numéricos, que se analizan en el capítulo 8. Sin embargo, estos métodos no se adaptan 
al estudio de las soluciones cerca de un punto singular. Incluso si se adopta un enfoque 
numérico, es necesario combinarlo con los métodos analíticos de este capítulo, a fin de 
examinar el comportamiento de las soluciones cerca de puntos singulares. 

Sin contar con información adicional acerca del comportamiento de Q/P y R/P en la 
vecindad del punto singular, es imposible describir el comportamiento de las soluciones de 
la ecuación (1) cerca de x = Xq. Puede suceder que existan dos soluciones linealmente inde¬ 
pendientes de (1) que permanezcan acotadas cuando x Xq, o pueda haber sólo una mien¬ 
tras que la otra se vuelve no acotada cuando x -►Xq, o las dos pueden volverse no acotadas 
cuando x Xq. Para ilustrar esto, considere los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 3 


S La ecuación diferencial 

x^y" — 2y = 0 (4 

1: tiene un punto singular en x = 0. Es posible comprobar, con facilidad por sustitución directa que 
li para x>0 ox<0, y=x^y>’ = l/x son soluciones linealmente independientes de la ecuación 

! (4). Por tanto en cualquier intervalo que no contenga el origen, la solución general de (4) esy = 
CjX^ + C 2 X“^ La única solución de la ecuación (4) que es acotada cuando x-^ 0 esy = CjX^. De he¬ 
cho, esta solución es analítica en el origen aunque (4) se escriba en la forma estándar, y"-(2!x^)y 
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= O, la función q(x) = -2/jc^ no sea analítica en a: = O y el teorema 5.3.1 no sea aplicable. Por otra 
parte, nótese que la solución y = no tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor del origen 
(no es analítica en x = 0); por lo tanto, en este caso fracasaría el método de la sección 5.2 


Ejemplo 4 


1 La ecuación diferencial 

I x^y" — 2xy' + 2y = 0 (5) 

también tiene un punto singular en x = 0. Se puede verificar que y^(x) = x y y 2 (x) = x^ son 
soluciones linealmente independientes de la ecuación (5) y que las dos son analíticas en x = 0. 
Sin embargo, todavía no es adecuado proponer un problema con valor inicial con condiciones 
iniciales en x = 0. Es imposible prescribir condiciones iniciales arbitrarias en x = 0, puesto que 
cualquier combinación lineal de x y x^ es cero en x = 0. 


También es posible construir una ecuación diferencial en un punto singular x^ tal que 
toda solución de la ecuación diferencial se vuelva no acotada cuando x-^x^. Incluso si (5) 
no tiene una solución que permanezca acotada cuando x ^ Xq, a menudo es importante 
determinar de qué manera se comportan las soluciones de la ecuación (1) cuando x ^ x^; 
por ejemplo, ¿y oo de la misma manera cuando (x - Xq)“^ o Ix - o lo hace de alguna 
otra manera? 

Para desarrollar una teoría matemática razonablemente sencilla para resolver la ecuación 
(1) en la vecindad de un punto singular Xq, es necesario restringirse a los casos en los que las 
singularidades de las funciones QIP y R/P en x = Xq no sean demasiado severas; es decir, a 
lo que podrían llamarse “singularidades débiles”. A priori, no es exactamente obvio qué es 
una singularidad aceptable. Sin embargo, más tarde se demostrará (ver los problemas 16 y 
17 de la sección 5.7) que si P, Qy R son polinomios, las condiciones que distinguen las 
“singularidades débiles” son 


lím (x — Xq) 


Qjx) 

P{x) 


es finito 


( 6 ) 


y 

lím (x — Xq)^ es finito. (7) 

x-*xo P(^) 

Esto significa que la singularidad en QIP no puede ser peor que y que la singula¬ 

ridad en R/P no puede ser peor que (x - x^y'^. Este punto se llama punto singular regular 
de la ecuación (1). Para funciones más generales que los polinomios, Xq es un punto singu¬ 
lar regular de la ecuación (1) si es un punto singular, y si tanto® 


(x - Xo) 


Qjx) 

Pix) 


como 


(x - Xo)^ 


R{x) 

P(x) 


( 8 ) 


Las funciones que se dan en la ecuación (8) pueden no estar definidas en en cuyo caso deben tomarse sus 
valores en jCq iguales a sus límites cuando x -»► Xq. 
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Ejemplo 5 


Ejemplo 6 


tienen series de Taylor convergentes alrededor de Xq] es decir, si las funciones de (8) son 
analíticas en jc = x^. Las ecuaciones (6) y (7) implican que éste será el caso siP.QyR 
son polinomios. Cualquier punto singular de (1) que no sea un punto singular regular se 
conoce como punto singular irregular de la ecuación (1). 

En las secciones siguientes se analiza la manera de resolver la ecuación (1) en la vecin¬ 
dad de un punto singular regular. Un análisis de las soluciones de las ecuaciones diferencia¬ 
les en la vecindad de puntos singulares irregulares rebasa el alcance de un texto elemental. 


En el ejemplo 2 se observó que los puntos singulares de la ecuación de Legendre 

(1 — x^)y” — 2x/ + a(a + l)y — 0 

sonx = ±1. Determinar si estos puntos singulares son puntos singulares regulares o irregulares. 

En primer lugar considérese el punto jc = 1 y también obsérvese que al dividir entre 1 los 
coeficientes dey' y y son -2x/(l -x^) y a(a + 1)/(1 -x^), respectivamente. Por tanto, se calcula 


lím (x - 1) 

JC-l 



(x-l)(-2x) 2x 

lini-- = lijji- 

(1 - x)(l + x) x -1 1 + X 


y 


lím (x - 1)^ 

x-*l 


a(a + 1) 
1 -x^ 


(X - l)^a(a + 1 ) 

(1 - x)(l + x) 

(x-l)(-a)(a+l) 

hm ——- 

x-^l 1 -h X 


En virtud de que estos límites son finitos, el punto x = 1 es un punto singular regular. Es posible 
demostrar de manera semejante que x = -1 también es un punto singular regular. 


Determinar los puntos singulares de la ecuación diferencial 

2(x — 2)^xy" -h 3xy' -h (x — 2)y = 0, 

y clasificarlos como regulares o irregulares. 

Si se divide la ecuación diferencial entre 2(x - 2)^x, se tiene 




■/ + 


1 


2(x - 2)2 2(x - 2)x 


y = o, 


de modo que p(x) = Q(x)/P(x) = 3/2(x - 2)^ y ^(x) = R(x)/P(x) = l/2x(x - 2). Los puntos singu¬ 
lares son X = 0 y X = 2. Considérese x = 0; se tiene 


3 

lím xp(x) = lím X -= 0, 

x^o x -0 2(x — 2) 


lím x^q{x) = lím x^-= 0. 

x-o x -0 2x(x - 2) 

Como estos límites son finitos, x = 0 es un punto singular regular. Para x = 2 se tiene 


270 


Soluciones en serie de las ecuaciones lineales de segundo orden 


lím {x - 2)pix) = lím (x - 2) -- 

x -2 2(x - 2y 


de modo que el límite no existe; de donde, x = 2 es un punto singular irregular. 


Ejemplo 7 


Determinar los puntos singulares de 


X — — J y -h (eos x)/ + (sen x)y = 0 

y clasificarlos como regulares o irregulares. 

El único punto singular es x = 7r/2. A fin de estudiarlo, considérense las funciones 




2 / P(x) X — 7i/2 


Si se parte de la serie de Taylor para eos x alrededor de x = ;r/2, se encuentra que 

n\ , , (-x " n/2)^ 

X - ~~ lp(x) = ~ 1 -f- -- -4- * * ' 


3! 


Además, 


X - - ) q(x) = 1 


2 ! 


■ 4 " ■ 


4! 


Las dos series convergen para todax; por consiguiente, se concluye que ntl es un punto singular 
S regular de esta ecuación. 


Problemas ■ 


En cada uno de los problemas 1 a 18, halle todos los puntos singulares de la ecuación dada y 
determine si cada uno de ellos es singular o irregular. 


1. xy'' + (1 — x)y' 4- xy = 0 

3. x2(l - x)y" 4- (x - 2)y' - 3xy - 0 

5. (1 — x^)^y" -f x(l — x)y' + (1 + x)y = 0 

6. x^ y" 4 xy'4 (x^ - v“)y = 0 Ecuación í 

7. (x + 3)y'' — 2xy' + (1 - x^)y = 0 

8. x(l — x"')'^y + (1 — x")")' 4- 2(1 + x)y = 0 

9. (X + 2)^(x - l)y" 4- 3(x - l)y - 2(x + 2)y = 

10. x(3 - x)y" 4 (x 4- l)y' - 2y = 0 

11. (x^ 4- X - 2)y" 4- (x + l)y' + 2y = 0 
13. y" + (ln|x|)y' 4- 3xy = 0 
15. x“y" — 3(senx)y' 4 (1 + x^)y = 0 
17. (senx)y" 4 xy' 4 4y = 0 


2. x^(l — xY'y" 4 2xy' 4 4y := 0 
4. x^(l ~ x^)y" 4 (2/x)y' 4 4y = 0 

Bessel 


0 

12. xy" 4 4 (3 eos x)y = 0 

14. x^y" 4 2(í?"^ — l)y' 4 eos x)y = 0 
16. xy" 4 y' 4 (cot x)y = 0 
18. (x senx)y" 4 3y' 4 xy = 0 
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En cada uno de los problemas 19 y 20 demuestre que el punto x = 0 es un punto singular 

regular. En cada problema, intente hallar soluciones de la forma ^ Demuestre que en 

n = o 

el problema 19 sólo existe una solución diferente de cero de esta forma y que en el problema 
20 no existen soluciones diferentes de cero de esta forma. Por tanto, en ningún caso es posi¬ 
ble hallar la solución general de esta manera. Esto es típico de las ecuaciones con puntos 
singulares. 

19. 2xv" + 3/ + xy - 0 20. 2x^/' + 3x/ - (1 + x)y - 0 


21. Singularidades en el infinito. Las definiciones de punto ordinario y de punto singular 
regular que se dieron en las secciones precedentes son válidas sólo si el punto Xq es 
finito. En trabajo más avanzado en las ecuaciones diferenciales a menudo es necesario 
analizar el punto en el infinito. Esto se lleva a cabo al efectuar el cambio de variable § = 
l/x y estudiar la ecuación resultante en § = 0. Demuestre que para la ecuación diferencial 
P(x)y" + Q{x)y + Rix)y = 0 el punto en el infinito es un punto ordinario si 


1 

Wil) 


' 2P(m 

í 




y í"p(i/í) 


tienen desarrollos en serie de Taylor alrededor de ^ = 0. También demuestre que el punto 
en el infinito es un punto singular regular si por lo menos una de las funciones anteriores 
no tiene un desarrollo en serie de Taylor, pero que tanto 


P(l/í) 


2P(l/¿) 


e(i/í) 


como 


mií) 


sí tienen esos desarrollos. 


En cada uno de los problemas 22 a 25, use los resultados del problema 21 para determinar si 
el punto en el infinito es un punto ordinario, un punto singular regular o un punto singular 
irregular de la ecuación diferencial dada. 

22. (1 -x^)y" - 2xy* + a(a + l)y = 0, Ecuación de Legendre 

23. " + xy' + (jc^ - v^)y = 0, Ecuación de Bessel 

24. y" - 2xy' + Ay = 0, Ecuación de Hermite 

25. y" - xy = 0, Ecuación de Airy 


El ejemplo más sencillo de una ecuación diferencial que tiene un punto singular regular es 
la ecuación de Euler o ecuación equidimensional, 

L[y] = x^y" + ax/ + /?y = 0, (1) 

en donde ay ^ son constantes. A menos de que se indique lo contrario, se considerará que 
a y jS son reales. Es fácil demostrar que x = 0 es un punto singular regular de la ecuación 
(1). Debido a que la solución de la ecuación de Euler es típica de las soluciones de todas las 
ecuaciones diferenciales con un punto singular regular, vale la pena considerar esta ecua¬ 
ción con todo detalle, antes de analizar el problema más general. 
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En cualquier intervalo que no incluye'el origen, la ecuación (1) tiene una solución gene¬ 
ral de la forma y = c^y^(x) + C 2 y 2 (^) en donde y^ y son linealmente independientes. Por 
conveniencia, en primer lugar se considerará el intervalos > 0, extenderán posteriormente 
los resultados al intervalo s < 0. Primero, obsérvese que (x^y = rx'*"’ y (x'')" = r(r-~ 

De donde, si se supone que (1) tiene una solución de la forma 

y = (2) 

se obtiene 

L[x''] = x^(x''r + ax(x0' + 

= x^[r(r~l)-har + /?]. (3) 

Si r es una raíz de la ecuación cuadrática 

F(r) - r(r - 1) + Oír + - 0, (4) 

L[x^] es cero y y = x^ es una solución de la ecuación (1). Las raíces de la ecuación (4) son 

-(a - 1) ± V(« - 

ri, ^2 = - 2 -’ 

y F(r) =: (r - rj)(r j - r^). Como para las ecuaciones lineales de segundo orden con coefi¬ 
cientes constantes, es necesario considerar por separado los casos en los que las raíces son 
reales y diferentes, reales pero iguales y complejas conjugadas. De hecho, todo el análisis 
de esta sección es semejante al tratamiento de las ecuaciones lineales de segundo orden 
con coeficientes constantes del capítulo 3, pero reemplazando por x^; ver también el 
problema 23. 

Al resolver una ecuación específica de Euler, se recomienda hacer la sustitucióny = x^ en 
la ecuación, determinar la ecuación cuadrática (4) y, a continuación, calcular las raíces y 
en vez de memorizar la fórmula (5). 

Raíces reales distintas. Si F(r) = 0 tiene las raíces reales y con ^ enton¬ 
ces y^{x) = x''! y y^(x) = x ''2 son soluciones de la ecuación (1). Como W{x^i, x^i) = (r 2 - 
r^)x''i ^ no se anula para r 2 y x > 0, se deduce que la solución general de (1) es 

y = CjX''’ -h C 2 x'‘\ X > 0. (6) 

Nótese que si r no es un número racional, entonces x^ se define por x'' = e'' 


Ejemplo 1 


Resolver 

2x^y" + 3xy' — y = 0, x > 0. 

Si se hace la sustitución y = x'' da 

x''[2r(r — 1) -{- 3r — 1] — x'‘(2r^ -h r — 1) = x'‘(2r — l)(r -I- 1) = 0. 
De donde, = ? y r 2 = -1, de modo que 


(7) 


y = CjX^'^ 4- C 2 X 


X > 0. 


( 8 ) 
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in 


Ejemplo 2 


Raíces iguales. Si las raíces y r 2 son iguales, entonces se obtiene sólo una solución 
yj(x) = x^i de la forma supuesta. Puede obtenerse una segunda solución por el método de 
reducción de orden, pero para efectos de análisis futuro se considerará un método alterna¬ 
tivo. Dado que = r 2 , se sigue que F(r) = (r - r^)^. Por tanto, en este caso no solamente 
F(rj) = 0, también F\r^) = 0. Esto sugiere derivar la ecuación (3) con respecto a /* y luego 
hacer r igual a rj. Si se deriva la (3) con respecto a r da 


— Llx'] = — [xTír)]. 
or dr 


Si se sustituye F{r) por su expresión, se intercambia la derivación con respecto axy con 
respecto a r y se observa que d(x^)ldr = jc'' In ;c. Se obtiene 


L[xMnx] = (r — ri)^x’’lnx + 2(r — rl)x^ 


(9) 


El segundo miembro de la ecuación (9) es cero para /■ = como consecuencia. 


y 2 {x) = In X, X > 0, (10) 

es una segunda solución de la ecuación (1). Es fácil demostrar que x^i Inx) = x^^\^ ~ ^ 
De donde, x''i y x'’! In x son linealmente independientes para x > 0 y la solución general 
de (1) es 

y = (Cj + C 2 In x)x''i, X > 0. (11) 


Resolver 


x^/' + 5x/ + 4>’ = 0, X > 0. 

Si se hace la sustitución y = x'' da 

x'’[r(r — 1) + 5r + 4] = x\r^ + 4r + 4) = 0. 

De donde, rj = r 2 = -2 y 

y = x~\c^ + C 2 In x), X > 0. 


( 12 ) 


(13) 


Raíces complejas. Por último, supóngase que las raíces y r 2 son complejos conjuga¬ 
dos, por ejemplo, X + ijxy r^-ifJ, con ¿u # 0. Ahora se debe explicar qué se entien¬ 
de por x^ cuando r es un complejo. Si se recuerda que 

= ( 14 ) 

cuando x > 0 y r es real, es posible utilizar esta ecuación para definir cuando r es un 
complejo; entonces, 

+ _ ^(Á-i-iu)lnx _ In x^ifi In X 

— ^A^i/xlnx 

= x^[cos(/z In x) + i sea{n In x)], x > 0. 


(15) 
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Con esta definición de para valores complejos de r, es posible verificar que se cumple las 
leyes usuales del álgebra y el cálculo diferencial y, por tanto, en efectoy x^'i son solucio¬ 
nes de la ecuación (1). La solución general de (1) es 

y = 4- (16) 

La desventaja de esta expresión es que las funciones son de valores comple¬ 

jos. Recuérdese que se tuvo una situación semejante para la ecuación diferencial de segun¬ 
do orden con coeficientes constantes cuando las raíces de la ecuación características fueron 
complejas. De la misma manera en que se procedió entonces, se observa que las partes real 
e imaginaria de a saber, 

cos{fi In x) y x^ sen(/r In x), (17) 

también son soluciones de la ecuación (1). Con un cálculo directo se demuestra que 
W[x'- cos(/x in x), x"^ sen(/r In x)] = 

De donde, estas soluciones también son linealmente independientes para x > 0 y la solu¬ 
ción general de la ecuación (1) es 

y = CiX"^ cos(fí In x) -h r^x^ sen(/r In x), x > 0. (18) 


Resolver 


x"y'' 4 xy' 4 y = 0. 

Si se hace la sustitución y = x^ da 

x'’[r(r — 1) + r 4 1] = x''(>“ 4 1) = 0. 
De donde, r = ±/ y la solución general es 

y == c*j cos(ln x) 4 C 2 sen(ln x), x > 0. 


(19) 


( 20 ) 


Considérese ahora el comportamiento cualitativo de las soluciones de la ecuación (1) 
cerca del punto singular x = 0. Esto depende por completo de la naturaleza de los exponen¬ 
tes r^ y En primer lugar si r es real y positiva, x^ -► 0 cuando x tiende a cero a través de 
valores positivos. Por otra parte, si r es real y negativa, entonces x^ se vuelve no acotada, 
mientras que si r = 0, entoncesx'' = 1. Estas posibilidades se muestran en la figura 5.5.1 para 
varios valores de r. Si r es un complejo, entonces una solución típica es x^ cos(¿u In x). Esta 
función se vuelve no acotada o tiende a cero si A es negativa o positiva, respectivamente, y 
también oscila cada vez más rápido cuando x 0. Este comportamiento se observa en las 
figuras 5.5.2 y 5.5,3 para valores seleccionados de A y jU, Si A = 0, la oscilación es de 
amplitud constante. Por último, si se tiene raíces repetidas, entonces una solución es de la 
forma x'' In x, que tiende a cero si r >. 0 y se vuelve no acotada si r < 0. En la figura 5.5.4 
se muestra un ejemplo de cada caso. 

La extensión de las soluciones de la ecuación (1) hacia el intervalo x < 0 puede llevarse 
a cabo de manera relativamente directa, La dificultad reside en comprender lo que se en¬ 
tiende por x'' cuando x es negativa y r no es un entero; de manera semejante, no se ha 
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FIGURA 5.5.2 Solución de una ecuación de Euler; raíces complejas con parte 
real negativa. 


Y 
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FIGURA 5.5.4 Soluciones de una ecuación de Euler; raíces repetidas. 
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definido In x para jc < 0, pero en general son de valores complejos. Es posible demostrar 
que las soluciones de la ecuación de Euler que se han dado para x > 0 son válidas para x < 0, 
pero en general son de valores complejos. Por tanto, en el ejemplo 1, la solución x^^^ es 
imaginaria parax < 0. 

Siempre es posible obtener soluciones de valores reales de la ecuación de Euler (1) en el 
intervalo x < 0 al hacer el cambio de variable que se indica a continuación. Sea x = en 
donde ^ > 0, y seay = entonces se tiene 

dy du d^ du d^y d í du\d^ d^u 
Por tanto, para x < 0 la ecuación (1) toma la forma 


. 2 ^ 


du 

dQ 


> 0 . 


( 22 ) 


Pero este es exactamente el problema que se acaba de resolver; por las ecuaciones (6), (11) 
y (18) se tiene 


w(0 = 


cos(/z In + C 2 ^^sen(/¿ In 


(23) 


dependiendo de si los ceros de F{r) = r(r - 1) + ar + son reales y diferentes, reales e 
iguales o complejos conjugados, A fin de obtener u en términos de x se sustituye ^ por -x 
en las ecuaciones (23). 

Se puede combinar los resultados para x>0yx<0al recordar que |x| = x si x > 0 y 
que |x| = -X si X < 0. Por tanto, basta sustituir x por jx| en (6), (11) y (18) para obtener 
soluciones de valores reales válidas en cualquier intervalo que no contenga el origen (ver 
también los problemas 30 y 31). Estos resultados se resumen en el siguiente teorema. 
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Problemas 


Las soluciones de una ecuación de Euler de la forma 

(x - Xoj^y" + a(x - Xq)/ + py =^0 (27) 

son semejantes a las dadas en el teorema 5.5.1. Si se buscan soluciones de la forma y = (x - 
entonces la solución general se expresa por las ecuaciones (24), (25) o (26), en donde 
X se sustituye por x-x^. De otra manera, se puede reducir la ecuación (27) a la forma de la 
ecuación (1) al efectuar el cambio de variable independiente í = x - Xq, 

La situación para una ecuación diferencial general de segundo orden con un punto singu- 
lar regular es semejante a la de la ecuación de Euler, Este problema se considera en la 
sección siguiente. 




En cada uno de Jos problemas 1 a 12 determine la solución general de la ecuación diferencial 
dada que sea válida en cualquier intervalo que no incluya el punto singular. 


l. x^y' + 4xy' + 2y = 0 
3. ~ 3xy' + 4y = 0 

5, x^y” — x/ + y = 0 
7. x^y"' + 6xy' — y = 0 
9, x^y" — 5xy' + 9y — 0 
11, x^y" + 2xy' + 4y — 0 


2. (x + l)^y" + 3(x + l)y' H- 0.75y = 0 
4. x^y ' + 3xy' + 5y = 0 
6, (x - l)^y" + 8(x - l)/ + 12y = 0 
8. 2x^y" — 4xy + 6y = 0 
10. (x — 2)^y'' + 5(x - 2)y' + 8y = 0 

12. x^y" — 4xy' -h 4y = 0 


En cada uno de los problemas 13 a 16, encuentre la solución del problema con valor inicial dado. 

13. 2x"/' + x/ - 3y = 0, y(l) = 1, /(l) = 4 

14. 4x^y" + 8xy' + 17y = 0, y(l) = 2, y'{i) = -3 

15. x^y''— 3xy'+ 4y = 0, y(—1) —2, y'(—1) = 3 

16. x^y" + 3xy' + 5y = 0, y(l) = 1, /(l) == -1 

17. Halle todos los valores de a para los que todas las soluciones ácx'^y" + axy' + (5/2)y = 0 
tienden a cero cuando x -► 0. 

18. Halle todos los valores de j3 para los que todas las soluciones át x^y'" Py = 0 tienden a 
cero cuando x -► 0. 

19. Halle y de modo que la solución del problema con valor inicial x^y" - 2y = 0, y (1) = 1, 
y'(l) = y sea acotado cuando x -*> 0. 

20. Encuentre todos los valores de a para los que todas las soluciones de x^y" axy' + (5/ 
2)y = 0 tiendan a cero cuando x -► oo. 

21. Considere la ecuación de Eulerx^y'' + axy' + /Jy = 0. Determine las condiciones sobre 
a y /J de modo que 

a) todas las soluciones tiendan a cero cuando x 0. 

b) todas las soluciones sean acotadas cuando x 0, 

c) todas las soluciones tiendan a cero cuando x-^oc. 

d) todas las soluciones sean acotadas cuando x oo. 

e) todas las soluciones sean acotadas cuando x -► 0 y cuando x -► oo. 

22. Con aplicación el método de reducción de orden, demuestre que si es una raíz repeti¬ 
da de r(r-~ 1) -f- ar + 0, entoncesx^ y x''! Inx son soluciones dexV^ + axy' + Py 

= 0 para x > 0. 
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23. Transformación a una ecuación con coeficientes constantes. La ecuación de Euler 

+ axy' + /Jy = 0 se puede reducir a una ecuación con coeficientes constantes me¬ 
diante un cambio de la variable independiente. Sea x = o z = In x, y considere sólo el 
intervalo x > 0, 

a) Demuestre que 

dy \ dy d^y \ d^y 1 dy 

dx X dz ^ dx^ dz^ dz 

b) Demuestre que la ecuación de Euler queda 

Si por Tj y se denotan las raíces de + (a - l)r + J3 = 0, demuestre que 

c) si y r 2 son reales y diferentes, entonces 

+ C2X"^ 

d) si rj y son reales e iguales, entonces 

y = (Ci + C 2 z)c''‘" = (c, -I- C 2 In x)x'’‘. 

e) si Tj y son complejos conjugados, = A + ///, entonces 

y = cos(jt/z) + C 2 scn{iiz}] ^ x"[cy cos(// In x) + cssení// In x)]. 

En cada uno de los problemas 24 a 29, aplique el método del problema 23 para resolver la 
ecuación dada para x > 0. 

24. x"y" - 2y = 0 25. x"/' - 3xy + 4y = In x 

26. x^y” + 7x/ + 5y = x 27. x^y" — 2xy' + 2y = 3x^ + 2 In x 

28. x^ v" + xy' + 4y = sen(ln x) 29. 3x^y" + 12xy' + 9y = 0 

30. Demuestre que si L[y] = x^y" + axy' + /3y, entonces 

Ll(^xY]^{^xfF{r] 

para toda x < 0, en donde F(r) = r(r- 1) + ar + /3. De donde, concluye que si ^ son 
raíces de F{r) = 0, entonces dos soluciones linealmente independientes de L[y] = 0 para 
X < 0 son (~x)''i y (-x)'' 2 . 

31. Suponga que x^i y x ''2 son soluciones de una ecuación de Euler, en donde r 2 y 
es un entero. Según la ecuación (24), la solución general en cualquier intervalo que no 
contenga el origen es y = x ''i + C 2 x ^ 2 . Demuestre que la solución general también 
puede escribirse como y = k^x^i k^x ''i. 

Sugerencia: demuestre mediante una elección adecuada de las constantes, que las expre¬ 
siones son idénticas para x > 0, y con una elección diferente de constantes que son 
idénticas para x < 0. 

Coeficientes complejos. Si las constantes a y ^ de la ecuación de Euler x^y+ axy' + Py 
~ 0 son números complejos, sigue siendo posible obtener soluciones de la forma x^ Sin 
embargo, en general, las soluciones ya no son de valores reales. En cada uno de los proble¬ 
mas 32 a 34, determine la solución general de la ecuación dada. 

32. x^y" -H 2íxy' - iy = 0 33. x^y" + {\ ~ i)xy' + 2y = 0 

34. x^y" -1- xy' - 2iy = 0 


ilÜlKlilf 
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5.6 Soluciones en serie cerca de un punto sinc 


regular, parte I 


A continuación se considerará la cuestión de resolver ia ecuación lineal general de segun¬ 
do orden 


F{x)/' + Q(x)y' -f R{x)y (1) 

en la vecindad de un punto singular regular x = Xq. Por conveniencia, se supone que x^ = 0. 
Si Xq ^ 0, la ecuación puede transformarse en una para la que el punto singular regular está 
en el origen al hacer x-x^ igual a t. 

El hecho de que x = 0 es un punto singular regular de la ecuación (1) significa que xQ{x)l 
P{x) = xp{x) yx^R (x)/P(x) =: x^q(x) tienen límites finitos cuandox 0 y que son analíticas 
en X = 0. Por tanto, tienen desarrollos en series de potencias de la forma 

xpix) = X PnX". x-q(x) = X (2) 

« = o n — o 

que son convergentes para algún intervalo |x| < p, p > 0, alrededor del origen. Para ha¬ 
cer que las cantidades xp(x) y x^^(x) aparezcan en (1), es conveniente dividir la entre P(x) 
y después multiplicar por x^ obtener 


o bien, 


x^y" + x[xp(x)]/ + Ix^qixYly = 0, 

x^v" + x(po + Pix + • • • + p„x" + •■•)>’' 

+ (^0 + ‘}\X + ■ • • + q„x" + -••);; = 0 . 


Si todos los y los son cero excepto 

,, xQ(x) 
Pe = lim ——. 
^ F(x) 


qo = lím 


x^R{x) 

~pW' 


la ecuación (3) se reduce a la ecuación de Euler 

x^.v" + Poxy' + qoy = 0, 


(3a) 


(3b) 

(4) 

(5) 


que se estudió en la sección anterior. Por supuesto, en general algunos de los y los 
n ^ 1, no son cero. Sin embargo, el carácter esencial de las soluciones de (3) es idéntico al 
de las soluciones de la ecuación de Euler. La presencia de los términos p^x + • • • + p^x” + • 

• • y q^x + • • • + q^x^ + • • • tan sólo complica los cálculos. 

Principalmente, el análisis se restringirá al intervalo x > 0. Puede tratarse el intervalo x < 
0 del mismo modo que para la ecuación de Euler, al hacer el cambio de variable x = - y 
después resolver la ecuación resultante para ^ > 0. 

Dado que los coeficientes de la ecuación (3) son “coeficientes de Euler” multiplicados 
por series de potencias, es natural buscar soluciones de la forma “soluciones de Euler” 
multiplicadas por series de potencias. Así se supone que 

30 00 

y = x’'(ao 4- íí,x + • ■ • + a„x" + •••) = x'' X = X (^) 

n = 0 n = O 


en donde ^ 0. En otras palabras, r es el exponente del primer término de la serie y es 
su coeficiente. Como parte de la solución, es necesario determinar: 
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Ejemplo 1 


1. Los valores de r para los que la ecuación (1) tiene una solución de la forma (6) 

2. La relación de recurrencia para los coeficientes a^. 

3. El radio de convergencia de la serie 2 ci 

n = Q 

La teoría general se debe a Frobenius^ y es bastante complicada. En vez de intentar 
presentar esta teoría, simplemente se supondrá en ésta y en las tres secciones siguientes que 
en realidad existe una solución de la forma propuesta. En particular, se supone que cuaL 
quier serie de potencias en una expresión de una solución tiene un radio de convergencia 
diferente de cero y la atención se concentra en demostrar la manera de determinar los coefi¬ 
cientes en esa serie. A fin de ilustrar el método de Frobenius, en primer lugar se consideré 
un ejemplo 


1 Resolver la ecuación diferencial 

p - xy' -h (1 + x)y = 0. (7) 

J Es fácil demostrar que x = 0 es un punto singular regular de la ecuación (7). Por comparación 

I cón las ecuaciones (3a) y (3b), se ve que xp(x) = -1/2 y x^q(x) = (1 + x)/2. Por tanto, Pq = -1/2, 
= 1/2 y todos las demás py q son cero. Entonces, por la ecuación (5), la ecuación de Euler 
correspondiente a la (7) es 

2x^/' — x/ + y = 0. (8) 

Para resolver la ecuación (7) se supone que existe una solución de la forma (6), Entonces / y 
y" se expresan por 

I y'= aÁn +r)x"*'' ' (9) 

I 

i y 

m 

I 

J y" = Y. + r - ^ (10) 

í 

J Al sustituir las expresiones para y, y' y y'' en (7) se obtiene 

«i 

Ip ^ 

i 2x^y" - xy' + (1 + x)y = ^ 2a„{n + r)(n + r- 

I 

i| OC 00 oo 

ij - Z a„(n+ + Z + Z (H) 

ilf n = 0 n-0 n = 0 

Í x 

El último término en la ecuación (11) se puede escribir como Z ^ de modo que al 

combinar los términos de (11) se obtiene 


^ Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) fue (como Fuchs) estudiante y finalmente profesor en la Universi¬ 
dad de Berlín. Demostró cómo construir soluciones en serie alrededor de puntos singulares regulares en 1874. 
Sin embargo, su trabajo más distinguido fue en álgebra, en donde fue uno de los primeros en desarrollar la 
teoría de grupos. 
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2xV' “ + (1 + x)y = — 1) - r + l]x'' 

+ Z {[2{« + '■)(« + í- - 1) -(« + /•) + l]a„ + = 0. 


( 12 ) 


Si se debe satisfacer la ecuación (12) para toda x, el coeficiente de cada potencia de x de (12) 
J debe ser cero. De los coeficientes de x^ se obtiene, dado que ^ 0, 

2r(r - 1) - r + 1 = 2r'' - 3r + 1 - (r - l)(2r - 1) = 0. (13) 

La ecuación (13) se llama ecuación indicial de la ecuación (7). Nótese que es exactamente 
I la ecuación polinomial que se hubiera obtenido para la ecuación de Euler (8) asociada con la 
[ ecuación (7). Las raíces de la ecuación indicial son 


i = f ^2=1/2, (14) 

i 

I Estos valores de r se llaman exponentes de la singularidad en el punto singular regular 
¡ X = 0, y determinan el comportamiento cualitativo de la solución (6) en la vecindad del pun- 
p to singular. 

I Ahora se regresa a la ecuación (12) y se iguala a cero el coeficiente dex"'^"', esto da la relación 


[2(n + r)(n + r - 1) - (n r) + 1 ]¿ 2 „ + ^ ^ 0 


(15) 


B o bien, 


1 


a„ = 


2(n + ry - 3{n -h r) + 1 


1 


[(« 4- r) - l][2(n + r) - 1] 


n > 1. 


(16) 


J Para cada raíz y de la ecuación inicial se aplica la relación de recurrencia (16) para determi- 
^ nar un conjunto de coeficientes ^ 2 ,. . . . Para r = = 1, la ecuación (16) queda 


(2n + Un 


n > 1. 


m Por tanto, 


3- r 

^ ap 

‘5-2 "(3-5X1 '2)’ 


En general, se tiene 


7-3 


(3-5-7)(l - 2-3) 


(- 1 )” 


■ 


n > 


” [3-5'7"-(2n+ l)]n! 

De donde, si se omite el multiplicador constante a^, una solución de la ecuación (8) es 


y,(x) = X 


>+ Z 


[3-5-7"-(2n+ l)]n! 


X > 0. 


(17) 


(18) 
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Para determinar el radio de convergencia de la serie dada en (18) se aplica la prueba de la razón: 


lím 


lím 


,(2fH-3)(n+ 1) 


= 0 


para toda x. Por tanto, la serie converge para toda x. 

De manera correspondiente, para la segunda raíz r = ^2 = 2 se procede análoga. Por la ecua¬ 
ción (16) se tiene 


De donde, 


y en general 


2n(« — 2 ) n{2n ~ \y 


2- 3 (1 -3)’ 

^2 ^__ 

3- 5 (1 '2^3)(1 ^-S)’ 


(-ir«o 


n>\. 


" u![l - 1 )]’ 

Una vez más, si se omite el multiplicador constante Aq, se obtiene la segunda solución 

(-l)"x" 


y,{x) = 


1 + I 


«t-, «![! - B-S - Pn- 1)] 


5 


X > 0. 


(19) 


( 20 ) 


Como antes, es posible demostrar que la serie de la ecuación (20) converge para toda x. Como 
los primeros términos las soluciones en serie y y 2 son x y respectivamente, es evidente 
que las soluciones son linealmente independientes. De donde la solución general de la ecua¬ 
ción (7) es 


y = c^y^ix) + x>0. 


El ejemplo anterior ilustra que si x = 0 es un punto singular regular, entonces a veces se 
tienen dos soluciones de la forma ( 6 ) en la vecindad de este punto. De manera análoga, si 
hay un punto singular regular en x = entonces puede haber dos soluciones de la forma 

= (X - xor t - xo)" (21) 

n = 0 

que son válidas cerca de x = x^, sin embargo, precisamente como una ecuación de Euler 
puede no tener dos soluciones de la forma y =x\ así una ecuación más general con un punto 
singular regular puede no tener dos soluciones de I 4 forma ( 6 ) o (21). En particular, en la 
siguiente sección se demostrará que si las raíces y ^2 de la ecuación inicial son iguales, o 
difieren en un entero, la segunda solución normalmente tiene una estructura más complica- 
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Problemas 


da. Aunque en todo caso, es posible encontrar por lo menos una solución de la forma ( 6 ) o 
(21); si Tj y r 2 difieren en un entero, esta solución corresponde al valor más grande de r. Si 
sólo existe una de esas soluciones, la segunda solución comprende un término logarítmico, 
del mismo modo que para la ecuación de Euler cuando las raíces de la ecuación caracterís¬ 
tica son iguales. En estos casos se puede recurrir al método de reducción de orden o a algún 
otro procedimiento para determinar la segunda solución. Esto se analiza en las secciones 
5.8 y 5,9. 

Si las raíces de la ecuación inicial son complejas, entonces no pueden ser iguales o diferir 
en un entero, de modo que siempre existen dos soluciones de la forma ( 6 ) o (21). Por 
supuesto, estas soluciones son funciones de valores complejos dex. Sin embargo, así como 
para la ecuación de Euler, es posible obtener soluciones de valores reales al tomar las partes 
real e imaginaria de las soluciones complejas. 

Por último, se menciona una cuestión práctica. Si P, g y son polinomios, a menudo es 
mucho mejor trabajar directamente con la ecuación (1) que con la (3). Esto evita la necesi¬ 
dad de expresar x2(x)/P(x) y x^R{x)/P(x) como series de potencias. Por ejemplo, es más 
conveniente considerar la ecuación 


que escribirla en la forma 


x(l + x)y" + 2y' + xy = 0 


2x ^ x^ 

\ -y X 1 + X 


lo cual impone desarrollar 2 x/(l + x) y x^/(l + x) en series de potencias. 




En cada uno de los problemas 1 a 10, demuestre que la ecuación diferencial dada tiene un 
punto singular regular en x = 0. Determine la ecuación indicial, la relación de recurrencia y 
las raíces de la ecuación indicial. Halle la solución en serie (x > 0) correspondiente a la raíz 
más grande. Si las raíces son desiguales y no difieren en un entero, encuentre también la 
solución en serie correspondiente a la raíz más pequeña. 


1, 2xy" -f y' + xy = 0 

3. xy" + y = 0 

5. 3x^y" + 2xy' -t- x^y = 0 

7. xy" -h (1 - x)y' - y = 0 

9. x^y" — x(x + 3)y' + (x -I- 3)y = 0 

11. La ecuación de Legendre de orden a es 


2, x“y' + xy - 1 - (x^ — g)y = 0 
4. xy" + y' - y = 0 
6. x^y" + xy' + (x ~ 2)y = 0 
8. 2x^y" + 3xy' -f (2x‘ — l)y = 0 
10. x^y" + (x^ -I- l)y = 0 


(1 — x^)y" — 2xy' + o£(a -y l)y = 0. 

La solución de esta ecuación cerca del punto ordinario x = 0 se analizó en los problemas 
20 y 21 de la sección 5.3. En el ejemplo 4 de la sección 5,4 se demostró que x = ±1 son 
puntos singulares regulares. Determine la ecuación indicial y sus raíces para el punto x = 1. 
Encuentre una solución en serie en potencias de x - 1 para x - 1 > 0. 

Sugerencia: escriba 1 + x = 2 -f(x-l)yx = 1 + (x-l). De manera opcional haga el 
cambio de variable x - 1 = í y determine una solución en serie en potencias de t. 
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12. La ecuación de Chebyshev es 

(1 — x^)y" — xy' + x^y — O, 

en donde a es una constante; ver el problema 10 de la sección 5.3. 

a) Demuestre que a: = 1 y = -1 son puntos singulares regulares y encuentre los expo¬ 
nentes en cada una de estas singularidades. 

b) Encuentre dos soluciones linealmente independientes alrededor de x = 1. 

13. La ecuación diferencial de Laguerre'® es 

xy" + (1 - x)y' + Áy = 0. 

Demuestre que jc = 0 es un punto singular regular. Determine la ecuación indicial, sus 
raíces, la relación de recurrencias y una solución (x > 0). Demuestre que si A = w, un 
entero positivo, esta solución se reduce a un polinomio. Si se normaliza adecuadamente, 
este polinomio se conoce como polinomio de Laguerre, LJx). 

14. La ecuación de Bessel de orden cero es 


x^y" -h xy' + x^y = 0. 

Demuestre que x = 0 es un punto singular regular; que las raíces de la ecuación indicial 
son = r 2 = 0, y que una solución para x > 0 es 


~ i + 


E 


n = 1 


(-l)V" 


Observe que la serie converge para toda x, no sólo para x > 0. En particular, J^^(x) es 
acotada cuando x 0. La función se conoce como función de Bessel de primera clase 
de orden cero. 

15. Con referencia al problema 14 demuestre, con la aplicación del método de reducción de 
orden, que la segunda solución de la ecuación de Bessel de orden cero contiene un térmi¬ 
no logarítmico. 

Sugerencia: siy 2 W ^J^loi^ces 

J dx 

xIJq(x)Y 


Encuentre el primer término en el desarrollo en series de 1/x[Jq(x)]^. 

16. La ecuación de Bessel de orden uno es 


x^y" -h xy + (x^ ~ l)y = 0. 

a) Demuestre que x = 0 es un punto singular regular; que las raíces de la ecuación 
indicial son = 1 y r 2 = -1, y que una solución para x > 0 es 

^ ^ ^_x - (-irx^" 

Como en el problema 14, observe que la serie en realidad converge para toda x y que 
7j(x) es acotada cuando x -► 0. La función se conoce como función de Bessel de 
primera clase de orden uno. 


Edmond Nicolás Laguerre (1834-1886), geómetra y analista francés, estudió alrededor de 1879 los polinomios 
que llevan su nombre. 
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b) Demuestre que es imposible determinar una segunda solución de la forma 

-v>0. 

/l = 0 

5.7 Soluciones en serie cerca de un punto singular regular, parte II 

A continuación considérese el problema general de determinar una solución de la ecuación 
x^y" + x[xp(x)]y + [x^^(x)]>' = 0 (1) 

en donde 

QO 00 

xp{x)= X X 

n = O n = O 

y las dos series tienen radios de convergencia diferentes de cero (ver la ecuación (3b) de la 
sección 5.6). El punto :v = O es un punto singular regular y la ecuación de Euler correspon¬ 
diente es 

x^y" + Poxy' + qoy = 0 . ( 2 ) 

Se busca una solución de la ecuación (1) para x > O y se supone que tiene la forma 

y = x'' y a„x” = y (3) 

n-O n~0 

en donde 0. Si se sustituye en la (1) da 

a(,r{r - l)x'’ + a^ir + l)rx''’^’ + • • • + a„{r + n)(r + n — l)x'’'^" + • • 

+ (Po + PiX + • • • + pX + ■■■) 

X [a(,rx'' + a^{r + l)x'”^* + • ■ ■ + a„(r + n)x'"''" + • ■ ■ ] 

+ (ío + ^ 1 ^ + • • • + q„x" + ■ ■ ■) 

X (a^x' + aix""^' + • • • + a„x'*" + ■••) = 0. 

Al multiplicar entre sí las series infinitas y luego de agrupar términos, se obtiene 

aoFir)x' + [aiF(r + 1) + ao(Pi'' + 

+ {a2F{r + 2) + ítoÍPa'" + Í 2 ) + ai[Pi('' + 1) + 

+ • • • + {a„F{r + n) + ao(p„r + q„) + ai[p„_ i(r + 1) + <?„_ 1 ] 

+ • ■ • + íi„-i[pi(r + n - 1) + qi~\}x'^’‘ + • • • = 0, 
o bien, en forma más compacta, 

aoF{r)x' + Y + "K + Z + ^)P"-k + = 0, (4) 

n=l ( /c = 0 J 


en donde 


f(r) = r(r - 1) + Pof + 9o- 


( 5 ) 
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Si la ecuación (4) se debe satisfacer idénticamente, el coeficiente de cada potencia de x 
debe ser cero. 

Dado que ^ 0, el término que comprende da lugar a la ecuación F(r) = 0. Esta 
ecuación se llama ecuación índícial; nótese que es exactamente la ecuación que se obten¬ 
dría al buscar soluciones y = de la ecuación de Euler (2). Denótense las raíces de la 
ecuación indicial por y r 2 , con ^ r 2 si las raíces son reales. Si las raíces son complejas, 
entonces no importa su designación. Sólo para estos valores de r es posible esperar que se 
encuentren soluciones de la ecuación (1) de la forma (3). Las raíces y r 2 se llaman expo¬ 
nentes de la singularidad, y determinan la naturaleza cualitativa de la solución en la ve¬ 
cindad del punto singular. 

Si se igualan a cero el coeficiente de x"^ + de la ecuación (4) da relación de recurrencia 

n — 1 

F(r + n)a„ + ^ «*[('• + + ^n-k] = 0 . « > 1 - ( 6 ) 

fc = 0 

La ecuación ( 6 ) muestra que, en general, depende del valor de r y de todos los coeficien¬ 
tes precedentes «q, a^_ y También muestra que es posible calcular sucesiva¬ 

mente üy 02 , . . . , a^, . . . Qn términos de los coeficientes de la serie para xp(x) y 
x^q(x), en el supuesto de que F(r + 1), F(r + 2),..., F(r + ai), ... no sean cero. Los únicos 
valores de r para los que F(r) = 0 son r = y r = r 2 ; dado que n no es igual a o 
a r 2 para n S: 1, se concluye que F(r^ + n) 0 para « ^ 1. De donde, siempre es posible 
determinar una solución 

3^1 W = (7) 

Aquí se ha introducido la notación a^(r^) para indicar que se ha determinado a partir de 
la ecuación ( 6 ), con r = r^. Asimismo, para definir, se ha tomado como uno. 

Si r 2 no es igual a r^ y r j - r 2 no es un entero positivo, entonces r 2 + nno es igual a para 
ningún valor de n ^ 1 ; de donde, F(r 2 + n) 0 y es posible obtener una segunda solución 

y2(x) = f a„(r 2 )x"J. ( 8 ) 

Antes de proseguir, se harán varias observaciones sobre las soluciones en serie (7) y ( 8 ). 

OO 00 

Dentro de sus radios de convergencia, las series de potencias ^ Y 2 

n = o w = 0 

definen funciones que son analíticas en x = 0. Por tanto, el comportamiento singular, en 
caso de presentarse, de las soluciones y ^2 queda determinado por los términos x'‘i y x’^i, 
que multiplican estas dos funciones analíticas, respectivamente. A continuación, a fin de 
obtener soluciones de valores reales parax < 0 , se puede hacer la sustitución x--^ con 
§ > 0. Como podría esperarse con base en el análisis hecho de la ecuación de Euler, resulta 
que basta reemplazar x'*! de (7) y x ^2 en ( 8 ) por |x|''i y \x\^ 2 , respectivamente. Por último, se 
observa que si r^ y 7*2 son números complejos, entonces necesariamente son complejos con¬ 
jugados y r 2 =^ r^ + N, Por tanto, es posible calcular dos soluciones en serie de la forma (2); 
sin embargo, son funciones de valores complejos de x. Se pueden obtener soluciones de 
valores reales al tomar las partes real e imaginaria de las soluciones de valores complejos. 



^1 ~ ^* 2 ’ obtiene una solución de la forma (2). La segunda solución contiene un 

término logarítmico. En la sección 5.8 se analiza un procedimiento para determinar una 
segunda solución se da un ejemplo en la sección 5.9. 

Si ^ 1 -^ 2 = N, en donde N es un entero positivo, entonces F(r^ +N) = F(r^) = 0, y no se 
puede determinar a^(r 2 ) a partir de la ecuación (6), a menos que su suma también sea cero 
para n = N.Dt ser así, es posible demostrar que arbitraria y que puede obtenerse una 
segunda solución en serie; de no ser así, solamente se tiene una solución en serie de la 
forma (2). Si se trata de este último caso, entonces la segunda solución contiene un término 
logarítmico. El procedimiento se analiza brevemente en la sección 5.8 y en la sección 5.9 se 
dan ejemplos de los dos casos. 

La siguiente cuestión que es necesario considerar es la convergencia de la serie infinita 
en las soluciones formales. Como podría esperarse, esto se relaciona con los radios de 
convergencia de las series de potencias para xp(x) y x-q(x). En el siguiente teorema se 
resumen los resultados del análisis que se acaba de hacer y las conclusiones adicionales 
acerca de la convergencia de la solución en serie. 



Aunque es muy difícil dar aquí una demostración de este teorema, es posible hacer varias 
observaciones. En primer lugar, las series dadas en (9) y (10) pueden tener radios de con¬ 
vergencia mayores que p; de ser así, las soluciones (9) y (10) son válidas en intervalos 
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correspondientemente más grandes. Además, los valores de r^y r^y los exponentes en el 
punto singular son fáciles de determinar, basta resolver la ecuación 

r(r - 1 ) + Por = 0, ( 11 ) 

cuyos coeficientes se expresan por 

Po = lím xp{x\ qo = lím x^q{x\ (12) 

x -»0 x -»0 


Nótese que éstos son exactamente los límites que es necesario comprobar para clasificar la 
singularidad como punto singular regular; por tanto, suelen determinarse en una etapa pre¬ 
via de la investigación. 

Además, si x = 0 es un punto singular regular de la ecuación 


P{y^)y" + 2 (^)/ + P{^)y = 0 , 


(13) 


en donde las funciones P^Q y R son polinomios, entonces xp{x) = xQ{x)IP{x) y x^q{x) ~ 
x^R{x)IP{x), Por tanto, 


Po 


= lím X 

x-^O 


e(x) 

p{xy 


Qo 


= lím x" 

x^O 


m 

PixY 


(14) 


Por último, los radios de convergencia de las series dadas en (9) y (10) son por lo menos 
iguales a la distancia del origen al cero más próximo de P que no sea el propio de x = 0. 


Ejemplo 1 


Analizan la naturaleza de las soluciones de la ecuación 

2 x(l + x)y" + (3 -h x)>;' - xy = 0 

cerca de los puntos singulares. 

Esta ecuación es de la forma (13) con P{x) = 2x(l + x), j2(-*') = 3 + x y R(x) = -x. Es evidente 
que los puntos X = 0 y x = -1 son puntos singulares. El punto x = 0 es un punto singular regular, 
ya que 


w Q{x) . 3-fx 

Iim X -—7 = lim X- 

x-o P(x) 


lím x^ = lím x^ ^ 
x-O P(X) jc 


.0 2x(l + x) 2’ 
= 0. 


2x(l + x) 

^ Además, por la ecuación (14), =: ^ y = 0. Por tanto, la ecuación indicial es r(r -1) + |r = 0, 

j y las raíces son r^ = 0, r 2 = - 5 . Como estas raíces no son iguales y no difieren en un entero, 


¡ existen dos soluciones linealmente independientes de la forma 


yi(x) = 1 + X ^ni0)x" 


yiix) = 


1 - 1/2 


1 + Z 


^ para 0 < x < p. Una cota inferior para el radio de convergencia de cada serie es 1 , la distancia 
de X = 0 a X = - 1 , el otro cero de P(x). Nótese que la solución es acotada cuando x 0 ; de 
& hecho es analítica allí. Por otra parte, la segunda solución y 2 es no acotada cuando x 0. 




290 


Soluciones en serie de las ecuaciones lineales de segundo orden 


El punto a: = “1 también es un punto singular regular, ya que 

. , ..ew {x + i )(3 + a) 

x.-l F(x) :c--í 2 x(l 4 -x) 

En este caso, = = 0, por lo que la ecuación indicial es r (r - 1) - r = 0. Las raíces de la 

ecuación indicial son = 2 y ^2 = 0. Correspondiendo a la raíz más grande, existe una solución 
de la forma 


yi(x) - (x + 1 )^ 


1 + Y. aÁ2){x + 1 )" 


La serie converge por lo menos para x + 1 <1. Dado que las dos raíces difieren en un entero 
positivo, puede o no haber una segunda solución de la forma 


y 2 (x) ^ 


1 + X «„(0)(x + ir 


I No es posible decir más sin un análisis más profundo. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 12, halle todos los puntos singulares regulares de la ecua¬ 
ción diferencial dada. Determine la ecuación indicial y los exponentes de la singularidad en 
cada punto singular regular. 

1 . xy" + 2 x/ + - 0 

3. x(x — 1)/' + óx^y' + 3y = 0 
5. xV' + 3(senx)y' — 2y = 0 
7. x^/' + ^(x + sen x)y' + y = 0 
9 . x^(l - x)y" - (1 + x)y' + 2 xy = 0 
11. (4 - x^)y" -f 2xy' + 3y = 0 

13. Demuestre que 

x^y" + (senx)y - (eos x)y = 0 

tiene un punto singular regular x = 0 y que las raíces de la ecuación indicial son ± 1 . 
Determine los tres primeros términos diferentes de cero de la serie correspondiente a la 
raíz más grande. 

14. Demuestre que 

(In x)y" + iy' + y = 0 

tiene un punto singular regular enx = 1. Determine las raices de la ecuación indicial enx 
= 1. Determine los tres primeros términos diferentes de cero de la serie ^ 

n = o 

correspondientes a la raíz más grande. Tome x -1 > 0. ¿Cuál espera que sea el radio de 
convergencia de la serie? 


2. x^y" - x(2 + x)y' + (2 + x^)y = 0 
4. y' -f 4xy' -H 6y = 0 
6. 2x(x -f 2)y" + / - xy = 0 
8. (x + 1)"/' + 3(x'' - 1)/ + 3y = 0 
10. (x - Ifix + 2)/' 4- 2xy' + 3{x - 2)y = 0 
12. x(x + 3)2y" - 2(x + 3)/ - xy = 0 
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15. En varios problemas de física matemática (por ejemplo, la ecuación de Schródinger para 
un átomo de hidrógeno) es necesario estudiar la ecuación diferencial 


x{l - x)y" + [y - (1 + a + j5)x]y - a/?y = 0, (i) 

en donde a, Py y son constantes. Esta ecuación se conoce como ecuación hipergeo- 
métríca. 

a) Demuestre que ;if = 0 es un punto singular regular y que las raíces de la ecuación in- 
dicial son 0 y 1 - y. 

b) Demuestre que jc = 1 es un punto singular regular y que las raíces de la ecuación in- 
dicial son 0 y y- a- p. 

c) Si se supone que 1 - y no es un entero positivo, demuestre que en la vecindad de a: = 0 
una solución de (i) es 


yiW = 1 


aP a(a + \)P(P + 1) 


yl! 


-X + 


yiy + 1 ) 2 ! 


¿Cuál espera que sea el radio de convergencia de esta serie? 

d) Si se supone que 1 - y no es un entero o cero, demuestre que una segunda solución 
para 0 < x < 1 es 


= 1 + 


(a-y+l)(g-^y+l) 

(2-y)l! 


(g - y + l)(a - y + 2)(P - y -h l)(jg - y 4- 2) 
(2 - y)(3 ^ y)2! 



* e) Demuestre que el punto en el infinito es un punto singular regular y que las raíces de 
la ecuación indicial son ay p. Ver el problema 21 de la sección 5,4. 

16. Considere la ecuación diferencial 


x^y" + axy' 4- ~ 0, 

en donde ay p son constantes reales. 

a) Demuestre que x = 0 es un punto singular irregular. 

00 

b) Al intentar determinar una solución de la forma x^ 2 «demuestre que la ecua- 

«=0 

ción indicial para r es lineal y, en consecuencia, que solamente existe una solución for¬ 
mal de la forma supuesta. 

c) Demuestre que si )5/a = -1,0,1, 2,..., entonces la solución formal en serie termina 
y, por consiguiente, en realidad es una solución. Para otros valores de p/a, demuestre 
que la solución formal en serie tiene un radio cero de convergencia y, por tanto, no 
representa en realidad una solución en cualquier intervalo. 

17. Considere la ecuación diferencial 


+ —y o, 

X X 


(i) 


en donde a 0 y p 0 son números reales y 5 y í son enteros positivos que, por el 
momento, son arbitrarios. 

a) Demuestre que si s > 1 o í > 2, entonces el punto x = 0 es un punto singular irregular. 

b) Intente encontrar una solución de la ecuación (i) de la forma 


y - X 

n = o 


X > 0. 


(ii) 
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Demuestre que si = 2 y / = 2, entonces existe sólo un valor posible de r para el que 
existe una solución formal de (i), de la forma (ii). 

c) Demuestre que si i’ = 1 y / = 3, no existen soluciones de (i), de la forma (ii). 

d) Demuestre que los valores máximos de i- y r para los que la ecuación indicial es 
cuadrática en r [y por tanto puede esperarse encontrar dos soluciones de la forma (ii)] 
son 5 = 1 y r = 2. Estas son precisamente las condiciones que distinguen una “singulari¬ 
dad débil”, o punto singular regular, de un punto singular irregular, como se definieron 
en la sección 5.4. 

Como nota de advertencia, es necesario señalar que aunque a veces es posible obtener 
una solución formal en serie de la forma (íi) en un punto singular irregular, la serie puede 
no tener un radio de convergencia positivo. 

*5,8 Soluciones en serie cerca de un punto singular regular; 
r, = r^y r,-r^ = N 

Ahora se consideran los casos en los que las raíces de ia ecuación indicial son iguales o 
difieren en un entero positivo, - ^2 " analogía con la ecuación de Euler, podría 

esperarse que si / entonces la segunda solución contiene un término logarítmico. Esto 
también puede ser cierto si las raíces difieren en un entero. El siguiente teorema, continua¬ 
ción en un entero. El siguiente teorema, continuación del teorema 5.7.1, resume la situación 
en estos dos casos excepcionales. 








Raíces iguales. El método para hallar la segunda solución es en esencia el mismo que el 
usado para encontrar la segunda solución de la ecuación de Euler (ver la sección 5.5) cuan¬ 
do las raíces de la ecuación indicial fueron iguales. Se busca una solución de la ecuación 
(1), de la forma 

Xi í ^ 

y = (^(r, x) = x'' X = x'i flo + Z 

n=0 \ n=l 

en donde se ha escrito y = </)(r, x) para hacer resaltar el hecho de que (f) depende de la 
elección de r. Si se sustituyen xp(x) y x^q(x) por las series (2), se calculan y sustituyen y' y 
y" a partir de la ecuación (7) y, por último, se agrupan términos, se obtiene (ver la ecuación 
(4) de la sección 5.7) 



L[</)](r, x) = aoF(r)x'‘ + £ \a„F{r-\-n)-h ^ ^k[{r F k)p„. 


en donde 

F(r) = r(r- 1) + Po'* + (9) 

Si las dos raíces de la ecuación indicial son iguales a r^, es posible obtener una solución al 
hacer r igual a y elegir las de modo que cada término de la serie dado en la ecuación 
(8) sea cero. 

Para determinar una segunda solución se considera r como una variable continua y se 
determinan las «^como una función de r al requerir que el coeficiente dex'"^”, « ^ 1, de la 
ecuación (8) sea cero. Entonces, si se supone que F(r + «) ^ 0, se tiene 


Z + q„-u] 

-, n > 1. 

F{r + n) 


Con esta elección de las a„(0 ^ 1, (8) se reduce a 

L[(^](r, x) = úfoX"F{r). (11) 

Dado que es una raíz repetida de F(r), por la ecuación (9) se deduce que F(r) = (r- r^)^. 
Si se hace r = en la (11), se encuentra que F[í/>](rj, x) = 0; de donde, como ya se sabe. 
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yiW = ^(fi, x) = x’’ 


ao+ Y. a«iri)x'' 


X > O, 


( 12 ) 


es una solución de la ecuación (1). Pero lo que es más importante, también de (11) se 
deduce, como para la ecuación de Euler, que 


= ao[(r — rj)^x'’ In x + 2(r — /•i)x''] 

= 0. (13) 

De donde, una segunda solución de la ecuación (1) es 


y2W = 


d<l>(r, x) 


dr 


d 


«o + Z ^nir)x" 


= (x''‘ In x) 


«o + Z a„{ri)x" 


+ x'' Z 


= j/i(x) Inx + x" Z a'„ir^)x”, x > 0, 


(14) 


en donde a^(ry) denota dajdr evaluada en r = y aj^r) está dada por la ecuación (10). 

Nótese que además de las suposiciones que ya se hicieron, también se ha supuesto que es 

00 

permisible derivar la serie 2 término a término con respecto a r. Además, puede 

n-Q 

ser difícil determinar y «^(r^); sin embargo, la determinación de dos soluciones de 
una ecuación diferencial de segundo orden con un punto singular regular no es, en gene¬ 
ral, una tarea fácil. 

En resumen, existen tres maneras en las que es posible proceder para encontrar una se¬ 
gunda solución cuando = r 2 . En primer lugar, es posible calcular los directamente 
al sustituir y por la expresión (5) en la ecuación (1), En segundo, es posible calcular 
= al determinar primero ajj) y después calcular Nótese que al calcular la 

primera solución es necesario conocer de modo que sea fácil calcular la expresión 
general para los ajj), a partir de la cual pueden calcularse fl„(^i) y El primer pro¬ 

cedimiento puede ser más conveniente si sólo se requieren unos cuantos términos de la 
serie para y 2 {^) o si la fórmula para es muy complicada o difícil de obtener. La terce¬ 
ra posibilidad es aplicar el método de reducción de orden, aunque esto no evitará el uso 
de series. 


Raíces que dífíeren en un entero. Para este caso, los argumentos detallados para deducir 
la forma (6) de la segunda solución son considerablemente más compHcados, por lo que no 

se darán aquí. Sin embargo, se hará notar que si se supone y^í^) = 2 ^ ” entonces 

« = o 

puede ser difícil calcular ^^^^^(^ 2 ) a partir de la ecuación (10), ya que F{r + A) = (r + A^- Tj) 
X (r + N-r^) = (r- r 2 )(r se anula para r = Esta dificultad se supera al elegir 

que puede elegirse arbitariamente, como r - Entonces, cada una de las a será proporcio¬ 
nal a r ~ r 2 , de modo que habrá un factor de r - r 2 en el numerador de (10) para cancelar el 
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factor correspondiente en el denominador, que si presenta cuando n = N.S\ se sigue un 
análisis semejante al del caso resulta que la solución es de la forma (6) con 



rjKirí] 


n= 1, 2,, 


(15) 


en donde aj^r) se expresa por la ecuación (10) con = I y con 


a = lím (r — r 2 )a^(r). (16) 

r-*r2 

Si a^r 2 ) es finito, entonces ¿2 = 0 y no existe término logarítmico en y 2 - El procedimiento se 
analiza en el libro de Coddington (capítulo 4). 

En la práctica, la mejor manera de determinar si a es cero en la segunda solución es 
simplemente intentar calcular las correspondientes a la raíz r 2 y ver si es posible determi¬ 
nar ¿^^(^ 2 ). En caso de ser posible, no hay mayor problema. Si no es así es necesario usar la 
forma (6) con a 0. 

Una vez más, en resumen, hay tres maneras para encontrar una segunda solución cuando 
Tj “ r 2 = N, En primer lugar, se puede calcular directamente a y ^^(^ 2 ) sustituir por la 
expresión (6) en la ecuación (1). En segundo, se puede calcular c^(r 2 ) y ¿sí de la ecuación (6) 
si se aplican las fórmulas (15) y (16). Si este es el procedimiento planeado, entonces al 
calcular la solución correspondiente a r = Tj es necesario asegurarse de obtener la fórmula 
general para aj(r) en vez de sólo para La tercera posibilidad es aplicar el método de 
reducción de orden. 

En la sección siguiente se dan tres ejemplos que ilustran los casos = r 2 , ''1 - ''2 = ^ 
a = 0y r^-r 2 = N con a ^ 0. 


*5.9 Ecuación de Bessel 


En esta sección se consideran tres casos especiales de la ecuación de Bessel, 

xV' + - 0, (1) 

en donde v es una constante, que ilustran la teoría analizada en la sección 5.8. Es fácil de¬ 
mostrar que X = 0 es un punto singular regular. Por sencillez, sólo se considera el caso x > 0. 


Ecuación de Bessel de orden cero. Este ejemplo ilustra la situación en la que las raíces 
de la ecuación indicial son iguales. Si se hace v = 0 en la ecuación (1) da 

Lly] = -h xy' -h x^y = 0. (2) 

Al sustituir 


se obtiene 


y = 4>{r, X) = aox' + ^ a„x' 

n~ í 


( 3 ) 


L[(/>](r, Jc) = ¿ a„[(M + r){n + r - 1) + (n + r)]x’''" + £ 

n=0 M=0 

= «oW'" — 1) + + ai[(/- + l)r + (r + l)]x''^ ‘ 
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+ Z {«»[(" + '■)(" + - 1) + («+»•)] + = 0 . (4) 


Las raíces de la ecuación indicial F{r) = r(r-l) + r = 0 son = 0 y = 0; de donde, se tie¬ 
ne el caso de raíces iguales. La ecuación de recurrencia es 


a„ir) = 


_ -an-2(r} _ 

(n + r){n + r - 1 ) + (n + /•) 


an-2Ír) 
(n + r f ’ 


n>2. 


(5) 


Para determinar y^(x), se hace r igual a cero. Entonces, por la ecuación (4), se concluye 
que para que el coeficiente de ^ sea cero es necesario elegir = 0. De donde, por la 
ecuación (5), = ¿?- = «^ = • • • = ^ ^ = 0. Además, 

a„(0) = -a„_ 2 ( 0 )/n^ n = 2, 4, 6 , 8 ,..., 

O bien, si se hace n = 2/n, 

aimiO) = -í^2m-2(0)/(2w)^ wt = 1, 2, 3, . . . 

Por tanto. 


a,(0) = 


2 ^ 


«2(0) ^ «0 ^ «o 

( 2 - 2 )^ { 2 - 2 )^ 2 ^ 2 -^ 2 ^ 

aJO) ^ Uo ^ ÜQ 
(2 ■ 3)^' ~ (2 • 3)22^2^ ~ 2*(3 • 2f 


a2m(0) 


(-l)^ 

22 m(^|) 2 > 


m — 1, 2, 3,.... 


( 6 ) 


De donde, 

[ 00 t— 

'+WítJ’ " 

La función entre corchetes se conoce como función de Bessel de primera clase de orden 
cero y se denota por Jq(x). Por el teorema 5.7.1 se deduce que la serie converge para toda x 
y que Jq es analítica en x = 0. Algunas de las propiedades importantes de Jq se analizan en 
los problemas. En la figura 5.9.1 se muestran las gráficas de y = Jq(x) y de algunas de las 
sumas parciales de la serie (7). 

En este ejemplo, se determina ^^(x) al calcular aJ^iS). El procedimiento alternativo en el 
que simplemente se sustituye la forma (5) de la sección 5.8 en la ecuación (2) y luego se 
determinan las se analiza en el problema 10. En primer lugar se observa, a partir del 
coeficiente dex^"^ ^ de la ecuación (4), que {r + l)^í 2 j(r) = 0. Se concluye que no sólo a ^(0) 
~ 0, sino que también «j(0) = 0. Es fácil deducir, a partir de la relación de recurrencia (5), 

que ^'(0) = ^ 5 ( 0 ) = • • • = « 2 ^ ^ ,(0) = • • ♦ = 0; de donde, basta calcular «¿„(0), w = 1, 2, 3,- 

Por la ecuación (5), 

aiJñ = -a2m-2('')/(2'M + r)^ m = 1, 2, 3,- 
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FIGURA 5.9.1 Aproximaciones polinomiales para Jq(x). El valor de n es el gra¬ 
do del polinomio de aproximación. 

De donde, 

ÍZjW = 


(2 + rr 




Ufi 


asir) = - 


a2m(r) = 


(4 + rY (4 + rY{2 + rf 

^4 ^0 


(6 + rf (6 + r)2(4 + r)"(2 + r)" 
(-ir^o 


m = 1, 2, 3,.... (8) 


(2m + r)^(2m — 2 + r)^ • • • (4 + r)^(2 + r)^ ’ 

El cálculo de puede efectuarse de manera más conveniente al observar que si 


/(x) = (x - ai/‘(x - a 2 Y\x - • • • (x - a/", 


entonces 


/'(X) = ^i(x - a,y' - i[(x - • • • (X - a/"] 

+ Piix - «2^^- ^[(x - • • • (X - a/"] + 

De donde, para a: no igual a ^ ^ y 

m_ Al , A2 , . . . , Pn 


/(x) X — «1 X — 0 Í 2 X — a„ 

Por tanto, por la ecuación ( 8 ) 


a'imir) _ 2( ^ I ^ 


U 2 mW V2"t + f 2m - 2 + r 


+ ■ • • + 


2 + r/’ 
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y, si se hace r igual a O, se obtiene 

^ 2 m( 0 ) = -2 


1 1 1 

+ -77 + 


L2m ' 2{m — 1) ' 2(m — 2) ^2 


Í 22 m( 0 ). 


Al sustituir a 2^(0) de la ecuación (6) y hacer 


1 1 1 

Hnx= - H - 7 -i- ‘ ‘ + 1, 

m m ~ 1 2 


Finalmente se obtiene 


(9) 


i— 

^2m(0) — —fim m = 1, 2, 3, . . . . 

La segunda solución de la ecuación de Bessel de orden cero se encuentra al hacer = 1 y 
sustituir y a ecuación (5) de la sección 5.8. Se obtiene 

yaW = X + x>0. (10) 

En vez dey 2 » segunda solución suele considerarse como cierta combinación lineal de 
/q y ^ 2 * Ésta se conoce como función de Bessel de segunda clase de orden cero y se denota 
por Lq. De acuerdo con Copson (capítulo 12), se define 


ioW = - [yiW + (y - in 2)JoW]. (11) 

Tí 

En este caso, y es una constante conocida como constante de Euler-Máscheroni (1750- 
1800); se define por la ecuación 


y = lím (H, - In n) ^ 0.5772. 

n-*<x> 


Si se sustituye y 2 (^) en la ecuación (11), se obtiene 

ÜW - ;[(r + In 0JoM + t *“■]. 

La solución general de la ecuación de Bessel de orden cero para x > 


X > 0. 

0 es 


( 12 ) 


(13) 


y = CiJo(x) + c^LoW. 

Nótese que, como /q(x) 1 cuando x ^ 0, yQ(x) tiene una singularidad logarítmica en 

X = 0; es decir, Yq{x) se comporta como (2/;r)ln x cuando x 0 con valores positivos. Por 
tanto, si se tiene interés en las soluciones de la ecuación de Bessel de orden cero que sean 
finitas en el origen, lo cual ocurre a menudo, es necesario descartar Yq. En la figura 5.9.2 se 
muestran las gráficas de las funciones y Yq. 

Es interesante hacer notar, con base en la figura 5.9.2, que para x grande /q(x) y Yq(x) son 
oscilatorias. Ese comportamiento podría preverse a partir de la ecuación original; de hecho, 


Otros autores utilizan otras definiciones para Pq. La presente elección de también se conoce como función 
deWeber (1842-1913). 
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es cierto para las soluciones de la ecuación de Bessel de orden v. Si la ecuación (1) se divide 
entre x^, se obtiene 


Para x muy grande es razonable sospechar que los términos {llx)y' y {v^lx'^) y son peque¬ 
ños, por lo que es posible despreciarlos. Si esto es cierto, la ecuación de Bessel de orden v 
puede aproximarse por 


y' + y = 0. 

Las soluciones de esta ecuación son sen x y eos x\ por tanto, podría anticiparse que las 
soluciones de la ecuación de Bessel para x grande son semejantes a combinaciones lineales 
de sen x y eos x. Esto es correcto en tanto las funciones de Bessel sean oscilatorias; sin 
embargo, sólo es parcialmente correcto. Para x grande, las funciones y también de¬ 
caen cuando x crece; por tanto, la ecuación y" + y = 0 no proporciona una aproximación 
adecuada para la ecuación de Bessel para x grande y se requiere un análisis más delicado. 
De hecho, es posible demostrar que 


Jo(x) S 


= I — I eos 1 X —7 1 cuando x-*oc 


nxj 


(14) 


Como se puede ver en la figura 5.9.3, esta aproximación asintótica en realidad es razona¬ 
blemente exacta para todax > 1. Por tanto, para tener una aproximación de/Q(x) sobre todo 
el intervalo desde cero hasta el infinito, es posible usar dos o tres términos de la serie (7) 
para x < 1 y la aproximación asintótica (14) para x ^ 1. 


Ecuación de Bessel de orden un medio. Éste ejemplo ilustra la situación en la que las 
raíces de la ecuación indicial difieren en un entero positivo, pero en la segunda solución no 
hay término logarítmico. Si se hace v = ^ en la ecuación (1) se obtiene 

L[y] = x^y" + xy + (x" - i)y = 0. 


(15) 
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Si se sustituye y - (f>(r, x) por ia serie (3), se obtiene 


L[</>](r, X) = £ [ir + n){r + „ - 1) + (r + n) - i]a„x^^" + ^ 

n=0 n~0 

= (r^ - + [ir + 1 )^ - 

+ t {[('■ + «)' - tK + = 0. (16) 

n = 2 

Las raíces de la ecuación indicial son r^ = ^2 = - 5 ; de donde, las raíces difieren en un 

entero. La relación de recurrencia es 

lir + nf-i']a„=-a„_ 2 , n>2. (17) 

Correspondiendo a la raíz más grande = 7 , a partir del coeficiente dex'' ^ de la ecuación 
(16) se encuentra que = 0. De donde, con base en la ecuación (17), ¿23 = í ?5 = *‘‘ = ^ 2 /í + i“ 
• • • = 0. Además, para r = 5 , 


a 


n 


o bien, si se hace n = 2m, 


n{n -I- 1)’ 


n = 2, 4, 6 ,..., 


^ 2 m -2 

(2m + l)2m’ 


m — 1, 2, 3,, 


^2 = 




^0 _ ^0 

F 2 “ 

5 ^“ 5*4*3! 


ÜQ 


Por tanto, 
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(-1)% 

(2m+l)!’ 

De donde, si se toma = 1, se obtiene 


m = 1, 2, 3,.... 


00 

1+ X 

L (2m + 1)! J 


= Z 




to (2m+l)! ’ 


X > 0. 


(18) 


(19) 


La serie de potencias de la ecuación (19) es precisamente la serie de Taylor para sen x\ de 
donde, una solución de la ecuación de Bessel de orden un medio es sen x. La función 
de Bessel de primera clase de orden un medio, se define como Por tanto, 

/ 2 V/2 

Ji/ 2 (x) = (—j sen X, X > 0. (20) 

Correspondiendo a la raíz es posible que se tengan dificultades al calcular ya 

que = 1. Sin embargo, a partir de la ecuación (16), para r los coeficientes 

de y son cero y, por consiguiente, a^y a pueden elegir arbitariamente. Entonces, 
correspondiendo a se obtiene ... a partir de la relación de recurrencia (17), y co¬ 
rrespondiendo a se obtienen a^, a^,.... De donde, la segunda solución no contiene 
término logarítmico. Se deja como ejercicio demostrar, con base en la ecuación (17), que 
para r = 


y 


De donde. 


(-ira 

(2n)! ’ 


1 , 2 ,..., 


(-l)"a 

(2n + 1)! ’ 


n = 1, 2,..., 


-1/21 ^ -ov" * -irx"”^' 

y2{x) = X flo Z — n M + «1 Z n , 1M 

n=o {2n)\ „^o (2n + 1)! 


eos X sen x 

“ ^o-riTr + 




X > 0, 


( 21 ) 


La constante simplemente introduce un múltiplo deyj(x). La segunda solución linealmente 
independiente de la ecuación de Bessel de orden un medio suele considerarse como la 
solución generada por con = (2/jt)^^^; se denota por Entonces 


/ 2 \L2 

J_ l/2(x) = — eos X, X > 0. 
\nxj 


( 22 ) 


La solución general de la ecuación (15) esy = Cyly^ix) + 
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Ecuación de Bessel de orden uno. Este ejemplo ilustra la situación en la que las raíces de 
la ecuación indicial difieren en un entero positivo y la segunda solución comprende un 
término logarítmico. Si se hace v = 1 en la ecuación (1) da 

L[y] = + X/ + (x^ - \)y = 0. (23) 

Si se sustituye y = 0(r, x) por la serie (3) y se agrupan términos como en los ejemplos 
anteriores, se obtiene 


L[</>](r, x) = a^ir^ — Ijx'' + «^[(r + 1)^ — 


oo 


+ z {[(r + rtf+ 

M = 9 


= 0 . 


(24) 


Las raíces de la ecuación indicial son r, = 1 y r 2 = -1. La relación de recurrencia es 

[(r + nf - l]a„(r) = -a„- 2 (r), n> 2. (25) 

Correspondiendo a la raíz más grande r =1, la relación de recurrencia es 

«n-2 




(n + 2)n’ 


n = 2, 3, 4,. 


A partir de los coeficientes dex'^^ ^ de la ecuación (24) también se encuentra que = 0; 
de donde, por la relación de recurrencia, a^ = a^= '' ^0 para valores pares de n, sea n = 
2m\ entonces, 


^2m — 


Por tanto, 


^2w-2 _ _ _ ^2m-l 

{2m + 2)(2m) 2^(m -h l)m’ 


^0 

2"(2)(1)’ 


m ~ 1, 2, 3,.... 


^2 _ ^0 _ _ ^0 

2^(3)(2) “ 2^(3 • 2)(2 • 1) ” 2^3!2!’ 


_ ^0 

22(4)(3] " ”2M!3!’ 


^2m 


Con = 1 se tiene 


i-^rap 

2^^(m 4- l)!m! ’ 


m — 1, 2, 3,.... 


yÁx) = X 


fn = 0 


(-l)'"x^'" 
2^”'{m + l)!m!' 


(26) 


(27). 


La función de Bessel de primera clase de orden uno suele tomarse como y se denota 
por Jp 


1 X 

•7i(Jc) = Tyi(x) = - Z 
Z Z m~ o 


(_ 1)^X2-" 

2^’"{m + l)!m! ‘ 


( 28 ) 
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La serie converge absolutamente para toda x\ de donde, la función J^ está definida pa¬ 
ra toda X, 

En la determinación de una segunda solución de la ecuación de Bessel de orden uno, se 
ilustrará el método de sustitución directa. El cálculo del término general de la ecuación (29) 
que se da en segundo es un tanto complicado, pero se pueden hallar los primeros coeficien¬ 
tes con bastante facilidad. Según el teorema 5.8,1, se supone que 


yiM 


00 

= aJi(x)ln X -h 1 + Z ’ 

L 1 


X > 0. 


(29) 


Si se calculan y-zW» se sustituyen en (23) y se aplica el hecho de que es una 
solución de (23), da 


00 00 

2axJ\(x) + X [(" - ~ 2)c„ + (n - l)c„ - c„]x"‘ ‘ ^ c„x"^ * = O, (30) 

n = O «1 = 0 

en donde = 1. Si se sustituye J^(x) por su expresión dada en (28), se desplazan los índices 
de suma de las dos series y se efectúan varios pasos algebraicos da 


-Ci + [O ■ C 2 + Co]x + Y. ~ OCn +1 + C„-i]x" 

n~2 

r ® 

“ “"r ^ «=1 + l)!m! • 


(31) 


Con base en la ecuación (31) se observa primero que = O y que a = = ~1. En 

seguida, dado que a la derecha sólo hay potencias impares de x, los coeficientes de cada 
potencia par de x en la izquierda deben ser cero. Por tanto, como = O, se tiene C 3 = c^ = 
• • • = 0. Correspondiendo a las potencias impares de x se obtiene la relación de recurrencia 
(sea /z = 2 m + 1 en la serie del segundo miembro de (31)) 


[(2m -f- 1)^ — l]c 


2m + 2 


+ C 2 m = 


(-l)'"(2m + 1) 
+ l)!m! ’ 


m = 1, 2, 3,.... 


(32) 


Cuando en la ecuación (32) se hace /n = 1 , se obtiene 


(3^-1)c4 + C2 = (-1)3/(2^-2!). 


Nótese que C 2 puede elegirse arbitrariamente y después esta ecuación determina a c^. Nóte¬ 
se también que en la ecuación para el coeficiente de x, aparece multiplicado por O y que 
la ecuación se utilizó para determinar a. Que c, sea arbitrario no es sorprendente, ya que c, 

es el coeficiente de x en la expresión x“ ^[1 + 2 Como consecuencia, C 2 simple- 

« = o 

mente genera un múltiplo de Jj y >^2 sólo queda determinada hasta un múltiplo aditivo de Jj. 
De acuerdo con la costumbre, se elige C 2 = 1/2^; entonces se obtiene 


-1 

C 4 - 2472 




-h 1 
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Problemas 


Es posible demostrar que la solución de la relación de recurrencia (32) es 


-2m 


2 ^"*m!(m-l)! 


m = 1, 2,. 


en la inteligencia de que = 0. Por tanto, 


í-f 45^ 

X L m= 1 ~ 1)! 




X > 0. (33) 


El cálculo de y 2 (x) si se aplica el procedimiento alternativo [ver las ecuaciones (15) y 
(16) de la sección 5.8] en los que se determinan los cj^r^) es ligeramente más sencillo. En 
particular, éste último procedimiento produce la fórmula general para sin necesidad de 
resolver una relación de recurrencia de la forma (32) (ver el problema 11). En este sentido, 
quizá el lector quiera comparar los cálculos de la segunda solución de la ecuación de Bessel 
de orden cero dados en el texto y en el problema 10 . 

La segunda solución de la ecuación (23), la función de Bessel de segunda clase de orden 
uno, Fj, suele tomarse como cierta combinación lineal de/j y ^ 2 * De acuerdo con Copson 
(capítulo 12 ), Lj se define como 


= - [-yiM + (y - In 2)J ,(x)], (34) 

K 

en donde y se define en la (12). La solución general de (23), para a: > 0, es 

y = CiJi(x) + C 2 yi(x). 

Nótese que mientras Jj es analítica enx = 0, la segunda solución se vuelve no acotada de 
la misma manera que 1 /jc cuando x -► 0 . 


En cada uno de los problemas 1 a 4, demuestre que la ecuación diferencial dada tiene un 
punto singular regular en x = 0 y determine dos soluciones linealmente independientes pa¬ 
ra x > 0 . 

1. xV' + 2xy' -h xy = 0 2. x^y" -y 3xy' -h (1 + x)y = 0 

3. x^y" + xy' -f- 2xy = 0 4. x^y" + 4xy' -h (2 -I- x)y = 0 

5. Encuentre dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de Bessel de orden |, 

x^y" -h xy' -h (x^ - f)y = 0, x > 0. 

6 . Demuestre que la ecuación de Bessel de orden un medio, 

x^y" -h xy' -í- (x^ — i)y = 0 , x > 0 , 
se puede reducir a la ecuación 


í;" + t? = 0 
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mediante el cambio de la variable dependiente y =x~^^^v{x). A partir de esto, concluya 
que y^(x) = eos x y y^x) = x~^^^ sen x son soluciones de la ecuación de Bessel de 
orden un medio. 

7. Demuestre directamente que la serie para Jq(x), ecuación (7), converge absolutamente 
para toda x. 

8. Demuestre directamente que la serie para Jj(x), ecuación (28), converge absolutamente 
para toda x y que 7¿(x) = -i^i(x). 

9. Considere la ecuación de Bessel de orden v, 

x^y" + xy' + (x^ — v^)y = 0, x > 0. 

Tome V real y mayor que cero. 

a) Demuestre que x = 0 es un punto singular regular y que las raíces de la ecuación 
indicial son v y -v. 

b) Correspondiendo a la mayor raíz v, demuestre que una solución es 


yi(x) = x" 


00 

1 


m= 1 


_^ir_ 

ml(m + v)(m + v — 1) * • • (2 + v)(l + v) 



c) Si 2v no es un entero, demuestre que una segunda solución es 


yiM = 


x”'’ 

r 

1 .1 V 

(-ir 

/xV'"' 


1 

1 

h 

V- 1)- 

•(2-v)(l-v)(2j J 


Observe que yj(x) -► 0 cuando x -► 0 y que y 2 (x) es no acotada cuando x ^ 0. 

d) Compruebe por métodos directos que las series de potencias de las expresiones para 
yi(x) y y 2 (x) convergen absolutamente para toda x. Verifique también que y 2 es una 
solución con el único supuesto de que v no sea un entero. 

10. En esta sección se demostró que una solución de la ecuación de Bessel de orden cero, 

~ ^^y" + + ^^y = o 

cs/q, en dondese expresa por la ecuación (7) con aQ = l. Según el teorema 5.8.1, una 
segunda solución tiene la forma (x > 0) 


yiix) = ./o(*)ln X + ^ b^. 

« = 1 

a) Demuestre que 

Í'[3'2](^) = Z n(« - + f nb„x" + f) + lxJ'o(x). (i) 

n~2 11=1 n=l 

b) Si se sustituye porJQ(x) la presentación en series de la ecuación (i), demuestre que 

b,x + 2^b,x^ + X (n^b„ + =-2 2: (ii) 

n = 3 «=1 Z (/llj 

c) Observe que en el segundo miembro de (ii) sólo aparecen potencias pares de x. De¬ 
muestre que fej = ¿>3 = = • • • = 0 , = 1 / 2 ^( 1 !)^ y que 


(2nn,„ + = - 2 (-l)"( 2 n)/ 2 ^"(n!)^ 


n = 2, 3, 4,.... 
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Deduzca que 



. 1/11 
1+2 + 3 


La solución general de la relación de recurrencia es = (~1)” Si se 

sustituyen los de la expresión paray 2 W se obtiene la solución dada en la ecuación ( 11 ). 

11 . Encuentre una segunda solución de la ecuación de Bessel de orden uno al calcular los 
y ¿7 de la ecuación ( 6 ) de la sección 5.8 de acuerdo con las fórmulas (15) y (16) de 
esa sección. A continuación se dan algunos lincamientos para efectuar este cálculo. En 
primer lugar use la ecuación (24) para demostrar que «^(-l) y «J(~l) son cero. Después 
demuestre que c^(-l) = 0 y, a partir de la relación de recurrencia, que c^(-l) = 0 para n = 
3, 5,... . Por último, utilice la ecuación (25) para demostrar que 




_ (~irao _ 

(2m + r + l)(2m + r — l)^(2m -I- r — 3)^ • • ■ (r 4- 3)V + 1)’ 


= 1, 2, 3,..., y calcule = (-1)'” - 1)!. 

12. Mediante un cambio adecuado de variables a menudo es posible transformar una ecua¬ 
ción diferencial con coeficientes variables en una ecuación de Bessel de cierto orden. 
Por ejemplo, demuestre que una solución de 


x^y" + + i “ = 0, X > 0, 

se expresa por y = en donde/(§) es una solución de la ecuación de Bessel de 

orden v. 

13. Aplique el resultado del problema 12 para demostrar que la solución general de la ecua¬ 
ción de Airy 

y" — xy = o, X > 0, 


esy = x^'“[c^/j(f¿x^^^) + ^ 2 / 2 ( 5 ^:^'^)] en donde/^(| ) y ) son soluciones linealmen¬ 
te independientes de la ecuación de Bessel de orden un tercio. 

14. Es posible demostrar que Jq tiene una infinidad de ceros para x > 0. En particular, los 
tres primeros ceros son aproximadamente 2.405,5.520 y 8.653 (verla figura 5.9.1). Si se 
denota por A., 7 = 1 , 2 , ..., los ceros de Jq, se concluye que 





Comprende que y = Jq(A^-x) satisface la ecuación diferencial, 


-I- - / + / ■ y = 0, X > 0. 

X ^ 

De donde, demuestre que 


Jq xJq(Xíx)JQ(X jX) dx — 0 si 

Esta importante propiedad de Jy(A .x), conocida como propiedad de ortogonalidad, es 
útil al resolver problemas con valores en la frontera. 
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Sugerencia: escriba la ecuación diferencial para Jq(A .a:). Multiplíquela por xJq(X^x) y 
réstela de xJQ(k-x) multiplicado por la ecuación diferencial para Jq(XjX); a continua¬ 
ción, integre de 0 a 1. 
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La transformada de Laplace 


Muchos problemas prácticos en la ingeniería comprenden sistemas mecánicos o eléctricos 
que reciben la acción de términos de fuerza discontinuos o de impulso. Para estos proble¬ 
mas, a menudo los métodos descritos en el capítulo 3 son un tanto difíciles de aplicar. 
Otro método que se adapta especialmente bien a estos problemas, aunque su utilidad es 
mucho más general, se basa en la transformada de Laplace. En este capítulo se describe 
cómo se aplica este importante método, haciendo resallar los problemas comunes que sur¬ 
gen en las aplicaciones de ingeniería. 


6.1 Definición de la transformada de Laplace 

Entre los instrumentos que resultan muy útiles al resolver ecuaciones diferenciales lineales 
se encuentran las transformadas integrales. Una transformada integral es una relación de 
la forma 


f (s) = Jj* K(s, t)/(£) dt, (1) 

en donde una función dada /se transforma en otra función F por medio de una integral. Se 
dice que la función F es la transformada de / y la función K se llama kernel (núcleo en 
alemán) de la transformación. La idea general es aplicar la relación (1) a fin de transformar 
un problema para /en un problema más sencillo para F, resolver este problema más simple 
y luego recuperar la función deseada /a partir de su transformada F. Al hacer una elección 
apropiada del kernel A' y de los límites de integración ay p, a menudo es posible simplifi¬ 
car de manera sustancial un problema que incluya una ecuación diferencial lineal. Varias 
transformaciones integrales se aplican con amplitud, y cada una es adecuada para resolver 
ciertos tipos de problemas. 
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En este capítulo se analizan las propiedades y algunas de las aplicaciones de la transfor¬ 
mada de Laplace.^ Esta transformada se define como sigue: sea/(í) dada para í > 0 y 
supóngase que /satisface ciertas condiciones que se dan un poco después; entonces, la trans¬ 
formada de Laplace de /, que se denotará par i? {/(t)}, o por F(s), se define por la ecuación 

= F(x) = J* dt. (2) 

En esta transformada se usa el kernel K{s,t) = y, por consiguiente, se asocia de modo 
natural a las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. La transformada 
de Laplace es particularmente valiosa en análisis de circuitos, en donde son comunes tér¬ 
minos de fuerza discontinuos o de impulso, pero también es importante en otras aplicacio¬ 
nes. 

En virtud de que la transformada de Laplace se define ante una integral sobre el intervalo 
de cero al infinito, será de utilidad repasar primero algunos hechos básicos sobre esas inte¬ 
grales. En primer lugar, una integral sobre un intervalo no acotado se llama integral im¬ 
propia y se define como un límite de integrales sobre intervalos finitos; por tanto, 

r f{t) dt = lím P f{t) dt, (3) 

en donde A es un número real positivo. Si la integral desde a hasta A existe para toda A > a 
y si el límite existe cuando A -► oo, entonces se dice que la integral impropia converge a ese 
valor límite; en caso contrario, se dice que la integral diverge o que no existe. Los ejemplos 
siguientes ilustran las dos posibilidades. 


Ejemplo 1 


Sea f(t) = en donde c es una constante real diferente de cero; entonces, 


s: 


dt = 


lím dt - lím ^ 

Ace ^ A-' cot. 


A 

0 


- lím - ~ 1). 

A ■■■* X C 


Se concluye que la integral impropia converge si c < 0 y diverge si c > 0. Si c = 0, entonces el 
integrando es la unidad y una vez más la integral diverge. 


Ejemplo 2 


Sea/(í) = l/í, r ^ 1 ; entonces 



lím 

00 


Jl 


— = lím In A. 

t A-*(X) 


Como lím^_^^ InA = oc, la integral impropia diverge. 


^ La transformada de Laplace recibe su nombre en honor del eminente matemático francés P. S. Laplace, quien 
estudió la relación (2) en 1782. Sin embargo, las técnicas descritas en este capítulo no fueron desarrolladas 
hasta un siglo más tarde o más. Se deben principalmente a Oliver Heaviside (1850-1925), un ingeniero elec¬ 
tricista inglés, innovador aunque no convencional, quien hizo contribuciones importantes al desarrollo y 
aplicación de la teoría electromagnética. 
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Ejemplo 3 


Sea/(0 = r ^ 1, en donde p es una constante real y p 1 , el caso /? = 1 se consideró en el 
ejemplo 2; entonces 

dt ^ lím P Jí = lím —— 1). 

yl^ocl P 

Cuando A -► oo, A^ O sip > 1, pero A^ -► oc si/? < 1. De donde, converge para 

/? > 1, pero (al incorporar el resultado del ejemplo 2) diverge para /? < 1. Estos resultados son 
análogos a los de la serie infinita^ n~^. 


Antes de analizar la posible existencia de/^/(0 dt, ayuda definir ciertos términos. Se 
dice que una función / es seccionalmente continua sobre un intervalo a < í < jS si el 
intervalo puede partirse mediante un número finito de puntos a = íq < íj < • •' < de 
modo que 

1. / sea continua sobre cada subintervalo abierto t._^< t < t.. 

2. / tienda a un límite finito si se tiende a los puntos extremos de cada subintervalo desde 
el interior del subintervalo. 

En otras palabras, / es seccionalmente continua sobre a < t ^ p s\ qs continua allí 
excepto por un número finito de discontinuidades por salto. Si/es seccionalmente conti¬ 
nua sobre í < p para toda P> a, entonces se dice que /es seccionalmente continua 
sobre í ^ a. En la figura 6.1.1 se muestra un ejemplo de una función seccionalmente 
continua. 

Si /es seccionalmente continua sobre el intervalo a < r < A, entonces es posible demos¬ 
trar que J^f(i) dt existe. De donde, si/es seccionalmente continua para t > a, entonces 
f{t) dt existe para cada A > a. Sin embargo, la continuidad por secciones no basta para 
asegurar la convergencia de la integral impropia f(t) dt, como se hace ver en los ejem¬ 
plos anteriores. 

Si /no puede integrarse con facilidad en términos de funciones elementales, puede ser 
difícil aplicar la definición de convergencia /(í) dt. Con frecuencia, la manera más 
conveniente para probar la convergencia o divergencia de una integral impropia es median¬ 
te el siguiente teorema de comparación, que es análogo a un teorema similar para las series 
infinitas. 



FIGURA 6.1.1 Función seccionalmente continua. 
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No se dará aquí la demostración de este resultado del cálculo. Sin embargo, se hace 
plausible al comparar las áreas representadas por g{t) dty !/(/) dt. Las funciones más 
útiles para fines de comparación son y que se consideraron en los ejemplos 1, 2 y 3. 

A continuación se volverá a considerar la transformada de Laplace 5£{f{t)} o F{s\ que 
se define por la ecuación (2), siempre que esta integral impropia converja. En general, el 
parámetro 5 puede ser complejo, pero para el presente análisis basta considerar valores 
reales de 5. Según el análisis precedente de las integrales, la función / debe satisfacer 
ciertas condiciones para que exista su transformada de Laplace. En el siguiente teorema se 
dan las más simples y útiles de estas condiciones. 



Para establecer este teorema, sólo es necesario demostrar que la integral dada en la ecua¬ 
ción (2) converge para s> a. A\ separar en dos partes la integral impropia, se tiene 

Jo* e"*'/(í) dt = dt + Jj e~J{t) dt. (4) 

La primera integral del segundo miembro de (4) existe por la hipótesis 1) del teorema; de 
donde, la existencia de F{s) depende de la convergencia de la segunda integral. Por la 
hipótesis 2) se tiene, para t ^ M, 

\e~ J{t)\ < 

y por tanto, por el teorema 6.1.1, F(s) existe siempre que dt converja. Con refe¬ 

rencia al ejemplo 1, si se reemplaza c por a ~ 5, se ve que esta última integral converge 
cuando a - s < 0, \o que establece el teorema 6.1.2. 

A menos que se especifique lo contrario, en este capítulo sólo se estudian funciones que 
satisfacen las condiciones dei teorema 6.1.2. Estas funciones se describen como 
seccionalmente continuas y de orden exponencial cuando oo. En los ejemplos siguien¬ 
tes se dan las transformadas de Laplace de algunas funciones elementales importantes. 
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Ejemplo 4 I Sea/(t) = l,í 2 0; entonces 

= = s>i 


Ejemplo 5 | Sea/(O = e", t & 0; entonces, 

dt = J” e-'*'*"' dt 


s ~ a 


s > a. 


Ejemplo 6 | Sea/(r) = sen at, t > 0; entonces 

if{sen¿ií} = F(s) = JJ*" sen at dt, s > 0. 

Dado que 

F(s) — lím señar dt, 

A^cc 

después de integrar por partes se obtiene 


F(s) = lím 

00 

1 5 

a a 


e eos at 1 

A 

s 

a 

0 J. 


e eos at dt 


e eos at dt. 


Entonces una segunda integración por partes de 


1 

F{s) =- 2 

a a^ 


e sen ai dt 


1 

=- jFis). 

a a^ 


De donde, al despejar F{s) se tiene 


F(^) = 

5^ -h a^ 


s > 0. 


Supóngase que/j y /2 son dos funciones cuyas transformadas de Laplace existen para 5 > 
«j y 5 > « 2 » respectivamente. Entonces, para 5 mayor que el máximo de y a 2 , 

+ cj 2 Ít)} = Jo” e-"'[ci/i(t) + 02/2(0] dt 

= Ci Jo* e-%(t) dt + C2 Jo* e-%{t) dt; 


de donde 
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Problemas 


^{ci/iW + (5) 

La ecuación (5) es una proposición del hecho de que la transformada de Laplace es un 
operador lineal. Esta propiedad es de capital importancia y posteriormente se aplicará con 
frecuencia. 


En cada uno de los problemas 1 a 4, trace la gráfica de la función dada. En cada caso, 
determinar si / es continua, seccionalmente continua o ninguna de las dos cosas, sobre el 
intervalo 0 < í < 3. 


3. f{t) 



0 < í < 1 


0 < ( ^ 

2 + i, 

1 < í < 2 

2./(t)=Uí-l)-' 

1 < í < 

6 — i. 

2 < í < 3 

[l. 

2<t< 


0 < í < 1 

U, 

0<t<l 

1, 

1 < í < 2 

4. /(() = h - t, 

1 <(<2 

3 - i, 

2<f <3 

ll> 

2 < t < 3 


1 

2 

3 


5. Encuentre la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones 
a) í b)t^ c) en donde n es un entero positivo. 

6. Encuentre la transformada de Laplace úef(t) = eos at en donde a es una constante real. 


Recuerde que cosh bt = (e^^ + e ^^)/2 y senh bt = (e^^- e~^y2. En cada uño de los problemas 
7 a 10, halle la transformada de Laplace de la función dada; ay b son constantes reales. 


1. cosh bt 
9. cosh ht 


8. senh bt 
10. e"* senh/?í 


En cada uno de los problemas 11 a 14 recuerde que eos bt = + e~^^^)l2 y sen bt = 

2L Si se supone que las fórmulas de integración elementales necesarias se extienden hasta 
este caso, halle la transformada de Laplace de la función dada; ay b son constantes reales. 

11. sen bt 12. eos bt 

13. senñí 14. eos bt 


En cada uno de las problemas 15 a 20, aplique la integración por partes para hallar la trans¬ 
formada de Laplace de la función dada; n es un entero positivo y a es una constante real. 

15. te"* 16. í sen ai 17. í cosh ai 

18. iV"* 19. señar 20, senh ai 

En cada uno de los problemas 21 a 24, determine si la integral dada converge o diverge. 

21. J”(í"+l)-'¿í 22. 

23. J“í“V<ií 24. e"' eos í (/f 

25. Suponga que f y f son continuas para i > 0 y de orden exponencial cuando t -* oc. 
Demuestre por integración por partes que si F(s) = <2'{/(t)}, entonces lím^_^^ F(5) = 0. 
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El resultado en realidad es cierto en condiciones menos restrictivas, como las del teo¬ 
rema 6.1.2. 

26. La función gamma. La función gamma se denota por r(/7) y se define por la integral 

r(p+ 1 ) = (i) 

Esta integral converge en el infinito para toda p. Para p <Q también es impropia porque 
el integrando se vuelve no acotado cuando x -► 0. Sin embargo, es posible demostrar que 
la integral converge en x = 0 para p> ~l. 

a) Demuestre que para p> 0 

r(p + 1 ) - pVip}. 

b) Demuestre que r(l) = 1. 

c) Si (p) es un entero positivo «, demuestre que 

r(n + 1) = ni 

Dado que F (p) también se define cuando p no es un entero, esta función suministra una 
extensión de la función factorial para valores no enteros de la variable independiente. 
Observe que también es coherente para definir 0! = 1. 

d) Demuestre que para p> 0 

p{p l){p -I- 2) • • (p -H n - 1) = r(p + n)/r(p). 


Por tanto, puede determinarse r(p) para todos los valores positivos de p si se conoce 
r(p) en un solo intervalo de longitud unitaria, por ejemplo, 0 < /? < 1. Es posible 
demostrar que r(j) = \Ík. Encuentre r(j) y r(5). 

27. Considere la transformada de Laplace de t^, en donde p > -1. 

a) Con referencia al problema 26, demuestre que 




dt:= 


,p+1 


e ^x^Jx 


= r(p -I- s > 0. 


b) Si p es un entero positivo n, demuestre que 

= 5>0. 


c) Demuestre que 

dx, s > 0. 

y/s Jo 

Es posible demostrar que 


r 



de donde, 
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^{t = \fñ¡s, 5 > 0. 

d) Demuestre que 

= V^/2s^’\ s>0. 

6.2 Solución de problemas con valor inicial 

En esta sección se muestra cómo se puede aplicar la transformada de Laplace para resolver 
problemas con valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons¬ 
tantes. La utilidad de la transformada de Laplace a este respecto radica principalmente en el 
hecho de que la transformada de/'está relacionada de una manera sencilla con la transfor¬ 
mada de / La relación se expresa en el siguiente teorema. 



Para probar este teorema se considerará la integral 

Si /, ¿ 2 ? denotan los puntos en el intervalo 0 í ^ A en donde /' es discontinua, se 

obtiene 

e-r(t) dt = e-TW dt + e-J'it) dt + ■ ■ ■ + e-J'it) dt. 

Si se integra por partes cada término de la derecha se obtiene 

e-rit) dt = + e-J{t)ll + • ■ • + e-J(t)\^^ 

+ s[ e'"'/(í) dt + J'" e""/(t) dt + -1- f^ e'"'/(í) dtj. 

Dado que/es continua, se cancelan las contribuciones de los términos integrados en 
. . . , Al combinar las integrales da 

e-nt) dt = - /(O) + s e-Jit) dt. 

Cuando A -► oc, e~^f{A) 0 siempre que 5 > a. De donde, para s> a. 





6.2 Solución de problemas con valor inicial 


317 


con lo que se establece el teorema. 

Si /'y/"satisfacen las mismas condiciones impuestas sobre / y/', respectivamente, en 
el teorema 6.2.1, entonces se concluye que la transformada de Laplace de /"también existe 
para 5 > y se expresa por 

^{rit)} - s^^ifit)} - sfiO) - /(O). (2) 


De hecho, siempre que la función / y sus derivadas satisfagan condiciones adecuadas, 
puede obtenerse una expresión para la transformada de la Ai-ésima derivada mediante 
aplicaciones sucesivas de este teorema. Este resultado se da en el siguiente corolario. 



A continuación se muestra cómo es posible aplicar la transformada de Laplace para re¬ 
solver problemas con valor inicial. En primer lugar considérese la ecuación diferencial 

- y - 2y = 0 (4) 

y las condiciones iniciales 

y(0) = 1, y\0) = 0. Í5) 

Este problema simple se resuelve con facilidad por los métodos de la sección 3.1. La 
ecuación característica es 


- r - 2 = (r - 2)(r + 1) = 0, (6) 

y, como consecuencia, la solución general de (4) es 

y = c,e-‘ + C 2 e^‘. (7) 

Para satisfacer las condiciones iniciales (5) es necesario tener Cj + = 1 y -Cj + 2c2 = 0; de 

donde, Cj = | y C 2 = i de modo que la solución del problema con valor inicial (4) y (5) es 

y = (p(t) = (8) 

Ahora se resolverá el problema dado por medio de la transformada de Laplace. Para 
hacerlo, se debe suponer que el problema tiene una solución y = lo que con sus dos 
primeras derivadas satisface las condiciones del corolario. Entonces, si se toma la transfor¬ 
mada de Laplace de la ecuación diferencial (4), se obtiene 

- 2^{y} = 0 , 


( 9 ) 
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en donde se aplicó la linealidad de la transformada para escribir la transformada de una 
suma como la suma de las transformadas por separado. Después de aplicar el corolario 
para expresar ^{y"} y f£{y'} en términos de ¿£{y}, se encuentra que la ecuación.( 9 ) toma 
la forma 


o bien, 


s^^{y] - ^7(0) - /(O) - [sif{y} - >;(0)] - 2^{y} = 0, 


(5^ - s - 2)Y(s) + (1 - s)>^(0) - /(O) = 0, 


( 10 ) 


en donde 7 ( 5 ) = Si se sustituyen y(0) y'(0) de la ecuación (10) para sus valores 

dados en las condiciones iniciales (5) y, a continuación, se despeja Y(s), se obtiene 


Yis)^ 


s — 1 
— s — 2 


s- 1 


( 11 ) 


Por tanto, se ha obtenido una expresión para la transformada de Laplace 7 ( 5 ) de la solu¬ 
ción y = (t)(t) del problema con valor inicial dado. Para determinar la función (f) es nece¬ 
sario encontrar la función cuya transformada de Laplace es 7 ( 5 ), según se define por la 
ecuación ( 11 ). 

Se puede hacer esto con mayor facilidad al desarrollar en fracciones parciales el segundo 
miembro de (11). De este modo, se escribe 


7(5)== 


5 — 1 

(5 - 2)(7T”i) 


a h 

5 — 2 5 + l 


a{s + 1 ) + b{s — 2 ) 
( 5 - 2 )( 5 + 1 ) 


( 12 ) 


Entonces, si se igualan los numeradores de los miembros segundo y cuarto de (12) se 
obtiene 

5 — 1 = a(s + 1) + b(s — 2), 

ecuación que debe cumplirse para toda s. En particular, si se hace 5 = 2, entonces se deduce 
que fl = j. De manera semejante, si se hace 5 = - 1 , entonces se encuentra que b = A\ 
sustituir estos valores de a y b, respectivamente, se tiene 


7(5) = 


1/3 


5 — 2 


+ 


2/3 

5 + r 


(13) 


Por último, si se aplica el resultado del ejemplo 5 de la sección 6.1, se concluye que 5 
tiene la transformada j(5 - 2 )”^; de modo semejante, § tiene la transformada f (5 + 1)"L 
De donde, por la linealidad de la transformada de Laplace, 

y + ie-' 

tiene la transformada (13). Por supuesto, esta es la misma solución que se obtuvo antes de 
diferente manera. 

Puede aplicarse el mismo procedimiento a la ecuación lineal general de segundo orden 
con coeficientes constantes. 
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ay" + by' 4- cy = f{t). 


(14) 


Si se supone que la solución y = </)(í) satisface las condiciones del corolario para « - 2, se 
puede tomar la transformada de la ecuación (14) y obtener así 

a[s^Yis) - sy(0) - /(O)] + b[sYis) - y(0)] + cY(s) - F{s), (15) 


en donde F(s) es la transformada de f(t). Al despejar 7(5) de (15) se encuentra que 

F{s) 


(as + b)y(0)4a/(0) ^ 

y(s) =- 2 ^-4 

as^ bs c 


as^ F bs F c' 


(16) 


Entonces el problema se resuelve siempre que sea posible encontrar la función y = (f)(t) 
cuya transformada sea Y(s). 

Incluso en esta etapa inicial del análisis se pueden señalar algunas de las características 
esenciales del método de la transformada. En primer lugar, la transformada Y{s) de la fun¬ 
ción desconocida y = 0(í) se encuentra al resolver una ecuación algebraica en lugar de una 
ecuación diferencial la ecuación (10) en vez de la (4), o en general la ecuación (15) en vez 
de la (14). Esta es la clave de la utilidad de las transformadas de Laplace para resolver 
ecuaciones diferenciales ordinarias: el problema se reduce de una ecuación diferencial a 
una algebraica. En seguida, la solución que satisface las condiciones iniciales dadas se 
encuentra automáticamente, de modo que no surge la tarea de determinar valores adecua¬ 
dos para las constantes arbitrarias de la solución general. Además, como se indica en la 
ecuación (15), las ecuaciones no homogéneas se manejan exactamente de la misma manera 
que las homogéneas; no es necesario resolver primero la ecuación homogénea correspon¬ 
diente. Por último, el método puede aplicarse de la misma manera a ecuaciones de orden 
superior, en la medida en que se suponga que la solución satisface las condiciones del 
corolario para el valor apropiado de n. 

Obsérvese que el polinomio as^ + + c del denominador del segundo miembro de la 

ecuación (16) es precisamente el polinomio característico asociado con la ecuación (14). 
Debido a que el empleo de un desarrollo en fracciones parciales de 7(5) para determinar 
requiere que este polinomio se factorice, la aplicación de la transformada de Laplace 
no evita la necesidad de encontrar las raíces de la ecuación característica. Para ecuaciones 
de orden superior al segundo, este puede ser un problema algebraico difícil, en especial si 
las raíces son irracionales o complejas. 

La dificultad más importante que se presenta al resolver problemas con valor inicial 
mediante la técnica de la transformada reside en el problema de determinar la función y = 
que corresponda a la transformada 7(5). Este problema se conoce como problema de 
inversión de la transformada de Laplace; 0(í) a partir de 7(5)es la transformada inversa co¬ 
rrespondiente a 7 ( 5 ), y el proceso de encontrar (j^t) se llama “inversión de la transformada”. 
Para denotar la transformada inversa de 7 ( 5 ) también se usa la notación i^”^{7(5)}. Existe una 
fórmula general para la transformada inversa de Laplace, pero su uso requiere conocimien¬ 
tos de la teoría de las funciones de una variable compleja, por lo que no se trata en este libro. 
Sin embargo, todavía es posible desarrollar muchas propiedades importantes de la transfor¬ 
mada de Laplace y resolver muchos problemas interesantes, sin usar variables complejas. 

Al resolver el problema con valor inicial (4), (5) no se consideró la cuestión de si puede 
haber funciones diferentes a la dada por la ecuación (8) que también tengan la transformada 
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(13). De hecho, es posible demostrar que si /es una función continua con la transformada de 
Laplace F, entonces no existe otra función continua que tenga la misma transformada. En 
otras palabras, existe esencialmente una correspondencia uno a uno entre las funciones y 
sus transformadas de Laplace. Este hecho sugiere la recopilación de una tabla (análoga en 
cierta forma a una tabla de integrales) que dé a las transformadas de funciones de uso 


TABLA 6.2.1 Transformadas elementales de Laplace 



F(s) = i?í/(0} 

Notas 

1. 1 

1 

5 > 0 

S 

Sec. 6.1; Ej. 4 

2. í" 

1 

- , s > a 

s — a 

Sec, 6.1; Ej. 5 

3. f", n = entero positivo 


Sec. 6.1; Prob. 27 

4. F, p > - 1 

r(p +1) ^ „ 

Sec. 6.1; Prob. 27 

5. sen¿íí 

a 

2 2' ^ > 0 
+ a 

Sec. 6.1; Ej. 6 

6. eos at 

s 

— -s > 0 

Sec. 6.1; Prob. 6 

7. senhíií 

a , , 

2 2 ’ S > r 

s — a 

Sec. 6.1; Prob. 8 

8. cosh at 

s . . 

Sec. 6.1; Prob. 7 

9. e"' sen bt 

(s-ú)^ + b"’ 

Sec. 6.1; Prob. 13 

10. e" eos bt 

s — a 

(s-aY + b^' 

Sec. 6.1; Prob. 14 

11. n = entero positivo 

n\ 

-~r, s > a 

Sec. 6.1; Prob. 18 

12. w,(í) 

——s > 0 

5 

Sec. 6,3 

13. Mr)/(t-c) 

e~^^F{s) 

Sec. 6.3 

14. 

F(s ~ c) 

Sec. 6.3 

15. f{ct) 

‘>0 

Sec. 6.3; Prob. 19 

16. -'t)g{x)dt 

F{s)G(s) 

Sec. 6.6 

17. ¿(í — c) 


Sec. 6.5 

18. f"\t) 

s"f(s)-s"-‘/(0)-- p"~^\0) 

Sec. 6.2 

19. (-t)"/(í) 


Sec. 6.2; Prob. 28 
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frecuente y viceversa (ver la tabla 6.2.1),^ Las entradas de la segunda columna son las 
transformadas de las de la primera. Quizá es más importante que las funciones de la prime¬ 
ra columna son las transformadas inversas de las que están en la segunda columna. De 
donde, por ejemplo, si se conoce la transformada de la solución de una ecuación diferen¬ 
cial, a menudo puede encontrarse la propia solución simplemente al observar la tabla. Al¬ 
gunas de las entradas de la tabla 6.2.1 se han utilizado como ejemplos o aparecen como 
problemas en la sección 6.1, mientras que otras se desarrollarán posteriormente en este 
capítulo. La tercera columna de la tabla indica en dónde es posible encontrar la deducción 
de las transformadas dadas. 

Con frecuencia, una transformada de Laplace F(s) es expresable como una suma de va¬ 
rios términos, 

F(s) = F,{s) + F2{s)~^-^FM (17) 

Supóngase que f^(t) = ... ,/^(r) = Entonces la función 

/(O = /i(i) + ' ■ ■ + /«(O 

tiene la transformada de Laplace F(s). Por la propiedad de unicidad antes enunciada, no 
existe otra función continua /que tenga la misma transformada. Por tanto, 

^~^{F{s)} = ^-^{F,{s)} + • • • + (18) 

es decir, la transformada inversa de Laplace también es un operador lineal. 

En muchos problemas es conveniente aplicar esta propiedad al descomponer una trans¬ 
formada dada en suma de funciones cuyas transformadas inversas ya se conozcan o puedan 
encontrarse en la tabla. Los desarrollos en fracciones parciales son particularmente útiles a 
este respecto y en el problema 38 se da un resultado general que abarca muchos casos. 
Otras propiedades útiles de las transformadas de Laplace se deducirán después en este 
capítulo. 

Como ilustraciones adicionales de la técnica para resolver problemas con valor inicial 
por medio de la transformada de Laplace y los desarrollos en fracciones parciales, considé¬ 
rense los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 1 


Encontrar la solución de la ecuación diferencial 

y'' + y = sen2í (19) 

que satisfaga las condiciones iniciales 

y(0) = 2, y(0) = 1. (20) 

Se supone que este problema con valor inicial tiene una solución y = que con sus dos 
primeras derivadas satisface las condiciones del corolario del teorema 6.2.1. Entonces, si se 
toma la transformada de Laplace de la ecuación diferencial, se tiene 

s" y(s) - sy(0) - y(0) + y(s) = 2/(s^ + 4), 


^ También existen tablas más grandes. Ver la bibliografía al final del capítulo. 
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en donde se obtuvo la transformada de sen 2t del renglón 5 de la tabla 6.2.1. Al sustituir y(0) 
y'(0) por sus valores dados en las condiciones iniciales y despejar Y(s\ se obtiene 


25^ + + 8s + 6 

is^ +1)(5"+4r* 


( 21 ) 


Si se aplican fracciones parciales, es posible escribir en la forma 


~~ ^ + 4) -f (es + d){s^ 4 - 1) 

s^ + 1 s^ + 4 (s^ + l)(s^ + 4) 

Al desarrollar el numerador del segundo miembro de la ecuación (22) e igualarlo al numerador 
de la (21) se encuentra que 

2s^ + s^ + 8s + 6 = {a -f c)s^ + (¿? + d)s^ + (4a + c)s + (4b d) 
para toda s. Entonces, si se comparan los coeficientes de potencias iguales de .s, se tiene 


a + c = 2, 

4a + c = 8, 4b + d ~ 6. 

Como consecuencia, a = 2, c = 0, ^ y ¿i = -j, de lo cual se deduce que 


y(s) - 


2s 


5/3 


2/3 


s^ + 1 s^ + 1 s^ + 4 


(23) 


Con base en los renglones 5 y 6 de ia tabla 6.2.1, la solución del problema con valor inicial 
dado es 


y = (j)(t) = 2 eos í + I sen f — -3- sen2f. 


(24) 


Encontrar la solución del problema con valor inicial 

y’' - y - 0, (25) 

y(0) = 0, y'(0) = 1, y"(0) = 0, y'"(0) = 0. (26) 

En este problema es necesario suponer que la solución y = (p(t) satisface las condiciones del 
corolario del teorema 6.2.1, para = 4. La transformada de Laplace de la ecuación diferencial 
(25) es 

s'^Yis) - 5^y(0) “ 5^/(0) - 5/^(0) - y"'(0) - y(5) = 0. 


En consecuencia, si se aplican las condiciones iniciales (26) y se despeja 7(5), se tiene 




s 


2 


s^- r 


El desarrollo en fracciones parciales de y(s) es 


il 

ii 


^ as b es + d 

Y(s) = -^—r + ~T-rT’ 
— 1 E 1 


(27) 
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y se concluye que 


{as -f b)is^ + 1 ) + (es + d){s^ _ 1 ) = 5 ^ 


(28) 


para toda s. Al hacer s = 1 y s = -1, respectivamente, en la ecuación (28), se obtienen el par de 
ecuaciones 

2(a-\-b)= 1, 2i-ai-b)= 1, 

y, por lo tanto, a = 0 y ¿> = 5 . Si en la ecuación (28) se hace s = 0, entonces h-d-0,de modo que 
= j. por último, al igualar los coeficientes de los términos cuadráticos de cada miembro de la 
ecuación (28), se encuentra que o + c = 0, de modo que c = 0. Por tanto, 


Y{s)^ 


1/2 


-h 


1/2 


s^ - 1 s^ + 1 ’ 


(29) 


y de los renglones 4 y 5 de la tabla 6.2.1, la solución del problema con valor inicial (25), (26) es 


senh í + sen í 
y = </)(r) =--- 


(30) 


Las aplicaciones elementales más importantes de la transformada de Laplace se encuen¬ 
tran en el estudio de las vibraciones mecánicas y en el análisis de los circuitos eléctricos; las 
ecuaciones que los rigen se dedujeron en la sección 3.8. La ecuación del movimiento de un 
sistema vibrante resorte-masa es 


d^u du , , 

^ ~TT + c — + ku = F(t), 
dr dt 


(31) 


en donde m es la masa, c el coeficiente de amortiguamiento, k la constante de resorte y F(t) 
la fuerza externa aplicada. La ecuación que describe un circuito eléctrico que contiene una 
inductancial, una resistencia/? y una capacitancia C (un circuito LRC) es 


d^Q dO 1 


(32) 


en donde Q(t) es la carga en el condensador y £(?) es el voltaje aplicado. En términos de la 
corriente I(t) = dQ(t)/dt, se puede escribir la ecuación (32) en la forma 



+ R 


di 


1 , 


(33) 


También es necesario especificar condiciones iniciales adecuadas para u,QqL 
Con anterioridad, en la sección 3.8, se hizo notar que la ecuación (31) para el sistema 
resorte-masa y las ecuaciones (32) y (33) para el circuito eléctrico son matemáticamente 
idénticas y sólo difieren en la interpretación de las constantes y variables que aparecen en 
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Problemas 


ellas. Existen otros problemas físicos que también conducen a la misma ecuación diferen¬ 
cial. Por tanto, una vez que se resuelve el problema matemático, su solución puede 
interpretarse en términos de cualquiera que sea el problema físico correspondiente de inte¬ 
rés inmediato. 

En los problemas que siguen a esta y otras secciones de este capítulo se dan numerosos 
problemas con valor inicial para ecuaciones lineales de segundo orden con coeficien¬ 
tes constantes. Muchos pueden interpretarse como modelos de sistemas físicos particulares, 
pero por lo común no se señala esto explícitamente. 




En cada uno de los problemas 1 a 10 encuentre la transformada inversa de Laplace de la 
función dada. 


L - 2.-1 


+4 

2. 

(s - If 

2 

4. 

3s 

5^ + 3s — 4 

1 

i 

25 + 2 

6. 

25-3 

5^ + 25 + 5 

5^—4 

2s + 1 

8. 

8s" - 4s + 12 

5^ — 25 + 2 

5(5^ + 4) 

1 -2s 

10. 

2s-3 

5^ + 4s + 5 

5^ + 2s + 10 


En cada uno de los problemas 11 a 23 aplique la transformada de Laplace para resolver el 
problema con valor inicial dado. 


12. y' + 

13. /' - 

14. /' - 

15. y' - 

16. y" 4- 

17. y'^ - 

18. - 

19. y^' - 

20. y' + 

21. y" - 

22. y' - 

23. y" + 


y' — 6y = 0; 
3y' + 2y = 0; 
2y' + 2y - 0; 
4y' 4- 4y = 0; 
2y - 2y = 0; 
2y' + 5y = 0; 


y(0) -1, 
y(0) = 1, 
y(0) = o, 

y(0) - L 
y(0) = 2, 
y(0) = 2, 


/( 0 )= -1 
y'(0) = o 
y'(0) = 1 
y'(0) = 1 

y'(0) = o 
y(0)= -1 
y( 0 ) = o, 


4/" + 6y" — 4y' + y = 0; 
y = 0; y(0)=l, y'(0) = 0, y"(0) = 1, 

4y = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0. y"(0) = ■ 

w^y = eos 2t, tí>^ # 4; y(0) =1, y' 

2y' + 2y = eos í; y(0) = 1, y'(0) = 0 

2y' + 2y = e"'; y(0) = 0, y'(0) = 1 

2y' + y = 4e-'; y(0) = 2, y'(0) = - 1 


y'(0)=l. y"(0) = 0, f 
/"(O) = 0 

2, y"'(0) = 0 


( 0 ) = 1 


En cada uno de los problemas 24 a 26 encuentre la transformada de Laplace 7(5) = <5?{y} de 
la solución del problema con valor inicial dado. En la sección 6.3 se desarrollará un método 
para determinar las transformadas inversas. 
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24. y" + 4y = 

26. y" + 4y = í^’ 


O < í < 71, 

7t < í < oo; 
0 < í < 1, 

1 < í < oo; 

0 < í < 1, 

1 < í < oo; 


37(0)-l, y( 0 ) = o 

y(0) = 0, /(0) = 0 
y(0)-0, /(0) = 0 


*27. Se pueden hallar de manera conveniente las transformadas de Laplace de ciertas funcio¬ 
nes a partir de sus desarrollos en serie de Taylor. 

a) Use la serie de Taylor para sen t. 


sen t = 


(2n“-f l)l“’ 


y suponga que puede calcularse término a término la transformada de Laplace de esta 
serie; compruebe que 


b) Sea 


^{sení}=^, 


s > 1. 


f(sení)/t, t^O, 

[1, í = 0. 


Encuentre la serie de Taylor de / alrededor de í = 0. Suponga que la transformada de 
Laplace de esta función puede calcularse término a término y compruebe que 


cSf{/(í)} = arctan l/s, s > L 

c) La función de Bessel de primera clase de orden cero, Jq, tiene la serie de Taylor (ver 
la sección 5.9) 


oo 

Si se supone que las siguientes transformadas de Laplace pueden calcularse término a 
término, verificar que 


+ s> 1, 


y que 

= 5>0. 

Los problemas 28 a 36 están relacionados con la derivación de la transformada de Laplace. 
28. Sea 


F(s) = J" di. 
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Es posible demostrar que mientras /satisfaga las condiciones del teorema 6,1.2, es váli¬ 
do derivar bajo el signo integral con respecto al parámetro s, cuando s > a, 

a) Demuestre que FXs) = 

b) Demuestre que por tanto, la derivación de la transformada de 

Laplace corresponde a multiplicar por -t la función original. 

En cada uno de los problemas 29 a 34, aplique el resultado del problema 28 para encontrar la 
transformada de Laplace de la función dada; a y b son números reales y n es un entero 
positivo. 

29. 30. FsQnht 

31. r 32. 

33. te"' sen bt 34. eos bt 

"^35. Considere la ecuación de Bessel de orden cero 

fy" + y' + íy = 0, 

Recuerde por lo visto en la sección 5.4 que r = 0 es un punto singular regular de esta 
ecuación y que, por lo tanto, las soluciones pueden volverse no acotadas cuando t -► 0. 
Sin embargo, se intentará determinar si existen soluciones que permanezcan finitas en t 
= 0 y tengan derivadas finitas allí. Si se supone que existe una solución de este tipo y = 
4^itX sea Y(s) ^ </>(/)}. 

a) Demuestre que Y(s) satisface 

(1 + s^)YXs) + sY(s) = 0. 

b) Demuestre que y(.s) = c(l + en donde c es una constante arbitraria. 

c) Desarrolle (1 + s^y^^^ en una serie binomial válida para 5 > 1 y si se supone que es 
permisible tomar la transformada inversa término a término, demuestre que 


^ (-l)V" 


= cJoit), 


en donde es la función de Bessel de primera clase de orden cero. Observe que 7^(0) = 
1 y que tiene derivadas finitas de todos los órdenes en f = 0. En la sección 5.9 se 
demostró que la segunda solución de esta ecuación se vuelve no acotada cuando r 0. 

36. En cada uno de los problemas con valor inicial siguientes, use los resultados del proble¬ 
ma 28 para encontrar la ecuación diferencial que satisface Y(s) - en donde y = 

(/)(í) es la solución del problema con valor inicial dado. 

a) y"~ ty = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0 (ecuación de Airy) 

b) (1 - y)y"-2ty' + a{a -f l)y = 0; y(0) = 0, y'(0) = 1 (ecuación de Legendre) 
Observe que la ecuación diferencial para 7(5) es de primer orden en el inciso a), pero de 
segundo orden en el inciso b). Esto se debe al hecho de que t aparece cuando mucho a la 
primera potencia en la ecuación del inciso a), mientras que en la del inciso b) aparece 
a la segunda potencia. Esto ilustra que a menudo la transformada de Laplace no es útil al 
resolver ecuaciones diferenciales con coeficientes variables, a menos que todos los co¬ 
eficientes sean cuando mucho funciones lineales de la variable independíente. 

37. Suponga que 

í/(t) = dt. 



63 Funciones escalón 


327 


Si G(s) y F{s) son las transformadas de Laplace de g{t) y/(/), respectivamente, demuestre que 

G(s) - F(s)/5. 

38. En este problema se muestra cómo es posible utilizar un desarrollo general en fracciones 
parciales para calcular muchas transformadas inversas de Laplace. Suponga que 

F(s) = P{s)/Q{s), 

en donde un polinomio de grado n con ceros diferentes ..., y F(s) es un 

polinomio de grado menor que n. En este caso es posible demostrar que P(s)/Q(s) tiene 
un desarrollo en fracciones parciales de la forma 

Q{s) s-r^ s~r„ 

en donde es necesario determinar los coeficientes >4 ^ 

a) Demuestre que 

Ak = P{r,)IQ'{r,\ k = (ii) 

Sugerencia: una forma de hacerlo es multiplicar la ecuación (i) por 5 ~ y, a continua¬ 
ción, tomar el límite cuando .s -► 

b) Demuestre que 

00 píf \ 

(iii) 

= i {¿ Vk) 




6.3 Funciones escalón 

p;> 

En la sección 6.2 se describió el procedimiento general que se sigue al resolver problemas 
con valor inicial por medio de la transformada de Laplace. Algunas de las aplicaciones 
elementales más interesantes del método de la transformada se presentan en la solución de 
ecuaciones diferenciales lineales con funciones de fuerza discontinuas o de impulso. En el 
análisis del flujo de corriente en circuitos eléctricos o en las vibraciones de sistemas mecá¬ 
nicos surgen con frecuencia ecuaciones de este tipo. En esta sección y en las siguientes se 
desarrollan algunas propiedades adicionales de la transformada de Laplace que resultan 
útiles en la solución de estos problemas. A menos que de manera específica se indique lo 
contrario, se supondrá que todas las funciones que se presentan en seguida son seccionalmente 
continuas y de orden exponencial, de modo que existe su transformada de Laplace, por lo 
menos para s suficientemente grande. 

A fin de tratar eficazmente con funciones que presentan discontinuidades por salto, es 
muy útil introducir una función conocida como función escalón unitario, denotada por 
y que se define por ^ 


u,{t) - 


t < c, 
t > C, 


c > 0. 


( 1 ) 
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Ejemplo 1 



FIGURA 6.3.1 Gráfica de >- = uft). FIGURA 6.3.2 Gráfica de y = 1 - uff). 



FIGURA 6,3.3 Gráfica de >^ = ujf) - 


En la figura 6.3.1 se muestra la gráfica de u^. El escalón también puede ser negativo. Por 
ejemplo, en la figura 6.3,2 se da la gráfica de>^ = 1 - w^(í); puede concebirse esta función 
como si representara un pulso rectangular. 


I Trazar la gráfica de y = h{t), en donde 

I />0. 

I 

I Por la definición de uff) dada en la ecuación (1) se tiene 

I ÍO — 0 = 0, 0 < í < Tt, 

h{t) = <1—0=1, n < t <2n, 

[l — 1 = 0, 2n < t < co. 

Por tanto, la ecuación y- h(í) tiene la gráfica que se muestra en la figura 6.3.3. 


Para una función dada / a menudo es necesario considerar la función relacionada g que 
se define por 


la cual representa una traslación de /una distancia c en la dirección t positiva; ver la figura 
6.3.4. En términos de la función escalón unitario es posible escribir ^(0 en la forma conve¬ 
niente 

g{i) = u,(í)/(í - c). 
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FIGURA 6.3.4 Traslación de la función dada. a)y = f(t); b)y = - c). 


La transformada de Laplace de se determina con facilidad: 

nuÁt)}^ e-^\it)dt 

= —, s > 0. (2) 

s 

La función escalón unitario es particularmente importante en la teoría de la transformada 
debido a la relación que se da en seguida entre la transformada de f(t) y la de su traslación 
u (ñf(t-r\ 



El teorema 6.3.1 simplemente afirma que la traslación de/(í) una distancia c en la direc¬ 
ción t positiva corresponde a la multiplicación de F(s) por Para probar el teorema 6,3.1 
basta calcular la transformada de u^(t)f{t-c): 

•^{«c(í)/(í - c)} = e‘"M,(í)/(í - c) dt 

= e-J(t-c)dt. 

Si se introduce una nueva variable de integración § = r - c se tiene 

jSf{M,(í)/(í - c)} = J* = e-- J“ di 

Por tanto, se establece la ecuación (3); la (4) se deduce al tomar la transformada inversa de 
los dos miembros de la ecuación (3). 
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Se tiene un ejemplo simple de este teorema si se toma/(í) = 1 .Si se recuerda que 1} = 
Ms, de inmediato se tiene por la ecuación (3) que i? {uff)) = Este resultado concuer¬ 
da con el de la (2). En los ejemplos 2 y 3 se ilustra aun más cómo es posible aplicar el 
teorema 6.3.1 para calcular transformadas y transformadas inversas. 


Ejemplo 2 


I 

■ 

I 

! 


Si se define la función/por 


/(0 = 


sení, 

^sen t + cos(í — 7r/4), 


0 < í < n/4, 
t > 7r/4, 


encontrar {/(/)}. La gráfica de y = f{t) se muestra en la figura 6.3.5. 
Nótese que/(í) = sen t + g{t), en donde 


Jo, t < 7t/4, 

[cos(f — 7r/4), i > 7r/4. 


Por tanto, 


9(t) = M,/ 4 (í)cos{t - 7t/4), 


= i^lsenf} + ^{u„,Jt)cos{t - 7t/4)} 
= if{sent} + í}. 



Si se introducen las transformadas de sen í y eos t, se obtiene 


nm) = 


+ l 


+ e 


- 7tS/4 


+ 1 
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+ 1 

El lector debe comparar este método con el cálculo de ^{f(t)}, directamente a partir de la 
definición. 


Ejemplo 3 


I 


Encontrar la transformada inversa de 


F(s) = 


1 — e~ 


Por la linealidad de la transformada inversa se tiene 


= t - U2(t)(t - 2). 


La función / también puede escribirse como 


f{t) = 


2 , 


0 < í < 2, 

t>2. 


El siguiente teorema contiene otra propiedad bastante útil de las transformadas de Laplace, 
que es en tanto análoga a la que se da en el teorema 6.3.1. 



Según el teorema 6.3.2, la multiplicación de f(t) por da por resultado una traslación de 
la transformada F(s) una distancia c en la dirección s positiva e inversamente. La demos¬ 
tración de este teorema sólo requiere la evaluación de Por tanto, 

^{ej(t)} = e-Vf{t) dt = J” dt 

= F(s - c), 

que es la ecuación (5). La restricción 5- > úf + c se deduce de la observación de que, según la 
hipótesis (ii) del teorema 6.1.2, f{t) < de donde La ecuación (6) 

se concluye al tomar la transformada inversa de la (5) y la demostración queda completa. 

La aplicación principal del teorema 6.3.2 se encuentra en la evaluación de ciertas trans¬ 
formadas inversas, como se ilustra en el ejemplo 4. 
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Ejemplo 4 s Encontrar la transformada inversa de 


G{s) = 


1 


— 4s + 5 


Al completar el cuadrado del denominador es posible escribir 

1 


G{S): 


= E(5 - 2 ), 


(5 -2)^ + 1 

en donde F(s) = ( 5 ^ + 1 )“^ Como = sen /, por el teorema 6,3.2 se concluye que 

g(t) ~ ^~^{G(s)} — c^*sen í. 


Los resultados de esta sección a menudo son útiles para resolver ecuaciones diferencia¬ 
les, en especial las que tienen funciones de fuerza discontinuas. La siguiente sección se 
dedica a presentar ejemplos que ilustran este hecho. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 6 , trace la gráfica de la función dada sobre el intervalo t^O. 


1 . uft)^2u^(t)-6u^(t) 

2. (í-3)w2(0-(r'-2)M3(0 

3. f(t - en donde/(O = 

4. f(t - en donde/(í) = sen t 

5. /(í- 1 )m 2 ( 0 í donde /(/) = 2t 

6 . /(O = (í - l)u,(t) - 2(r - 2)u,it) + (/ - 3)« 3(0 

En cada uno de los problemas 7 a 12, encuentre la transformada de Laplace de la función dada. 


9. f{t) 

[o, 


í <2 
t>2 
t <71 

n < t <2n 
t < 271 


11 . f{t) = {t~3)u2{t)-{t-2)u,{t) 


8 . f[t) = 


0 , 

F - 2 í -f 2 , 


t< 1 
í > 1 


10 . f(t) = Ui(í) + 2 w 3 (í) - 61 / 4(0 

12. /(O = t - Mi(0(í ”1). í ^ 0 


En cada uno de los problemas 13 a 18 encuentre la transformada inversa de Laplace de la 
función dada. 


13. F(s) = 
15. F(s) = 
17, F{s) = 


3! 

2 (s- l)c“ 2 ^ 
— 25 + 2 
{S ~ 2 )e-^ 
5 ^ — 4s + 3 


14. Fis) = 
16. F(s) = 
18. F(5) = 


5 ^ + 5 — 2 
2 e" 2 ^ 

5 ^ — 4 

^-s ^ g-2s _ ^-3s __ ^-45 


5 
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19. Suponga que/(5) = existe para 5 > « ^ 0. 

a) Demuestre que si c es una constante positiva, entonces 


n/ict)} 


-Hi)- 


s > ca. 


b) Demuestre que si k es una constante positiva, entonces 




c) Demuestre que siay b son constantes con a > 0, entonces 


^-^{F(as + b)} 

a 



En cada uno de los problemas 20 a 23 aplique los resultados del problema 19 para encontrar 
la transformada inversa de Laplace de la función dada. 


20 . 


Fis) = 


- 7 TT- 


22 . 


F(s) = 


1 

95 ^ -125 + 3 


21 . 

23. 


Fis) = 


Fis) = 


25+1 

45 ^ + 45 + 5 


25 - 1 


En cada uno de los problemas 24 a 27, encuentre la transformada de Laplace de la función 
dada. En el problema 27, suponga que es permisible la integración término a término de la 
serie infinita. 


24. m 

26. m 

27. f(t) 


t < 1 
t < 2 
í < 3 
3 

2n+ 1 

1 - U¡(t) + • • • + U2„(t) -U2„+i(t)=l+ Y. ( - l)*«»(í) 

1 

00 

^ Ver la figura 6.3.6. 


1, 0 < r < 1 

0, í > 1 


25./(r) = ^ 


0 < 
1 < 
2 < 
t > 


*28. Suponga que f(t + T) = f{t) para toda í > 0 y para algún número positivo fijo T\ se dice 
que f es periódica con periodo T sobre 0 < / < 00 . demuestre que 


nm) = 


1 - 


1 'I——. » t- 1 

* • ' • * 

; . • , • 

• I • I • 

- • —■ — 4 i - > 

1 2 3 4 5 r 


FIGURA 6.3.6 Onda cuadrada. 
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En cada uno de los problemas 29 a 32, aplique el resultado del problema 28 para encontrar la 
transformada de Laplace de la función dada. 


1 , 0 <f<l, 

0, I < í < 2; 

/(í + 2) = /(í). 


*29. /(t) = 


*30. m = 



/(í + 2)=/(í). 


0 < í < 1, 
1 < í < 2; 


Comparar con el problema 27. 


Ver la figura 6.3.7. 


*31. m^U 0<í < 1; 
/(t + i)=/(í)- 


*32. /(£) = sen t, 0 < t < 7t; 

f{t + 7C) == f{t). 


Ver la figura 6.3.8. 


Ver la figura 6,3.9. 



FIGURA 6.3.8 Onda diente de sierra. 


FIGURA 6.3.9 Onda senoidal rectificada. 


'‘33. a) Si f{t) - 1 - encuentre ^{f{t)}\ compare con el problema 24. Trace la gráfica 

dey=/(0- 

b) Sea g{t) = en donde la función/está definida en el inciso a). Trace la 

gráfica de>^ = g{t) y encuentre 

c) Sea h{t) = g{t) — u^{t)g{t— 1), en donde g está definida en el inciso b).Trace la gráfica 
át y = h{t) y encuentre ^{h{t)}, 

*34. Considere la función p definida por 


PÍO = 



í. 


0 < í < 1, 

1 < í < 2; 


p(t + 2) — PÍO- 


a) Trace la gráfica de y = p(t). 

b) Encuentre ^{p(t)} al observar que p es la extensión periódica de la función h del 
problema 33 c) y aplicar el resultado del problema 28. 

c) Encuentre ií’lpíO} al observar que 
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p{t) = Jq/(í) dt, 

en donde/es la función del problema 30 y aplicar el teorema 6.2.1. 


6.4 Ecuacione s diferenciales con funciones de fuerza discontinuas 

En esta sección la atención se centra en algunos ejemplos en los que el término no homogé¬ 
neo, o función de fuerza, es discontinuo. 



Ejemplo 1 B Encontrar la solución de la ecuación diferencial 


y"^y' + h = g(t), 

(1) 

en donde 


/A 1 /A 0<t<7C, 

‘lo, Í 2 .. 

(2) 

Supóngase que las condiciones iniciales son 


>-(0) = 0, >-'(0) = 0. 

(3) 


Este problema rige la carga en el condensador de un circuito eléctrico simple con un voltaje 
aplicado en la forma de un pulso rectangular. Alternativamente, y puede representar la respuesta 
de un oscilador amortiguado sujeto a la fuerza aplicada g(t). 

La transformada de Laplace de la ecuación (1) es 

s^Yis) - 5y(0) - y(0) + sY{s) - y(0) + ÍY{s) = - ^{uM 

= (1 




Si se introducen los valores iniciales (3) y se despeja 7(5), se obtiene 


7(5) 


1 

5 ( 5 ^ -f 5 -h I) ‘ 


(4) 


Para encontrar y = </>(/) es conveniente escribir 7 ( 5 ) como 

Y(s) = il-e~-^)H(s) (5) 

en donde 

//( 5 )= 1/5(52 +5 + i). ( 6 ) 

Entonces, si h(t) = se tiene 

y = hit) - - tt). (7) 


Obsérvese que se ha aplicado el teorema 6.3.1 para escribir la transformada inversa de 
Por último, para determinar h(t) se aplica el desarrollo en fracciones parciales de H(s): 
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FIGURA 6.4.1 Solución del problema con valor inicial (1), (2), (3). 



Puede observarse el efecto de la discontinuidad en la función de fuerza si se examina 
con más detalle la solución (j){t) del ejemplo 1. Al escribir sin usar la función escalón 
unitario, se tiene 


m 


f — (|e eos t sen í), í < ti, 

-(1 + eos t + fe"*^^sen t\ t > n. 


( 11 ) 


Según el teorema de existencia y unicidad 3,2.1, la solución (f> y sus dos primeras derivadas 
son continuas, excepto quizá en el punto t = k. Esto también se puede ver de inmediato a 
partir de la ecuación (7). También es posible demostrar por cálculo directo a partir de la (11) 
que y </>' son continuas incluso en r = x. Sin embargo, si se calcula 0", se obtiene 


(e eos t — je sen í, í < tt, 

|(1 + eos t — sen í), t > n. 


( 12 ) 


Como consecuencia, 

lím (¡>'\t)= lími (/>"(í) = —(1 -\- 
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Por lo tanto, en í = ;r la función 4>" tiene un salto de 

lím (|)"(£) - lím (j>’'{t) = -(1 + + g-*/2 = _ j 

í-»7t+ 

Obsérvese que esto es exactamente lo mismo que el salto en la función de fuerza en el 
mismo punto. 

Considérese ahora la ecuación lineal general de segundo orden, 

y''+p(t)y' + (}it)y = 9{t), (i3) 

en donde py q son continuas en algún intervalo a < t < ji, pero g sólo es seccionalmente 
continua allí. Siy = ip{t) es una solución de la ecuación (13), entonces xp y xp' son conti¬ 
nuas sobre a< t < ¡3, pero xp"' tiene discontinuidades por salto en los mismos puntos que 
g. Se aplican observaciones semejantes a las ecuaciones de orden superior; la derivada más 
alta de la solución que aparece en la ecuación diferencial tiene discontinuidades por salto 
en los mismos puntos que la función de fuerza, pero la propia solución y sus derivadas 
inferiores son continuas incluso en esos puntos. 

Una manera alternativa de resolver el problema con valor inicial (1), (2) y (3) es resolver 
la ecuación diferencial en los dos intervalos separados 0 < í < ;r y í > ;r. En el primero de 
estos intervalos las constantes arbitrarias de la solución general se eligen para satisfacer las 
condiciones iniciales dadas. En el segundo intervalo, las constantes se eligen para hacer 
que la solución (py su derivada (p' sean continuas en í = ;r. Nótese que no se dispone de 
suficientes constantes para requerir que también (^"sea continua allí. Puede aplicarse 
el mismo procedimiento general en otros problemas que tengan funciones de fuerza 
seccionalmente continuas. Sin embargo, una vez que se desarrolla la teoría necesaria, 
suele ser más fácil aplicar la transformada de Laplace para resolver todos esos problemas 
de inmediato. 


Ejempto 2 


Encontrar la solución del problema con valor inicial 

y"^4y^g(t) 

y(0) = 0, y(0) = 0, 


en donde 



0 < t < 7 i/2, 
t > njl. 


(14) 

(15) 


(16) 


En este ejemplo, la función de fuerza tiene la forma que se muestra en la figura 6.4.2 y se 
conoce como carga de rampa. Es conveniente introducir la función escalón unitario y escribir 

^(0 = t - «„/2{í)(í - ^/2), (17) 

como el lector puede comprobar. Para resolver el problema se toma la transformada de Laplace 
de la ecuación diferencial y se aplican las condiciones iniciales, con lo que se obtiene 

(5''-h 4)7(5) = (1 


o bien, 
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y(5) == (1 - 


(18) 


1 en donde 


H{s)=\ís\s'^-^4). 


(19) 



Por tanto, la solución del problema con valor inicial (14), (15), (16) es 

y = = h{t) - U^! 2 {t)h(t - 71/2), (20) 

en donde h{t) es la transformada inversa de H{s), El desarrollo en fracciones parciales de H{s) es 

1/4 


H(s) = 


+ 4 


y entonces se concluye, con base en los renglones 3 y 5 de la tabla 6.2.1, que 

h(i) = ir-i sen 2t 


( 21 ) 


( 22 ) 


En la figura 6.4.3 se muestra la gráfica dey = <^>(0. 

Nótese que en este ejemplo la función de fuerza g es continua, pero g'QS discontinua en r = 
7 r/2. Se deduce que la solución <^y sus dos primeras derivadas son continuas, pero tiene una 
discontinuidad en ¡f = ni 2 que se corresponde con la discontinuidad en ^^en ese punto 



FIGURA 6.4.3 Solución del problema con valor inicial (14), (15), (16). 
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Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 13, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado. 


íl, 0 < í < 7r/2 

1./• + ,./(,); ,(0)-0, y(0)-l /(,).{„ 

1 + 2/ + 2, . *(<); ,( 0 ) - o, /(O) - 1 »(,). |J; ; ^^ f J ^ J, 

3. y" + 4y = sen r — U 2 *(t)sen(t — 2n); y(0) = 0, y'(0) = 0 

4. y" + 4y = sen t + uj[)sen(t - n); y(0) = 0, y'(0) = 0 

fl, 0<t<l 

5. y" + 2y' + y = /(í); y(0) = 1, y'(0) = 0 /(O = |q ^ ^ j 

6. y" + 3y' + 2y = «^(r); y(0) = 0, y'(0) = 1 

7. y" + y = uM y(0) = 1, y'(0) = 0 

8. y" + y + iy = t - K/ 2 (t)U - 71/2); i-íO) = o, y'( 0 ) = o 

fí, 0 < t < l 

9. y" + y = g(t); y(0) = 0, y'(0) = 1 3(t) = jj 

^ Ísení, 0 < t < n 

10. y" + y'+ |y = g(t); y(0) = 0, /(O) = 0 0(0 = i„ 


11. y" + 4y = «„(í) - UiM y(0) = 1, y'(0) = 0 

12. y''' - y = u,(t) - U 2 (t); y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 0, y"'(0) = 0 

13. y" + 5y" + 4y = 1 - u„(í); y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 0, y"'(0) = 0 


*14. Sea la función / definida por 


f(t) = 


0 < í < TT, 

K < t <271, 


y para todos los demás valores positivos de t de modo que/(í + 2;r) = f(t). Es decir, /es 
periódica con periodo 2;r (ver el problema 28 de la sección 6.3). Encuentre la solución 
del problema con valor inicial 

y''+y=/(0; >^(0) = i, y'( 0 ) = o. 


6,5 Funciones impulso 


En algunas aplicaciones es necesario tratar con fenómenos de naturaleza impulsiva; por 
ejemplo, voltajes o fuerzas de gran magnitud que actúan durante intervalos de tiempo muy 
breves. Estos problemas suelen dar origen a ecuaciones diferenciales de la forma 

ay" + by'cy = g(t), (1) 

en donde g(t) es grande durante un corto intervalo íq - t < í < íq + t y es cero en cualquier 
otro caso. 

La integral /(r), definida por 
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g(t)dt, (2) 

JÍO ~ T 

O, dado que g{t) = 0 fuera del intervalo (/^ — r, + r), 

I{x) = g{t) dt, (3) 

es una medida de la intensidad de la función de fuerza. En un sistema mecánico, en 
donde g(t) es una fuerza, entonces I(t) es el impulso total de la fuerza g(í) durante el 
intervalo de tiempo (/q— r, + r). De manera semejante, si j es la corriente en un circuito 
eléctrico y g{t) es la derivada con respecto al tiempo del voltaje, entonces 7 (t) representa el 
voltaje total aplicado al circuito durante el intervalo r, r). 


V ^ 



1 



2t 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

i 

L 


-T 

X 

t 


FIGURA 6.5,1 Gráfica de v = í//0- 


En particular, supóngase que es cero y que g(t) se expresa por 



t 


FIGURA 6.5.2 Gráficas de y = cuando r 0. 

en donde r es una constante positiva pequeña (ver la figura 6.5.1). Según la ecuación (2) o 
la (3), se concluye de inmediato que, en este caso, /(r) = 1 independientemente del valor de 
T, en tanto que r ^ 0. Ahora se idealizará la función de fuerza dz al prescribir que actúa en 
intervalos de tiempo cada vez más y más cortos; es decir, se requiere que r-> 0, como 
se indica en la figura 6.5.2. Como resultado de esta operación de tomar el límite se obtiene 
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lím d^t) = 0, í # 0. (5) 

t-*0 

Además, como /(r) = 1 para cada t 9 ^ O, se concluye que 

lím /(t) =1. (6) 

T-^O 

Se pueden utilizar las ecuaciones (5) y (6) para definir una función impulso unitario 8 ideal, 
que imparta un impulso de magnitud uno en r = o, para que sea cero para todos los valores de 
t diferentes de cero; es decir, la ‘‘función” 8 se define como la que tiene las propiedades 

3(t) = 0, r ^ 0; (7) 

f" ó{t)dt = \. (8) 

J — 00 

Es evidente que no existe función ordinaria de la clase estudiada en cálculo elemental que 
satisfaga las dos ecuaciones (7) y (8). La “función” 5, definida por estas ecuaciones, es un 
ejemplo de lo que se conoce como funciones generalizadas y suele denominarse función 
delta de Dirac^ Con frecuencia es conveniente representar funciones impulsivas de fuerza 
por medio de la función delta. Como 8(t) corresponde a un impulso unitario en í = 0, un 
impulso unitario en un punto arbitrario í = se define por 8(t- í^). Apartir de las ecuacio¬ 
nes (7) y (8) se concluye que 


3{t — íq) ~ Oí I ^ IqI W 

f"" óit-to)dt=\. (10) 

J — 00 

La función delta no satisface las condiciones del teorema 6.1.2, pero, a pesar de ello, su 
transformada de Laplace puede definirse formalmente. Dado que 8(t) se define como el 
límite de d^(t) cuando t-> 0, es natural definir la transformada de Laplace de 8 como un límite 
semejante de la transformada de d^. En particular, se supondrá que íq > 0 y íq)} se 

define por la ecuación 

- ro)} = lím - ío)}. (11) 

T -^0 

para evaluar el límite de la ecuación (11) primero se observa que si t < í q, lo que finalmen¬ 
te debe ser el caso cuando 0, entonces íp - r > 0. Como dT{t - 1^) es diferente de cero 
sólo en el intervalo de - t a + r, se tiene 

^{d,{t - ío)} = J” e‘%(í - to) dt 

= }'^e-^‘d,it-to)dt. 

Jto-t 


^ Paul A. M. Dirac (1902-1984), físico matemático inglés, recibió su doctorado en filosofía en Cambridge en 
1926 y fue profesor de matemáticas allí hasta 1969. Fue galardonado con el Premio Nobel en 1933 (junto con 
Erwin Schródinger) por sus investigaciones fundamentales en mecánica cuántica. Su resultado más célebre 
fue la ecuación relativista del electrón, publicada en 1928, A partir de esta ecuación predijo la existencia de un 
“anti-electrón”, o positrón, que fue observado por primera vez en 1932. Al retirarse de Cambridge, Dirac 
partió a Estados Unidos, donde obtuvo una plaza de investigador en Florida State University. 
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Al sustituir d^{t ~ t^) por su expresión de la ecuación (4) se obtiene 


^{d,{t^t,)}=- 
1 


1 


e áí = —-— e 
2xs 


f = ío + r 

t-tQ-T 


2ts 


o bien, 


ndÁt - £o)} = 


senh st 


ST 


-sto 


( 12 ) 


El cociente (senh st)At se indetermina cuando t 0, pero es posible evaluar su límite al 
aplicar la regla de L'Hospital; se obtiene 


senh ST s cosh st 

¡[jj^ -— jfjji-_ 1 

t-»0 5T T-^0 S 


Luego, por la ecuación (11) se concluye que 

^{¿(t - ío)} = 


(13) 


La ecuación (13) define if{S(í- r^)} para cualquier íg > 0. Este resultado se extiende, a fin 
de permitir que íg sea cero, al hacer que íg -+ 0 en el segundo miembro de (13); por tanto. 


^{S{t)} = lím = 1. 

ío-*0 


(14) 


De manera semejante es posible definir la integral del producto de la función delta y 
cualquier función continua/. Se tiene 


f” ¿(t - to)/(0 = lím f” - to)fit} dt. 

J - GC J - CO 


(15) 


Si se aplica la definición (4) de dft) y el teorema del valor medio para integrales, se en¬ 
cuentra que 

l*to + z 


j:^d,(í-to)/(t)át=¿ 


2t 

1 

2t 


f(t)dt 

ÍO-T 

2 x ■ f(t*)=f(n 


en donde íg - t < í* < íg + t. De donde í* -► íg cuando t -♦ 0 y por la ecuación (15) se 
concluye que 


f" ¿(í - to)/(t) dt = /(tg). 

J — 00 


( 16 ) 


A menudo es conveniente introducir la función delta al trabajar con problemas de impul¬ 
sos y operar formalmente sobre aquélla como si fuese una función ordinaria. Esto se ilustra 
en el siguiente ejemplo. Sin embargo, es importante tener en cuenta que la justificación 
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final de estos procedimientos se debe basar en un análisis cuidadoso de las operaciones de 
tomar límites que intervengan. Se ha desarrollado esa rigurosa teoría matemática, pero no 
se analiza aquí. 


Ejemplo 1 


Encuentre la solución del problema con valor inicial 

y" + 2y' 2y = S{t ~ n), (17) 

y(0) = 0, y(0) = 0. (18) 


Este problema con valor inicial podría surgir en el estudio de algún circuito eléctrico al que se le 
aplica un impulso unitario de voltaje en el instante t = Jt. 

Para resolver el problema dado se toma la transformada de Laplace de la ecuación diferencial, 
con lo que se obtiene 

(s" 4 -2s-f 2)y(s) = 


en donde se han aplicado las condiciones iniciales (18). Por tanto, 


Y(s) = 


1 


5^ + 2s + 2 


= e 


{s +!)"+! 


(19) 


Por el teorema 6.3.2 o por el renglón 9 de la tabla 6.2.1, 



De donde, por el teorema 6.3.1, se tiene 

y = = u,(t)e"<''''*sen(t - ti), 


( 20 ) 


( 21 ) 


que es la solución formal del problema dado. También es posible escribir y en la forma 


y = 


o, 


■*sen(í — 7r), 


t < TT, 
t > 71. 


( 22 ) 


En la figura 6.5.3 se muestra la gráfica de la ecuación (22). 

En virtud de que las condiciones iniciales en r = 0 son homogéneas y no hay excitación 
externa hasta Jt^no hay respuesta en el intervalo 0 < í < jt. El impulso en f = ;r produce una 



FIGURA 6.5.3 Solución del problema con valor inicial (17), (18). 
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respuesta que persiste de manera indefinida, aunque decae exponencialmente en ausencia de 
cualquier excitación externa adicional. La respuesta es continua en í = a pesar de la singulari¬ 
dad de la función de fuerza en ese punto. Sin embargo, la primera derivada de la solución tiene 
una discontinuidad por salto en r = jr y la segunda derivada tiene una discontinuidad infinita allí. 
Esto lo requiere la ecuación diferencial (17), ya que debe compensarse una singularidad en uno 
de los miembros de la ecuación por otra en el otro miembro. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 12, encuentre la solución del problema con valor inicial 
dado por medio de la transformada de Laplace. 

1. /' + 2y' + 2y = ó{t - n); y(0) - 1, y'(0) = 0 

2. + 4y - ó{t ~Tc)- S(t - 271); y(0) - 0, /(O) = 0 

3. + 2y' -h y = 0(1) + u^M y(O) - 0, y'(0) = í 

4. y" - y - 2ó{t - 1); y(0) = 1, y'(0) = 0 

5. y" + 2y' + 3y = sení + - ti); y(0) = 0, y'(0) = 1 

6. y” + (o^y = (5(/ — rr/aí); y(0) = 1, y'(0) = 0 

7. y" -y y = S{t — 7r)cos f; y(0) = 0, /(O) = 1 

8. y" + 4y - 2S(t - 7z/4); y(0) = 0, y'(0) - 0 

9. y” + y = -n)- W3„;2{0; y(0) = 0, y'(0) = 0 

10. y' + 4y = 4ó(t — 7r/6)sent; y(0) = 0, y'(0) = 0 

11. + 2y' + 2y = eos í + ó(í ~ ti/2); y(0) = 0, y'(0) = 0 

12. y- ~ y = S{t - 1); y(0) = 0, /(O) = 0, y"(0) - 0, y'"(0) = 0 

a) Demuestre por el método de variación de parámetros que la solución del problema 
con valor inicial 

y^^+2y^+2y = /(0; y(0)-0, y'(0) = 0 

es 

y = c“í'-^y(T)sen(f - i) dx. 

b) Demuestre que si f{t) = d{t~p\ entonces la solución del inciso a) se reduce a 

y = M,,(í)c“^'~"^sen(í - tt), 
lo cual concuerda con la ecuación (21) del texto. 


6.6 Integral de convolución 


Algunas veces es posible identificar una transformada de Laplace H(s) como el producto de 
otras dos transformadas F(s) y G(s) las que corresponden a funciones conocidas f y g, 
respectivamente. En este caso, podría anticiparse que H(s) sería la transformada del pro¬ 
ducto de / y g. Sin embargo, no es así; en otras palabras, la transformada de Laplace no 
puede conmutarse con multiplicaciones ordinarias. Por otra parte, si se introduce un “pro- 
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ducto generalizado” definido de manera adecuada, entonces cambia la situación, como se 
expresa en el siguiente teorema. 



La igualdad de las dos integrales de (2) se deduce al efectuar el cambio de variable t-r=^ 
en la primera integral. Antes de proporcionar la demostración de este teorema se harán 
algunas observaciones sobre la integral de convolución. Según este teorema, la transforma¬ 
da de convolución de dos funciones, en vez de ser la transformada de sus productos 
ordinarios, se expresa por el producto de las transformadas separadas. Suele recalcarse que 
la integral de convolución puede concebirse como un “producto generalizado” al escribir 

Ht) = (/ * g)ity (3) 

En particular, la notación (/* g){t) sirve para indicar la primera integral que aparece en la 
ecuación (2). 

La convolución f * g tiene muchas de las propiedades de la multiplicación ordinaria. Por 
ejemplo, es relativamente sencillo demostrar que 


f *g = g*f 

(ley conmutativa) 

(4) 

/ * (áfl + É?2) = / * + / * 02 

(ley distributiva) 

(5) 

if *g)*h=f *ig*h) 

(ley asociativa) 

(6) 


/*0 = 0*/ = 0. 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan al lector. Sin embargo, existen otras 
propiedades de la multiplicación ordinaria que no tiene la integral de convolución. Por 
ejemplo, en general no es cierto que/* 1 es igual a /. Para ver esto, nótese que 

(/ * 1)(0 = f{t - t) ■ 1 ÍÍT = f(t - t) dT. 

Si, por ejemplo, /(/) = eos í, entonces 

(/ * l)(í) = Jó eos (í -x)dx= -sen(í - 
= — sen 0 + sen t 
= sen í. 
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Es evidente que (/* l)(í) ^ /(r). De manera semejante, puede no ser cierto que/*/sea no 
negativo. Ver un ejemplo en el problema 3. 

Las integrales de convolución surgen en varias aplicaciones en las que el comportamien¬ 
to del sistema en el instante / depende no sólo de su estado en ese instante, también del 
desarrollo de sus estados anteriores. Los sistemas de esta clase algunas veces se les llama 
hereditarios y ocurren en campos tan diversos como el acarreo de neutrones, la 
viscoelasticidad y la dinámica de poblaciones. 

Volviendo ahora a la demostración del teorema 6.6.1, nótese primero que si 

= Jo” 


y 


G{s) = e ""gifl) dt]. 


entonces 

Fis)G(s) = J* e-^m di e-^’>g(ri) dr¡. 


( 8 ) 


Dado que el integrando de la primera integral no depende de la variable de integración de la 
segunda, es posible escribir F{s)G(s) como una integral iterada, 

f (s)G(s) = J” g[ii) drj J* e ' ”*/ (i) di. (9) 

Esta expresión puede ponerse en una forma más conveniente al introducir nuevas variables 
de integración. En primer lugar, sea § = í - í], para r¡ fija. Entonces la integral con respecto 
a ^ de la ecuación (9) se transforma en una con respecto a t; de donde, 

F(s)G(s) = J" g(ri) drj J* - rt) dt. (10) 

A continuación, sea r] = 7t; entonces, la ecuación (10) queda 

F(s)G(s) = g(z) dt f - t) dt. (11) 



FIGURA 6.6.1 Región de integración de F(5)G(s). 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


La integral del segundo miembro de (11) se lleva a cabo sobre la región sombreada en 
forma de cuña que se extiende hacia el infinito en el plano tx que se muestra de la figura 
6.6.1. En el supuesto de que es posible invertir el orden de la integración, finalmente se 
obtiene 

F(s)G(s) = J” e di /(í - t)si(t) dx, (12) 


O 


F(s)G(s) = e dt 

= nKt)}, (13) 

en donde h(t) quede definida por la ecuación (2). Esto completa la demostración del teore¬ 
ma 6,6.1. 


Encontrar la transformada inversa de 


H(s) = 


a 

s^(s^ + a^y 


(14) 


Es conveniente concebir H(s) como el producto de s~'^ y + a^) que, según los renglones 
3 y 5 de la tabla 6.2.1, son las transformadas de / y sen at, respectivamente. De donde, por el 
teorema 6.6.1, la transformada inversa de H(s) es 


h{t) = (í — t) sen az dx = 


at — sen at 


( 15 ) 


El lector puede demostrar que se obtiene el mismo resultado si se escribe h(t) en la forma alter¬ 
nativa 

h(t) = Jq sena(í — t) Jt, 

con lo que, en este caso, se comprueba la ecuación (2). Por supuesto, también puede hallarse h(t) 
si se desarrolla H(s) en fracciones parciales. 


Encontrar la solución del problema con valor inicial 

/' + 4y = é^(í), (16) 

y(0) = 3, y(0)=-l. (17) 

Al tomar la transformada de Laplace de la ecuación diferencial y aplicar las condiciones 
iniciales, se obtiene 


o bien. 


s2r(s)-3s-f l-h4y(s)=G(s), 
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Y(s)== 


35 — 1 
5^ -h 4 


G(s) 
+ 4 


(18) 


Obsérvese que los términos primero y segundo del segundo miembro de la ecuación (18) contie¬ 
nen la dependencia de 7 ( 5 ) con respecto a las condiciones iniciales y la función de fuerza, 
respectivamente. Es conveniente escribir 7 ( 5 ) en la forma 


7(5) = 3 


5 

5 ^ + 4 


12 12 
2?T4 


G(s). 


(19) 


Entonces, si se aplican los renglones 5 y 6 de la tabla 6.2.1 y el teorema 6.6.1, se obtiene 


y = 3 eos 2í — j sen 2t + j sen 2(f — t)g(T) di. (20) 

Si se da una función de fuerza g específica, entonces puede evaluarse la integral de la ecuación 
(20) (mediante métodos numéricos, de ser necesario). 


El ejemplo 2 ilustra el poder de la integral de convulción como herramienta para escribir 
la solución de un problema con valor inicial en términos de una integral. De hecho, es 
posible proceder de manera bastante parecida en problemas más generales. Considérese el 
problema que consta de la ecuación diferencial 

ay" ■¥ by'+ cy = git), (21) 

en donde a,b,yc son constantes reales y ^ es una función dada, junto con las condiciones 
iniciales 


y(0)=yo, 3''(0)=yá (22) 

El problema con valor inicial (21), (22) a menudo se menciona como problema de entra¬ 
da-salida. Los coeficientes a,b y c describen las propiedades de algún sistema físico y g(t) 
es la entrada al sistema. Los valores yo Y o describen el estado inicial y la solución y es la 
salida en el instante í. 

Al tomar la transformada de Laplace de la ecuación (21) y aplicar las condiciones inicia¬ 
les (22), se obtiene 

(as^ + fe + c)7(5) - (as + b)y^ - ay^ ^ G{s), 


Si se hace 


0 (s) = 


{as + b)yo + ay'o 
as^ -f bs -f c 




Gjs) _ 

as^ bs c' 


(23) 


entonces es posible escribir 


7(s) = a>(s) -f ^(s). 


(24) 


Por consiguiente, 


>’ = </>(í) + iA(f), 


(25) 
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en donde </>(?) = i? '{^(í)} y xp(t) = if Obsérvese quey = (f)(t) es la solución del 

problema con valor inicial 

ay'+by'cy = 0, y(0)=yo, y'(0)=yo (26) 

Obtenido a partir de las ecuaciones (21) y (22) al hacer g(t) igual a cero. De manera seme¬ 
jante, y = íp(t) es la solución de 

ay"+by'+cy = g(t), y(0) = 0, y'(0) = 0, (27) 

en la cual cada uno de los valores de y y^ se han sustituido por cero. 

Una vez que se cuenta con valores específicos de a, b, y c, es posible encontrar (/>(/) = 
i?'‘^{^(s)} al utilizar la tabla 6.2.1, tal vez junto con una traslación o un desarrollo en 
fracciones parciales. Para encontrar ip{t) = if“^{^(5)} es conveniente escribir W(s) como 

W(s) ^ H(s)G{sl (28) 

en donde H(s) = (as^ + bs-^ c)'^ La función H se conoce como función de transferencia,"^ 
y sólo depende de las propiedades del sistema de consideración; es decir, H(s) queda deter¬ 
minada por completo por los coeficientes a, b, y c. Por otra parte, G(s) sólo depende de la 
excitación externa g{t) que se aplica al sistema. Por el teorema de convolución, es posible 
escribir 

m = if - ^{H{s)G{s)} = J' hit - z)gix) dx, (29) 

en donde h{t) = ^~^{H{s)} y g{t) es la función de fuerza dada. 

Para lograr una mejor comprensión de la importancia de h{t\ se considerará el caso en el 
que G{s) = 1; como consecuencia, g{t) = 8{t) y Esto significa quey = h{t) es la 

solución del problema con valor inicial 

ay" + by + cy = ó(t\ y(0) = 0, y'(0) - 0; (30) 

obtenida a partir de la ecuación (27) al sustituir g(t) por 8(t). Por tanto, h(t) es la respuesta 
del sistema a un impulso unitario aplicado en r = 0 y es natural nombrar a h(t) como res¬ 
puesta al impulso del sistema. Entonces, la ecuación (29) afirma que ^(t) es la convolución 
de la respuesta al impulso y la función de fuerza. 

Con referencia al ejemplo 2, se observa que, en ese caso, la función de transferencia es 
H{s) = 1 /( 5 ^ + 4) y que la respuesta al impulso es h(t) = (sen 2t)l2. También, los dos 
primeros términos del segundo miembro de (20) constituyen la función (/>(/), la solución de 
la ecuación homogénea correspondiente que satisface las condiciones iniciales dadas. 


Problemas 




1 . Establezca las propiedades conmutativa, distributiva y asociativa de la integral de 
convolución. 


Esta terminología surge del hecho de que H{s) es la razón de las transformadas de la salida y la entrada del 
problema (27). 
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(a) / * = ^ * / (b) / * (^i + ^ 2 ) = / * + / * ^2 

(c) f ^(g :^h) = (f ^ g)*h 

2. Encuentre un ejemplo diferente al que se da en el texto que muestre que (/ * l)(í) no 
necesariamente es igual a /(í)- 

3. Demuestre, por medio del ejemplo/(í) = sen í, que / * / no necesariamente es no negativa. 
En cada uno de los problemas 4 a 7 encuentre la transformada de Laplace de la función dada. 

4. f{t) = Jq (f ” 2 t dx 5. f(t) = e seni dx 

b- f{t) = [t — z)e^ dx 1. f{t) — J^seníí — t)cos t dx 


En cada uno de los problemas 8 a 11 encuentre la transformada inversa de Laplace de la 
función dada al aplicar el teorema de convolución. 


8. F{s) = 


1 

+ 1 ) 


10 . 


Fis} = 


1 

(íTTjvT^ 


9. F(S) : 


(s + l){s^ + 4) 


11 . 


f(s}^ 


Gis) 
+ 1 


En cada uno de los problemas 12 a 19 exprese la solución del problema con valor inicial dado 
en términos de una integral de convolución. 


12. 

y" 

+ o)^y = s(t); >(0) 

il 

P 

0 

= 1 


13. 

y" 

+ 2 / + 2y = sen ai; 

p 

11 

P 

y'(0) = 0 


14. 

4y 

" + 4y' + 17 y = 

>'(0) = 0, 

p 

II 

0 


15. 

y" 

+ y' + iy= 1 - uM 

y(0) = 

1, /( 0 ) = 

-1 

16. 

/' 

+ 4y' + 4y = g(t); 

y(0) = 2, 

/(0)= -3 


17. 

y" 

+ 3y + 2y = eos ai; 

y(0) = 1, 

. y(0) = o 


18. 

y" 

- y = 9(i); y(0) = 

0, y(0) = 

0, y'(0) = 

0, /"(0) = 0 

19. 

yv 

+ 5/' + 4y = g(t); 

y(0) = 1, 

y(0) = 0, 

/'(0) = 0, y''(0) 

20. 

Considere la ecuación 





0(t) +j>(t-íMadí=/(t), 


en la que f y k son funciones conocidas y ha de determinarse <^. Dado que la función 
desconocida cf) aparece bajo un signo integral, la ecuación dada se llama ecuación inte¬ 
gral; en particular, pertenece a una clase de ecuaciones integrales conocidas como ecua¬ 
ciones integrales de Volterra. Calcule la transformada de Laplace de la ecuación integral 
dada y obtenga una expresión para ^{(f}(t)} en términos de las transformadas FE {/(/)} y 
F£{k(t)} de las funciones dadas/y k. La transformada inversa de F£{4>{t)) es la solución 
de la ecuación integral original. 

21. Considere la ecuación integral de Volterra (ver el problema 20). 

<^(í) +J'(l-í)<^(í)áí=sen 2í. 

a) Demuestre que si u es una función total que u\t) = </>(/)» entonces 
u"(t) + u{t) — tu'{0) — u(0) = sen 2í. 
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b) Demuestre que la ecuación integral dada es equivalente al problema con valor inicial 
u”it) -f u{t) — sen 2í; w(0) = 0, m'(0) = 0. 


c) Resuelva la ecuación integral dada mediante la aplicación de la transformada de 
Laplace. 

d) Resuelva el problema con valor inicial del inciso b) y compruebe que la solución es la 
misma que la obtenida en c). 

*22. La tautócrona. Un problema de interés en la historia de las matemáticas es la de encon¬ 
trar la tautócrona: la curva por la cual una partícula se deslizaría libremente sólo bajo la 
acción de la gravedad y llega a la parte inferior de esa curva en el mismo tiempo, sin 
importar su punto de partida sobre la misma. Este problema surgió en la construcción de 
un reloj de péndulo cuyo periodo es independiente de la amplitud de su movimiento. La 
tautócrona fue descubierta por Christian Huygens (1629-1695) en 1673 mediante méto¬ 
dos geométricos y posteriormente Leibniz y Jakob Bernoulli lo hicieron aplicando argu¬ 
mentos analíticos. La solución de Bernoulli (en 1690) fue una de las primeras ocasiones 
en las que se resolvió de manera explícita una ecuación diferencial. 

En la figura 6.6,2 se muestra la configuración geométrica,El punto de partida P(a, b) 
está unido al punto terminal (0, 0) por el arco C. La longitud del arco s se mide desde el 
origen yf{t) denota la razón de cambio de s con respecto a y: 






(i) 


Por el principio de conservación de la energía se deduce que el tiempo T(b) necesario 
para que una partícula se deslice de P al origen es 




1 r f{y) 

^Ig Jo s/b - y 


(ii) 


a) Suponga que T(b) = Tg, una constante, para cada b. Al tomar la transformada de 
Laplace de la ecuación (ii) en este caso y aplicar el teorema de convolución, demuestre 
que 

(iii) 




FIGURA 6.6.2 La tautócrona. 
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en seguida, demuestre que 


fiy)^ 


Tq 


(iv) 


Sugerencia: ver el problema 27 de la sección 6.1. 

b) Si se combinan las ecuaciones (i) y (iv), demuestre que 

dx lia — y 

dy \l y ' 


(v) 


en donde a = gTyjt^. 

c) Aplique la sustitución y = 2a sen^(0/2) para resolver la ecuación (v) y demuestre que 

X = a(0 + sen 0), y = a(l — eos 0). (vi) 
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Sistemas de ecuaciones lineales 
de primer orden 


Existen muchos problemas físicos que comprenden varios elementos separados vinculados 
entre sí de alguna manera. Por ejemplo, las redes eléctricas presentan esta característica, 
como la tienen algunos problemas de la mecánica o de otros campos. En estos casos y en 
casos semejantes, el problema matemático correspondiente consta de un sistema de una o 
más ecuaciones diferenciales, que siempre es posible escribir como ecuaciones de primer 
orden. En este capítulo se abordarán los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden, 
con la aplicación de algunos de los aspectos elementales del álgebra lineal para unificar la 
presentación. 


7.1 Introducción 

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias simultáneas surgen de manera natural 
en los problemas que incluyen varias variables dependientes, cada una de las cuales es una 
función de una sola variable independiente. La variable independiente se denota por í, y Xp 
^ 2 , X 3 , . . . representan variables dependientes que son funciones de t. La derivación con 
respecto a r se indica con un apóstrofo. 

Por ejemplo, considérese el sistema resorte-masa de la figura 7.1.1. Las dos masas se 
mueven sobre un superficie sin fricción bajo la influencia de las fuerzas externas Fj(/) y 
F^it) y también están restringidas por los tres resortes cuyas constantes son /tj, Y 
respectivamente. Si se aplican argumentos semejantes a los de la sección 3.8, se encuentran 
las siguientes ecuaciones para las coordenadas y X 2 de las dos masas: 

d^x 

IHi = fc2(X2 - Xi) - kiXi + f i(í) 
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— (ki + k2)xi + k2X2 + 
d^x 

^2 ^2(^2 ~ ^1) + ^2(0 

= ^ 2^1 ~(^2 ^3)^2 ^2(0* 



FIGURA 7.1.1 Sistema resorte-masa con dos grados de libertad. 

En el problema 17 se describe una deducción de las ecuaciones (1). 

A continuación, considérese el circuito paralelo LRC que se muestra en la figura 7.1.2. 
Sean V la caída de voltaje a través del capacitor e / la corriente que pasa por la inductancia. 
Con referencia a la sección 3.8 y al problema 18 de esta sección, es posible demostrar que 
el voltaje y la corriente son regidas por el sistema de ecuaciones 

di 

A ■"!’ 

( 2 ) 

dV I V 

en donde L es la inductancia, C la capacitancia y 7? la resistencia. 

Como ejemplo final, se menciona el problema depredador-presa, uno de los problemas 
fundamentales de la ecología matemática, que se analiza con más detalle en la sección 9.5. 
Denótese por H(t) y P(t) las poblaciones de dos especies en el instante í, una de las cuales 
(P) devora a la otra (H). Por ejemplo, P(t) y H(t) pueden ser el número de zorros y conejos, 
respectivamente, en un bosque, o el número de percas y peces luna (que son devorados por 
los percas) en un estanque. Sin la presa, los depredadores disminuirán, y sin el depredador, 
la presa aumentaría. Lotka y Volterra propusieron en 1925 en un modelo matemático que 
muestra como es posible mantener un equilibrio ecológico cuando están presentes el 
depredador y su presa. El modelo consta del sistema de ecuaciones diferenciales 

dH/dt = a^H - b^HP, 

(3) 

dPjdt^:^ -a2P+ h2HP, 


conocidas como ecuaciones del depredador-presa. En las ecuaciones (3) el coeficiente de 
a j es el índice de natalidad de la población H] de manera semejante, ^2 es el índice de morta¬ 
lidad de la población P, Los términos HP de las dos ecuaciones modelan la interacción de 
las dos poblaciones. Se supone que el número de encuentros entre depredador y presa es 
proporcional al producto de las poblaciones. Dado que cualquiera de esos encuentros tien- 
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L ^ ^r \rvw\ _ 

FIGURA 7.1.2 Circuito LRC paralelo. 

de a ser bueno para el depredador y malo para la presa, entonces el signo de HP es negativo 
en la primera ecuación y positivo en la segunda. Los coeficientes b^y son los coeficien¬ 
tes de interacción entre depredador y presa. 

Existe una relación importante entre los sistemas de ecuaciones de primer orden y las 
ecuaciones simples de orden superior. En primer lugar considérese el siguiente ejemplo. 


" El movimiento de cierto sistema resorte-masa (ver el ejemplo 3 de la sección 3.8) se descnbe 
por la ecuación diferencial de segundo orden 


u" + 0.125w' + w “ 0. 


(4) 


Escribir de nuevo esta ecuación como un sistema de ecuaciones de primer orden. 

Sean Xj = w y ^2 = w'; entonces se deduce quQx\ = Xj. Además, u” - Al sustituir w, u' y u" 
de la ecuación (4) se obtiene 


^2 + 0.125x2 =x, =0. 

Por tanto, x^ y X 2 satisfacen el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer or¬ 
den: 


í 


Xj =X2, 

X 2 = —X, — 0.125x2. 


( 5 ) 


La ecuación general de movimiento de un sistema resorte-masa, 

mu" yu' ku = F{t), (6) 

puede transformarse en un sistema de ecuaciones de primer orden de la misma manera. Si 
se hacexj - uy x^-u'y st procede como en el ejemplo 1 rápidamente se obtiene el sistema 


X 2 = — {klm)Xy — {y/m)x 2 F{t)lm. 
De hecho, una ecuación arbitraria de /7-ésimo orden 


(7) 


= (8) 

siempre puede reducirse a un sistema de n ecuaciones de primer orden. Para demostrar que 
esto es cierto, se extiende el método del ejemplo l mediante la introducción de las variables 
Xp X 2 ,. . . , x^ definidas por 
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Xi = >■, X2 = >>', X3 = , x„ = y™ ( 9 ) 

Entonces se concluye de inmediato que 

x'i = X2, 

X7 = X3, 

( 10 ) 


y, por la ecuación (8), 

x; = f(t, Xi,x 2 ,... ,x„). (11) 

Las ecuaciones (10) y (11) son un caso especial del sistema más general 

X'i = Fi{t,Xi,X2,...,X„), 

x'j = Fjit, x'i, x,,..., x„), 

(12) 


X'n = f„(t, Xi, X2, . . . , X„). 

De manera semejante, el sistema (1) puede reducirse a un sistema de cuatro ecuaciones de 
primer orden de la forma (12), mientras que los sistemas (2) y (3) ya se encuentran en esta 
forma. De hecho, los sistemas de la forma (12) incluyen casi todos los casos de interés, por 
lo que gran parte de la teoría más avanzada de ecuaciones diferenciales se dedica a estos 
sistemas. 

Se dice que el sistema (12) tiene una solución sobre el intervalo/; a < t < existe un 
conjunto de n funciones. 

Xi = - ■ ■ ,X„ = <t>„it), (13) 

diferenciables en todos los puntos en el intervalo I y que satisfagan el sistema de ecuaciones 
(12) en todos los puntos de este intervalo. Además del sistema dado de ecuaciones diferen¬ 
ciales también pueden darse condiciones iniciales de la forma 

Xi(fo) = x5¡’, X 2 (to) = xl ... x„(to) = x°, (14) 

en donde fy es un valor especificado de / en / y x j, . . . , x° son números prescritos. Las 
ecuaciones diferenciales (12) y las condiciones iniciales (14) juntas forman un problema 
con valor inicial. 

Una solución (13) puede considerarse como un conjunto de ecuaciones paramétricas en 
un espacio n-dimensional. Para un valor dado de las ecuaciones (13) dan valores de las 
coordenadas Xj,. .., de un punto en el espacio. A medida que í cambia, las coordenadas 
en general también lo hacen. La colección de puntos correspondientes ^ a < t < forma 
una curva en el espacio. A menudo resulta útil pensar en la curva como la trayectoria de una 
partícula que se desplaza según el sistema de ecuaciones diferenciales (12). Las condicio¬ 
nes iniciales (14) determinan el punto de partida de la partícula en movimiento. 

A fin de garantizar que el problema con'valor inicial (12), (14) tenga una solución única, 
es necesario imponer ciertas condiciones sobre las funciones F^, F 2 , ■ . ., El siguiente 




teorema es análogo al 2.4.1, el teorema de existencia y unicidad para una sola ecuación de 
primer orden. 



La demostración de este teorema puede construirse al generalizar el argumento de la sec¬ 
ción 2.11, pero no se da aquí. Sin embargo, nótese que en las hipótesis del teorema nada se 
dice acerca de las derivadas parciales de Fp..., con respecto a la variable independien¬ 
te t. También, en la conclusión no se especifica con exactitud, la longitud 2h del intervalo 
en el que existe la solución y, en algunos casos, puede ser muy corto. Por último, es posible 
establecer el mismo resultado con base en hipótesis algo más débiles, pero más complica¬ 
das, de modo que el teorema según se enuncia no es el más general que se conoce y las 
condiciones dadas son suficientes, pero no necesarias, para que se cumpla la conclusión. 

Si cada una de las funciones Fp..., F^ de las ecuaciones ( 12 ) es una función lineal de las 
variables dependientes jCp ..., entonces se dice que el sistema de ecuaciones es lineal; 
en caso contrario, es no lineal. Por tanto, el sistema general de n ecuaciones lineales de 
primer orden es de la forma 

^ + • • * + PinWx, + 

^2 = P2l(0^1 + • • • + P2«Wx„ + ^ 2 ( 0 , 

(15) 

< = Pnl(í)^l + • * • + PnÁ^)^n + 

Si cada una de las funciones Pp ..., es cero para toda t en intervalo /, entonces se dice 
que el sistema (15) es homogéneo; de lo contrario, es no homogéneo. Obsérvese que los 
sistemas (1) y(2) son lineales, pero pero que el sistema (3) es no lineal. El sistema (1) es no 
homogéneo a menos que F^(í) = F^{t) = 0, en tanto que el sistema (2) es homogéneo. Para 
el sistema lineal (15), el teorema de existencia y unicidad es más sencillo y a la vez tiene 
una conclusión más poderosa. Es análogo a los teoremas 2.2.1 y 3.2.1. 



Nótese que, en contraste con la situación para un sistema no lineal, la existencia y unicidad 
de la solución de un sistema lineal queda garantizada en todo el intervalo en el que se 
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satisfacen las hipótesis. Además, para un sistema lineal los valores iniciales x p . . ., en 
t = son completamente arbitrarios, mientras que en el caso no lineal el punto inicial debe 
estar en la región R definida en el teorema 7.1.1. 

El resto de este capítulo se dedica a sistemas de ecuaciones lineales de primer orden 
(los sistemas no lineales se incluyen en el análisis en los capítulos 8 y 9). En la presenta¬ 
ción se utiliza notación matricial y se supone que el lector está familiarizado con las 
propiedades de las matrices. En las secciones 7.2 y 7.3 se resumen los hechos necesarios 
acerca de las matrices; en cualquier libro elemental sobre álgebra lineal se pueden encon¬ 
trar más detalles. 


En cada uno de los problemas 1 a 4, reduzca la ecuación dada a un sistema de ecuaciones de 
primer orden 

1. w'' + 0.5u' + 2i/ = 0 2. u" + 0.5w' + 2w = 3 sen t 

3. t~u' + tii 4- (r“ — 0.25)í/ = 0 4. w'"" — w - 0 

5. Considere el problema con valor inicial u" + p(t)u -i- q{t)u - g(t\ w(0) = Uq, í/( 0) - 
Transfórmelo en un problema con valor inicial para dos ecuaciones de primer orden. 

6. Reduzca el sistema (1) a un sistema de ecuaciones de primer orden de la forma (12). 

7. Algunas veces es posible transformar los sistemas de ecuaciones de primer orden en una 
sola ecuación de orden superior. Considere el sistema 

x'i - -2Xi + X2 =- X'i ~ 2X2- 

a) Despeje as en la primera ecuación y sustituya la expresión resultante en la segunda 
ecuación, obteniendo así una ecuación de segundo orden para Xp Resuelva esta ecuación 
paraxj y, a continuación, determine también X 2 . 

b) Encuentre la solución del sistema dado que también satisfaga las condiciones iniciales 
x^(0) = 2,X2(0) = 3. 

c) Trace la curva, para t > 0, dada paramétricamente por las expresiones para x^ y x^ 
obtenidas en el inciso b). 


En cada uno de los problemas 8 a 12 proceda como en el problema 7 para transformar el 
sistema dado en una sola ecuación de segundo orden. Después, resuelva parax^ y X 2 , y haga 
que se cumplan las condiciones iniciales. Por último, trace la gráfica de la solución para 


t > 0. 

8. x'i 

= 3,v, - 2,x., 

A-,(0)= 3 

9. .X', = 1.25.x, 

+ 0.75.x,, 

A,(0)= -2 

^'2 

= 2.V. - 2.v„ 

.x,(0) = i- 

X 2 = 0.75xj 

+ I.25.XJ, 

A-,(0) = 1 

10. x\ 

= .x, - 2.x,, 

.x,(0)= -1 

11. x\ = 2 X 2 , 

A,(0) = 3 


x'> 

= 3.x, - 4 .X 2 , 

.x,(0) = 2 

.x '2 = -2x„ 

. Aj(0) = 4 


12. AÚ 

X 2 

= —O.S.v, + 2.x,. 
= -2.x, - 0.5.x¡. 

-x-.(0)=-2 
.x,(0) = 2 





13. Transforme las ecuaciones (2) del circuito paralelo en una sola ecuación de segundo 
orden. 

14. Demuestre que si ¿/p, «21 V ^->2 constantes en las que y ^21 cero, y si 

las funciones y son diferenciables, entonces el problema con valor inicial 
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x'i = íJi iXi + ¿212X2 -h ^i(í), Xi( 0 ) = X? 

x'2 = ¿Í21^1 + «22^2 + ^2(4 X2ÍO) = x 5 

puede transformarse en un problema con valor inicial para una sola ecuación de segundo 
orden. ¿Es posible efectuar el mismo procedimiento si «jj,..., ¿222 funciones de /? 

15. Considere el sistema lineal homogéneo 

x' = pii(r)x + pi2(í)}^, 

y = P2l(í)^ + P22Ít)y^ 

Demuestre que si x = Xj(í), y = y¡(0 Y ^ = ^24)» Y “ y 2 Í^) soluciones del sistema 

dado, entonces x = CjXj(0 + <^ 2 ^ 2 W’ -Y “ ^ 2 >' 24 ) también es una solución para 

cualesquiera constantes Cj y C 2 . Este es el principio de superposición. 

16 . Seanx = Xj(/), Y ^ = ^2^?^ =>^2^ soluciones cualesquiera del sistema lineal 

no homogéneo. 

x' = Pii(í)x + Pi2(0y + 

y = P 2 l( 0 x 4 - P22(t}y + ,92(4 

Demuestre que x = Xj(í) - X 2 (í), Y - Yi(í) “72(0 

17. Las ecuaciones (1) pueden deducirse al trazar un diagrama de cuerpo libre en el que se 
muestren las fuerzas que actúan sobre cada masa. En la figura 7.1.3a se muestra la situa¬ 
ción si los dos desplazamientos, Xj y X 2 , de las dos masas son positivos (hacia la derecha) 
y X 2 > Xp entonces los resortes 1 y 2 se alargan y el 3 se comprime, lo que da lugar a las 
fuerzas que se indican en la figura 7.1 3b. Aplique la ley de Newton (F = má) para dedu¬ 
cir las ecuaciones (1). 



^1 

^2(X2-Xi) ^ 3 x 2 

ib) 

FIGURA 7.1.3. a) Los dos desplazamientos x, y X 2 son positivos, b) Diagrama 
de cuerpo libre del sistema resorte-masa. 



Circuitos eléctricos. La teoría de los circuitos eléctricos, como el que se muestra en la 
figura 7.1.2, que constan de inductancias, resistores y capacitores, se basa en las leyes de 
Kirchhoff: 1) El flujo neto de corriente en cada nodo (o unión) es cero; 2) la caída neta 
de voltaje alrededor de cada circuito cerrado es cero. Además de las leyes de Kirchhoff 
también se cuenta con la relación entre la corriente /, en amperes, que pasa por cada 
elemento del circuito y la caída de voltaje E, en volts, a través dei elemento; a saber, 

V ~ Rl\ R = resistencia en ohms 



= /; 


C = capacitancia en farads 
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^ “ inductancia enhenrys. 

Las leyes de Kirchhoff y la relación corriente-voltaje para cada elemento del circuito propor¬ 
cionan un sistema de ecuaciones algebraicas y diferenciales a partir de las cuales es posible 
determinar el voltaje y la corriente en todo el circuito. Los problemas 18 a 20 ilustran el 
procedimiento que se acaba de describir. 

18. Considere el circuito que se muestra en la figura 7.1.2. Sean /p 4 e 4 la corriente que 
pasa por el capacitor, el resistor y la inductancia, respectivamente. De manera semejante, 
sean Fp F 2 y las caídas de voltaje correspondientes. Las flechas denotan las direccio¬ 
nes arbitrariamente elegidas en que se tomarán como positivas las corrientes y las caídas 
de voltaje. 

a) Aplique la segunda ley de Kirchhoff a la espira cerrada superior del circuito y de¬ 
muestre que 


F,-F 2 = 0 . (i) 

De manera semejante, demuestre que 

F 2 -F 3 = 0 . (ii) 

b) Aplique la primera ley de Kirchhoff a cualquier nodo del circuito y demuestre que 

4 + 4 "*■ 4 “ 

c) Aplique la relación corriente-voltaje a cada elemento del circuito para obtener las 
ecuaciones 


CF;=/p V2^Rl2. ^/3=F3. 

d) Elimine Fj, 4 e 4 de las ecuaciones (i) a (iv) para obtener 

cf; = -4-^, Lr3-4. 


R- 1ohm 



FIGURA 7.1.4 Circuito del problema 19. 


(iv) 


(V) 


Observe que si en las ecuaciones (v) se eliminan los subíndices, entonces se obtiene el 
sistema (2) del texto. 

19. Considere el circuito que se muestra en la figura 7.1.4. Aplique el método descrito en el 
problema 18 para demostrar que la corriente I que pasa por la inductancia y el voltaje F 
a través del capacitor satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales 


di 

dt 


-/- F, 
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20. Considere el circuito que se muestra en la figura 7.1.5, Aplique el método descrito en el 
problema 18 para demostrar que la corriente I que pasa por la inductancia y el voltaje V 
a través del capacitor satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales 


L 


di 

dt 


-RJ - V. 


C 


dV 

dt 


= I 


V 


L 



FIGURA 7.1.5 Circuito del problema 20. 


7.2 Repaso de matrices 


Por razones teóricas y de cálculo es conveniente considerar algunos de los resultados de la 
teoría de matrices^ en el problema con valor inicial para un sistema de ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales. Para efectos de referencia, esta sección y la siguiente se dedican a presentar 
un breve resumen de los hechos que se necesitarán más tarde. En cualquier libro elemental 
sobre álgebra lineal pueden encontrarse más detalles. Sin embargo, se supone que el lector 
está familiarizado con los determinantes y la manera de evaluarlos. 

Las matrices se designan por letras mayúsculas negritas A, B, C, . . . , en ocasiones se 
usan mayúsculas griegas en negritas <E>, W,_Una matriz A consiste en un arreglo rectan¬ 

gular de números, o elementos, dispuestos en m renglones y n columnas, es decir, 

1^11 ^12 

A = 

Vml ^m2 

^ Las propiedades de las matrices fueron estudiadas con amplitud por primera vez en 1858, en un artículo del 
algebrista inglés Arthur Cayley (1821-1895), aunque la palabra matriz la introdujo su buen amigo James 
Sylvester (1814-1897), en 1850. Cayley realizó parte de su mejor trabajo en matemáticas mientras ejercía 
como abogado, de 1849 a 1863; entonces se volvió profesor de matemáticas en Cambridge, puesto que con¬ 
servó durante el resto de su vida. Después del trabajo fundamental de Cayley, el desarrollo de la teoría de 
matrices avanzó con rapidez, con contribuciones importantes de Charles Hermite, Georg Frobenius y Camille 
Jordán, entre otros. 
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Se dice que A es una matriz de w x « . Aunque en este capítulo a menudo se supondrá que 
los elementos de ciertas matrices son números reales, en este sección se supone que los 
elementos de las matrices pueden ser números complejos. El elemento que se encuentra en el 
/ -ésimo renglón y en la j-ésima columna se designa como a.., en donde el primer subíndice 
identifica su renglón y el segundo su columna. Algunas veces se utiliza la notación (a.p 
para denotar la matriz cuyo elemento genérico es a.y 

Asociada con cada matriz está la matriz A^, conocida como transpuesta de A, y que se 
obtiene a partir de A al intercambiar los renglones y las columnas de ésta. Por tanto, si A_= 
(fl .p, entonces A^ = También el conjugado complejo de a., se denotará por y por A 
se denotará la matriz que se obtiene de A al sustituir cada elemento a .. por su conjugado d^. 
La matriz A se llama conjugada de A. También es necesario considerar la transpuesta de la 
matriz conjugada AL Esta matriz se llama adjunta de A y se denota por A*. 

Por ejemplo, sea 


Entonces 


A - 


3 

4 + 3/ 


2 

-5 





/ 3 4 + 3A 

V2~/ -5 + 2// 



A = 


3 

4-3/ 


2 + / 
-5-2/ 


4 - 3/\ 
-5 - 2i) 


Para los efectos de este texto, se tiene un interés particular en dos tipos algo especiales de 
matrices: Las matrices cuadradas, que tienen el mismo número de renglones y de colum¬ 
nas, es decir, w = n y los vectores (o vectores de columna), que pueden concebirse como 
matrices de nxlo matrices que tienen una sola columna. Se dice que las matrices cuadra¬ 
das que tienen n renglones y n columnas son de orden n. Los vectores (columna) se denota¬ 
rán por letras minúsculas negritas x, y, ? 7 ,... La transpuesta x^de un vector columna n x 
1 es un vector renglón de 1 x n; es decir, la matriz que consta de un renglón cuyos elemen¬ 
tos son los mismos que los elementos en las posiciones correspondientes de x. 

Propiedades algebraicas. 1. Igualdad. Se dice que dos matrices A y B dt m x n son 
iguales si sus elementos correspondientes son iguales; es decir, si a.j = b.j para cada i y 

2. Cero. El símbolo 0 se usará para denotar la matriz (o vector) cada uno de cuyos 
elementos es cero. 

3. Adición. La suma de dos matrices A y B de /n x ^ se define como la matriz obtenida 
al sumar elementos correspondientes: 

A+-B = ia.p^(b.j) = {a,j + b^p ( 2 ) 

Con esta definición se deduce que la adición de matrices es conmutativa y asociativa, de 
modo que 

A + B = B + A, A+(B + C) = (A + B) + C. (3) 

4. Multiplicación por un número. El producto de una matriz A y un número complejo 
a se define como sigue: 
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«A = a(a;P = (aa¡p. (4) 

Las leyes distributivas 

a{A + B) = aA + aB, (a + p)A = aA + ¡SA (5) 

se satisfacen para este tipo de multiplicación. En particular, la negativa de A, denotada por 
-A, se define por 

-A = (-1)A. (6) 

5. Sustracción. La diferencia A - B de dos matrices de /n x n se define por 

A-B = A + (-B). (7) 

Por tanto, 

(aij) - (bij) = (üij - bij), ( 8 ) 

que es semejante a la ecuación (2). 

6. Multiplicación. El producto AB de dos matrices se define siempre que el número de 
columnas del primer factor sea igual al número de renglones del segundo. Si A y B son 
matrices de w x n y de n x r, respectivamente, entonces el producto C = AB es una matriz 
ÚQ m X r. El elemento en el /-ésimo renglón y en la ;-ésima columna de C se encuentra al 
multiplicar cada elemento del /-ésimo renglón de A por el elemento correspondiente de la 
y-ésima columna de B y después sumar los productos resultantes. Simbólicamente, 

Cij= X aii,b^j. (9) 

fc= 1 

Es posible demostrar por cálculo directo que la multiplicación de matrices satisface la ley 
asociativa 


y la ley distributiva 


(AB)C = A(BC) 


A(B + C) = AB + AC. 


( 10 ) 

( 11 ) 


Sin embargo, en general, la multiplicación de matrices no es conmutativa. A fin de que los 
productos AB y BA existan y sean del mismo tamaño, es necesario que A y B sean matrices 
cuadradas del mismo orden. Incluso en ese caso, no necesariamente los dos productos son 
iguales, de modo que, en general 


AB 9^ BA. 


( 12 ) 


Ejemplo 1 


Para ilustrar la multiplicación de matrices, así como el hecho de que ésta no necesariamente es 
conmutativa, considérense las matrices 



/I 

-2 

i\ 

¡2 1 -1\ 

A == 

0 

I 

2 -1 , 

B= 1 -1 0 , 


^2 

1 

1/ 

\2 -1 1/ 
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Con base en la definición de multiplicación que se da en la ecuación (9) se tiene 

72-2 + 2 1+2-1 -1+0 +1\ 

AB =0 + 2- 2 0-2+1 0 + 0-1 

\4 + 1 + 2 2-1-1 -2 + 0+1/ 

2 2 0 

0 - 1-1 
7 0-1 



De manera semejante, se encuentra que 


BA = 


-3 

-4 

-5 


Es evidente que AB BA. 


7. Multiplicación de vectores. La multiplicación de matrices también se aplica como 
un caso especial si las matrices A y B son los vectores renglón y columna de 1 x z? y n x 1, 
respectivamente. Si se denotan estos vectores por y y se tiene 

X^y=¿^,>'r (13) 

1 = 1 

El resultado de una operación de este tipo es un número (complejo) y por la ecuación (13) 
se concluye directamente que 

x^y = y^x, x+ + z) = x^y + x+ (ax)^y = a(x^y) = x+y). (14) 

Existe otro tipo muy útil de multiplicación vectorial, que también se define para dos 
vectores cualesquiera que tengan el mismo número de componentes.Este producto, denota¬ 
do por (x, y), se denomina producto escalar o interno y se define por 

(x, y)=¿xJi. (15) 

El producto escalar también es un número (complejo) y, al comparar las ecuaciones (13) y 
(15), se ve que 

(x,y) = x^y. (16) 


De la ecuación (15) se deduce que 

(x, y) = (y, x), (x, y + z) = (x, y) + (x, z), ^ ^ 

(ax, y) = a(x, y), (x, ay) = a(x, y). 

Nótese que aun si el vector x tiene elementos con partes imaginarias diferentes de cero, el 
producto escalar de x consigo mismo da lugar a un número real no negativo, 
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(X, X) 


Z 

i= 1 


'.■=1 


(18) 


La cantidad no negativa (x, que a menudo se denota por ||x||, se llama longitud o 
magnitud de x. Si (x, y) = 0, entonces se dice que los dos vectores x y y son ortogonales. 
Por ejemplo, los vectores unitarios i, j, k de la geometría vectorial tridimensional forman un 
conjunto ortogonal. 

Por otra parte, el producto de matrices 


x^x=Z^? (19) 

i= 1 

puede no ser un número real. Si todas las componentes del segundo factor de las ecuaciones 
(13) y (15) son reales, entonces los dos productos son idénticos y se reducen al producto 
punto que suele encontrarse en contextos físicos y geométricos con n = 3. 

Por ejemplo, sea 


Entonces 

= (0(2 - 0 + (—2)(0 + (1 + 0(3) = 4 + 3i, 

(x, y) = (0(2 + 0 + (-2)(-0 + (1 + 0(3) = 2 + 7 í, 
x^x = (0" + (-2)2 + (1 + 0" = 3 + 2i, 

(x, X) = (0(-0 + (-2)(-2) + (1 + 0(1 - 0 = 7. 

8. Identidad. La identidad multiplicativa o simplemente la matriz I, se define por 



I = 


/I o 0\ 
o 1 ••• o 


( 20 ) 


\0 0 1 / 

De la definición de multiplicación de matrices, se tiene 

AI = lA = A 


( 21 ) 


para cualquier matriz (cuadrada) A. De donde, la ley conmutativa se cumple para las matri¬ 
ces cuadradas si una de éstas es la identidad. 

9. Inversa. Para definir una operación para matrices cuadradas, análoga a la división de 
números, es necesario determinar, para una matriz cuadrada A dada, otra matriz B tal que AB 
= I, en donde I es la identidad. Si B existe, se denomina inversa multiplicativa, o simplemente 
inversa, de A y se escribe B = A”'. Es posible demostrar que si A“* existe, entonces 

AA-' = A-^A = I. 


( 22 ) 
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En otras palabras, la multiplicación es conmutativa entre cualquier matriz y su inversa. Si A 
tiene una inversa multiplicativa A^\ entonces se dice que A es no singular; de lo contrario, 

A es singular. 

Existen varias maneras de calcular A“^ a partir de A, si se supone que existe. Una de ellas 
comprende el uso de determinantes. Asociado con cada elemento a.j de una matriz dada se 
tiene el menor M.., que es el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar el Pésimo 
renglón y la y-ésima columna de la matriz original, es decir, el renglón y la columna que 
contienen a a.y También, asociado con cada elemento a.j se tiene el cofactor C.^. definido 
por la ecuación 

(23) 

Si B = A~\ es posible demostrar que el elemento general b.. se expresa por 


b 


i] 


det A' 


(24) 


Aunque la ecuación (24) no es una manera eficiente^ para calcular A"\ sugiere una condición 
que debe satisfacer A para que tenga una inversa. De hecho, la condición es tanto necesaria 
como suficiente: A es no singular si y sólo si det A # 0. Si det A = 0, entonces A es singular. 

Otra forma por lo común mejor para calcular A"^ es mediante operaciones elementales 
sobre los renglones. Existen tres de esas operaciones: 

1. Intercambio de dos renglones. 

2. Multiplicación de un renglón por un escalar diferente de cero. 

3. Adición de cualquier múltiplo de un renglón a otro renglón. 

Cualquier matriz A no singular puede transformarse en la identidad I mediante una secuen¬ 
cia sistemática de estas operaciones. Es posible demostrar que si se efectúa la misma se¬ 
cuencia de operaciones sobre I, ésta se transforma en A~^ La transformación de una matriz 
por una secuencia de operaciones elementales sobre los renglones suele mencionarse como 
reducción respecto a los renglones. El siguiente ejemplo ilustra el proceso. 


Encontrar la inversa de 



La matriz A puede transformarse en la identidad I mediante la siguiente secuencia de opera¬ 
ciones. El resultado de cada paso se muestra en la columna de la derecha. 


^ Para/i grande, el número de multiplicaciones necesario para evaluar mediante la ecuación (24) es propor¬ 
cional a n!. Si se aplican métodos más eficientes, como el procedimiento de reducción respecto a los renglo¬ 
nes que se describe después el número de multiplicaciones es proporcional sólo a /i^. Incluso para valores 
pequeños de n (como n ~ 4), los determinantes no son una herramienta que exija poco para calcular inversas 
y se prefieren los métodos de reducción respecto a los renglones. 
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a) Obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal en la primera co¬ 
lumna al sumar (-3) veces el primer renglón al segundo y sumar (-2) 
veces el primer renglón al tercero. 

b) Obtener un uno en la posición de la diagonal en la segunda columna al 
multiplicar el segundo renglón por 

c) Obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal en la segunda co¬ 
lumna al sumar el segundo renglón al primero y sumar (-4) veces el 
segundo renglón al tercero. 

d) Obtener un uno en la posición de la diagonal en la tercera columna al 
multiplicar el tercer renglón por (-|). 

e) Obtener ceros en las posiciones fuera de la diagonal en la tercera co¬ 
lumna al sumar (-|) veces el tercer renglón al primero y sumar (-|) 
veces el tercer renglón al segundo. 



Si se efectúa la misma secuencia de operaciones, en el mismo orden sobre I, se obtiene la si¬ 
guiente sucesión de matrices: 


4 0 0 \ / 1 0 0 \ 

010 , -31 0 , 

^0 0 1 / \-2 0 1 / 






I La última de estas matrices es , resultado que es posible comprobar por multiplicación direc¬ 
ta con la matriz original A. 


Este ejemplo se facilitó ligeramente debido al hecho de que la matriz original A tenía un 
uno en la esquina superior izquierda (Ojj = 1). En caso de no ser así, el primer paso es 
obtener un uno en esa posición al multiplicar el primer renglón por en tanto que ^0. 
Si = 0, entonces es necesario intercambiar el primer renglón con algún otro para llevar 
un elemento diferente de cero a la posición superior izquierda antes de seguir adelante. 


Funciones matricíales. Algunas veces es necesario considerar vectores o matrices cuyos 
elementos son funciones de una variable real t. Se escribe 


x(í) = 


Xl(í)\ 

/^n(í) 


; . 

A(t)= ; 




■ ajt), 


(25) 


respectivamente. 
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Problemas 


Se dice que la matriz A(r) es continua en í = íq, o sobre un intervalo abierto a < í < /?, si 
cada elemento de A es una función continua en el punto o sobre el intervalo dados. De 
manera semejante, se dice que A(r) es diferenciable si cada uno de sus elementos es 
diferenciable, y su derivada dXIdt se define por 


dA í daij\ 
dt \ dt / 


(26) 


es decir, cada elemento de d Aid tes la derivada del elemento correspondiente de A. De la 
misma manera, la integral de una función matricial se define como 


Por ejemplo, si 




A(t) 


( sen t t 
1 eos t 


(27) 


entonces 


A'(t) = 


/eos í 

l o 


1 

- sen t 



Muchas de las reglas del cálculo elemental pueden extenderse con facilidad a las funciones 
matriciales; en particular, 


Jt 


(CA) 



en donde C es una matriz constante; 


|(A + B) 


dA dB 

dt ^ dt ' 


d_ 

dt 


(AB) 


dt dt 


(28) 

(29) 

(30) 


En las ecuaciones (28) y (30) es necesario tener cuidado en cada término para evitar que 
se intercambie de manera inadvertida el orden de la multiplicación. Las definiciones expre¬ 
sadas por las ecuaciones (26) y (27) también se aplican como casos especiales a los vectores. 




/ 1 

-2 0\ 

/ 4 -2 

1. SiA= 3 

2-1 y 

B= -1 

5 

\-2 

1 3/ 

\ 6 

1 

encuentre 
(a) 2A + B 

(b) A - 4B 

(c) AB 

(d) 
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/1 + í -\+2i\ 
2.SíA = Í , . 

\3 + 2i 2 — i J 

encuentre 

(a) A - 2B (b) 3A + B 


3. SiA = 


encuentre 

(a) (b) (c) 

^3 - 2( 1 + '■ A 

2-i -2+3i/’ 


B = 


(c) AB 


-2i/’ 


(d) BA 



1 


/ 1 

2 


1 

0 

-3 

y B= 3 

-1 


\ 2 

-1 

1 / 

\-2 

1 

0/ 


(d) (A + B)^ 


4. Si A = 


encuentre 
(a) A^ 


(b) A 


(c) A* 



2 


/ ^ 

1 


5. Si A = 2 


2 

y B= -2 

3 

3 

\l 

2 

1/ 

\ 1 

0 

2/ 


verifique que 2(A -f- B) = 2A + 2B. 
1 -2 0 \ 


6. Si A = 



B = 



verifique que 

(a) (AB)C = A(BC) (b) (A + B) + C = A + (B + C) 
(c) A(B + C) - AB + AC 


7. Demuestre cada una de las siguientes leyes del álgebra matricial; 


(a) A + B = B + A (b) A -f (B + C) = (A + B) + C 

(c) a(A -f- B) = aA + aB (d) (a + ^)A = a A p A 

(e) A(BC) = (AB)C (f) A(B 4- C) - AB + AC 



(a) x^'y (b) y^y (c) (x, y) 

/ 2 \ 

y ^’ 

\l + 2 i/ 

(a) x^y = y^x (b) (x, y) = (y, x) 



encuentre 


(d) (y. y) 

demuestre que 


En cada uno de los problemas 10 a 19, calcule la inversa de la matriz dada, o bien demuestre 
que esta última es singular. 
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20. Demuestre que si A es no singular, entonces A ^ queda determinada de manera única; 
es decir, demuestre que no puede haber dos matrices diferentes B y C tales que AB = I 
y AC = 1. 

21. Demuestre que si A es no singular entonces AA"^ = A“^A; es decir la multiplicación es 
conmutativa entre cualquier matriz no singular y su inversa. 


/ 

2e-' e^’’ 

22. Si A(/) = 2e‘ 

e-’ -e^' 

\-e- 

3e~' 2e^' 

encuentre 


(a) A 4 - 3B 

(b) AB 


/ 2e‘ 3e^‘\ 

\ 

d\¡dt (d) \{t)dt 


En cada uno de los problemas 23 a 25, compruebe que el vector dado satisface la ecuación 
diferencial dada. 



En los problemas 26 y 27 compruebe que la matriz dada satisface la ecuación diferencial dada 




/I 

-1 

4\ 

/ 


g3.' 

27. 'F' = 3 

2 

- 14 , 

1 

1! 

~e-^- 

2 e-’' 

\2 

1 

-1/ 

\-e- 

~e-^‘ 

ei' 
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En esta sección se repasan algunos resultados del álgebra lineal que son importantes para la 
resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Algunos de estos resultados se 
demuestran con facilidad y otros no; dado que sólo se tiene interés en resumir algo de 
información útil, en ningún caso se dan indicaciones sobre las demostraciones. Todos los 
resultados de esta sección dependen de algunos hechos básicos acerca de la resolución de 
sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. 


Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. Un conjunto de n ecuaciones algebraicas 
lineales simultáneas en n variables 


^11^1 + ^12^2 + ■ ■ ‘ + ^In^rt “ ^1» 

^nl^i ^n2^2 ^nn^n 


( 1 ) 


puede escribirse como 


Ax = b, (2) 

en donde se dan la matriz A de « x az y el vector b y deben determinarse las componentes de 
X, Si b = 0, entonces se dice que el sistema es homogéneo; de lo contrario, es no homogé¬ 
neo. Se dice que dos sistemas que tienen precisamente el mismo conjunto de soluciones 
son sistemas equivalentes. 

Si la matriz de los coeficientes A es no singular; es decir, si det A es diferente de cero, 
entonces existe una solución única del sistema (2). En virtud de que A es no singular, existe 
A~^ y puede hallarse la solución o multiplicar por la izquierda cada miembro de la ecuación 
(2) por A~^; por tanto, 

x = A"^b. (3) 

En particular, el problema homogéneo Ax = 0, correspondiente a b = 0 en la ecuación (2), 
tiene sólo la solución trivial x = 0. 

Por otra parte, si A es singular; es decir, si det A es cero, entonces no existen soluciones 
de la ecuación (2), o existen pero no son únicas. Dado que A es singular, A"^ no existe, por 
lo que la ecuación (3) deja de ser válida. El sistema homogéneo 

Ax = 0 (4) 

tiene (una infinidad de) soluciones diferentes de cero además de la solución trivial. La 
situación para el sistema no homogéneo (2) es más complicada. Este sistema no tiene solu¬ 
ción a menos que el vector b satisfaga cierta condición adicional que, por ningún motivo, 
es evidentemente necesaria. Esta condición es que 

(b,y) = 0, (5) 

para todos los vectores y que satisfagan A^'y = 0, en donde A* es la adjunta de A. Si se 
satisface la condición (5), entonces el sistema (2) tiene (una infinidad de) soluciones. Cada 
una de estas soluciones es de la forma 
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x = + (6) 

en donde x^^^^ es una solución particular de la ecuación (2) y ^ es cualquier solución del 
sistema homogéneo (4). Nótese la semejanza entre (6) y la solución de una ecuación dife¬ 
rencial lineal no homogénea, la ecuación (7) de la sección 3.6. En los problemas 26 a 30 se 
describen las demostraciones de algunas de las proposiciones anteriores. 

Los resultados del párrafo anterior son importantes como medio para clasificar las solu¬ 
ciones de los sistemas lineales. Sin embargo, para resolver sistemas particulares por lo 
general es mejor aplicar la reducción respecto a los renglones para transformar el sistema 
en uno mucho más sencillo, a partir del cual la(s) solución(es), en caso de haber alguna(s), 
pueda(n) escribirse con facilidad. A fin de lograr esto de manera eficiente es posible formar 
la matriz aumentada 


/«ll * 

■ ^hn 


\^n\ • 


i b] 


(7) 


al unir el vector b a la matriz de los coeficientes A como una columna adicional. La línea 
discontinua sustituye a los signos de igualdad y se dice que parte la matriz aumentada. A 
continuación se realizan operaciones sobre los renglones de la matriz aumentada para trans¬ 
formar A en una matriz triangular; es decir, en una matriz cuyos elementos por debajo de la 
diagonal principal sean todos cero. Una vez que se hace esto, es fácil ver si el sistema tiene 
soluciones y hallarlas en caso afirmativo. Obsérvese que las operaciones elementales sobre 
los renglones de la matriz aumentada (7) corresponden a operaciones válidas sobre las 
ecuaciones del sistema (1). Los siguientes ejemplos ilustran el proceso. 


Ejemplo 1 


J Resolver el sistema de ecuaciones 

1 


Xi - 2X2 + ^-^'3 = 7, 
-X, + x, - 2X3 = “5, 
2a'i - X2- A'3-4. 

La matriz aumentada para el sistema (8) es 



( 8 ) 


(9) 


Ahora se efectúan operaciones sobre los renglones de la matriz (9) con la intención de introducir 
ceros en la parte inferior izquierda de la misma. Se describe cada paso y el resultado se registra 
en seguida. 

a) Sumar el primer renglón al segundo y sumar (-2) veces el primer renglón al tercero. 


M 

m 
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b) Multiplicar por -1 el segundo renglón. 


/I 

-2 

3 

A 

r 

1 

-1 1 -2. 

\o 

3 

-7 

-10/ 


c) Sumar (-3) veces el segundo renglón al tercero. 


/I 

-2 

3 | 7 \ 

0 

1 

-1 1 -2 . 

\o 

0 

1 

1 


d) Dividir entre -4 el tercer renglón. 


/I 

-2 

31 

A 

0 

1 

-1 1 -2 , 

\o 

0 

1| 

1 / 


La matriz así obtenida corresponde al sistema de ecuaciones 

Xj — 2x2 + 3 x 3 = 7 

X 2 - X 3 = -2 
X3 = l, 


( 10 ) 


que es equivalente al sistema original ( 8 ). Nótese que los coeficientes de las ecuaciones (10) 
forman una matriz triangular. De la última de ellas se tiene X 3 = 1, de la segunda, X 2 = -2 + X 3 = 
-1 y de la primera, Xj = 7 + 2 X 2 - 3 X 3 = 2. Por tanto, se obtiene 



que es la solución del sistema dado ( 8 ). De manera incidental, ya que la solución es única, se 
concluye que la matriz de los coeficientes es no singular. 


Ejemplo 2 i Analizar las soluciones del sistema 


Xj — 2x2 + 3X3 = /),. 
-Xi -i- X 2 - 2 X 3 = 62 , 
2 xi - X2 + 3X3 = /)3, 


( 11 ) 


para diversos valores de bj y by 

Obsérvese que los coeficientes del sistema ( 11 ) son los mismos que los del sistema ( 8 ), ex¬ 
cepto por el coeficiente dex 3 en la tercera ecuación. La matriz aumentada del sistema ( 11 ) es 


/ 1 

~2 

3|Í>A 

-1 

1 

-2 16, 

\ 2 

-1 

3 1 bj 


( 12 ) 
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j Al efectuar los pasos a), b) y c) como en el ejemplo 1, la matriz (12) se transforma en 


/' 

~2 

3 j 


\ 

r 

1 

-1 j 

- 

b. 

\o 

0 

o|^ 

^3b2 

+ bj 


La ecuación que corresponde al tercer renglón de la matriz (13) es 

+ 3^2 + ^3 = (14) 

por tanto el sistema (11) no tiene solución, a menos que h^, ¿>2 y satisfagan la condición (14). 
Es posible demostrar que esta condición es precisamente la ecuación (5) del sistema (11). 

Supóngase ahora que b^ - 2, b^ = l y b^ ~ ~5, en cuyo caso se satisface la ecuación (14). 
Entonces, los dos primeros renglones de la matriz (13) corresponde a las ecuaciones 


~ 2 X 2 + 3jr3 = 2, 
■^2 “-^3 ” 


(15) 


Para resolver el sistema (15) es posible elegir de manera arbitraria una de las incógnitas y, a 
continuación, despejar las otras dos. Si se hace X 3 = a, en donde a es arbitraria, se concluye que 


= o: - 3, 


Xj = 2(üí - 3) - 3a + 2 = -a ~ 4. 
Si la solución se escribe en notación vectorial, se tiene 


X = 



(16) 


Es fácil verificar que el segundo término del segundo miembro de la ecuación (16) es una 
solución del sistema no homogéneo ( 11 ), en tanto que el primer término es la solución más 
general del sistema homogéneo correspondiente a ( 11 ). 


La reducción respecto a los renglones también es de utilidad para resolver sistemas homo¬ 
géneos y sistemas en los que el número de ecuaciones es diferente del número de incógnitas. 
Independencia lineal. Se dice que un conjunto de k vectores .. ., es linealmente 
dependiente si existe un conjunto de números (complejos) Cp .. ., de los cuales por lo 
menos uno sea diferente de cero, tal que 

cix<'^-f • ‘ = 0. (17) 

En otras palabras, x^^\ ..., x^^^ son linealmente dependientes si existe una relación lineal 
entre ellos. Por otra parte si el único conjunto Cj,..., para el que se cumple la ecuación 
(17) es Cj = C 2 = ’ • • = = 0, se dice que ..., x^^^ son linealmente independientes. 

Considérese ahora un conjunto de n vectores, cada uno de los cuales tiene n componen¬ 
tes. Sea x.^. = x^O la Lésima componente del vector xO y sea X = (x-y). Entonces la ecuación 
(17) puede escribirse como 
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- Xc = 0. 


(18) 


+ • " + xi^^cj 


\^nlCí + 


Si det X ^ 0, entonces la única solución de la ecuación (18) es c = 0, pero si det X = 0, 
existen soluciones diferentes de cero. Por tanto, el conjunto de vectores . . . , es 
linealmente independiente si y sólo si det X ^ 0. 


Ejemplo 3 fi Determinar si los vectores 




^.( 3 ) _ 



(19) 


son linealmente independientes o linealmente dependientes. Si son linealmente dependientes, 
encontrar una relación lineal entre ellos. 

Para determinar si x^^l, y son linealmente dependientes, se calcula det(x.p, cuyas 
columnas son las componentes de x^^^ y respectivamente. Por tanto, 


det(x.) = 


2 -4 
1 1 

3 -11 


y un cálculo elemental muestra que es cero. Por tanto, x^^^ y x^^^ son linealmente dependien¬ 
tes y existen las constantes Cp C 2 y tales que 


CjX^^^ + C2X^^^ + = 0. 

La ecuación (20) también puede escribirse en la forma 



( 20 ) 


( 21 ) 


y resolverse mediante operaciones elementales sobre los renglones a partir de la matriz au¬ 
mentada 


/ 1 

2 

-4 

!o\ 

2 

1 

1 

¡0 

\-l 

3 

-11 

|0/ 


(22) 


Se procede como en los ejemplos 1 y 2. 

a) Sumar (-2) veces el primer renglón al segundo y sumar el primer renglón al tercero. 


/I 

2 

-4 

|0\ 

0 

-3 

9 

¡0 

\o 

5 

-15 

¡ 0 / 
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II 


b) Dividir el segundo renglón entre -3; entonces, sumar (-5) veces el segundo renglón al 
tercero. 


/> 

2 

-4 

|0\ 

r 

1 

-3 

|0 

\o 

0 

0 

lo/ 


De esta manera se obtiene el sistema equivalente 

Cj + 2 c 2 ~ 4^3 = 0, 
^2 “ ^^*3 “ 


(23) 


i 

A partir de la segunda de las ecuaciones (23), se tiene £*2 = 3^3, y de la primera se obtiene = 
S 4C3 - 2 c 2 = -2C3, Por tanto, se despejaron Cj y C2 en términos de C3, en donde ésta permanece 
|; arbitraria. Si, por conveniencia, se elige C3 = -1, entonces = 2 y C2 = -3. En este caso la 
3 relación deseada (20) queda 

É 2x0) - 3x0) _ xO) = 0 . 


Con frecuencia resulta útil pensar en las columnas (o los renglones) de una matriz A 
como vectores. Estos vectores columna (o renglón) son linealmente independientes si y 
sólo si det 0. 

Además, si C = AB, entonces es posible demostrar que det C = (det A)(det B). 

Por consiguiente, si las columnas (o ios renglones) de A y B son linealmente indepen¬ 
dientes, las columnas (o los renglones) de C también lo son. 

A continuación se extenderán los conceptos de dependencia e independencia lineales a 
un conjunto de funciones vectoriales x^^\r),..., definidas sobre un intervalo a<t < 

Se dice que ios vectores ..., x^^^(í) son linealmente dependientes sobre a<t<psi 
existe un conjunto de constantes Cp ..., no todas cero, tales que c^xí^^(0 + ■ * * x^^^(í) 

= 0 para toda t en el intervalo. En caso contrario se dice que ..., x^^^(í) son linealmente 
independientes. 

Nótese que si x^^^(/),..., xí^^(í) son linealmente dependientes sobre un intervalo, enton¬ 
ces son linealmente dependientes en cada punto del intervalo. Sin embargo, si x^^\t\ ..., 
x^^\/) son linealmente independientes sobre un intervalo, pueden o no ser linealmente 
independiente en cada punto; de hecho, pueden ser linealmente dependientes en cada pun¬ 
to, pero con diferentes conjuntos de constantes en puntos diferentes. Ver el problema 14 
como ejemplo. 


Eigenvalores y eigenvectores. La ecuación 


Ax = y (24) 

puede considerarse como una transformación lineal que mapea (o transforma) un vector x 
dado en un nuevo vector y. Los vectores que se transforman en múltiplos de sí mismos 
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tienen una función importante en muchas aplicaciones.^ Para encontrar estos vectores se 
hace y = Ax, en donde A es un factor escalar de proporcionalidad, y se buscan soluciones 
de las ecuaciones 


Ax = Ax, (25) 

o bien, 

(A-AI)x = 0. (26) 

La última ecuación tiene soluciones diferentes de cero si y sólo si se elige A de modo que 

A(A) = det(A-AI) = 0. (27) 

LX)s valores de A que satisfacen la ecuación (27) se llaman eigenvalores (o valores propios) 
de la matriz A y las soluciones de las ecuaciones (25) o (26) que se obtienen al usar ese 
valor de A se conocen como eigenvectores (o vectores propios) correspondientes a ese eigenvalor. 
Los eigenvectores quedan determinados sólo hasta una constante multiplicativa arbitraria; 
si se especifica esta constante de alguna manera, se dice que los eigenvectores están nor¬ 
malizados. A menudo conviene normalizar un eigenvector x al requerir que (x, x) = 1. De 
manera alternativa, es posible que se desee hacer que una de las componentes sea igual a 
uno. 

Puesto que (27) es una ecuación polinomial en A de grado n existen n eigenvalores A^,, 
.., A^, algunos de los cuales pueden repetirse. Si un eigenvalor dado aparece m veces como 
una raíz de (27), se dice que ese eigenvalor tiene multiplicidad m. Cada eigenvalor tiene 
asociado por los menos un eigenvector, y un eigenvalor de multiplicidad m puede tener q 
eigenvectores linealmente independientes, en donde 

1 < < w. (28) 

En el ejemplo 4 que sigue se ilustra que q puede ser menor que m. Si todos los eigenvalores 
de una matriz A son simples (tienen mutiplicidad uno), es posible demostrar que los n 
eigenvectores de A, uno para cada eigenvalor, son linealmente independientes. Por otra 
parte, si A tiene repetidos uno o más eigenvalores, entonces puede haber menos n 
eigenvectores linealmente independientes asociados con A, ya que para un eigenvalor re¬ 
petido es posible tener q < m. Este hecho origina complicaciones más tarde en la resolu¬ 
ción de sistemas de ecuaciones diferenciales. 


Ejemplo 4 ■ 


Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz 


f 



(29) 


^ Por ejemplo, este problema se encuentra al hallar los ejes principales de esfuerzo o deformación en un cuerpo 
elástico y al hallar los modos de vibración libre en un sistema conservativo con un número finito de grados de 
libertad. 
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Los eigenvalores A y los eigenvectores x satisfacen la ecuación (A - AI) = 0, o bien 

Cr-C 

Los eigenvalores son las raíces de la ecuación 


(30) 


det(A ~ ;i) - 


--1 
i 3-/1 
^ _ 4;^ + 4 = 0. 


(31) 


Por tanto, los dos eigenvalores son A^ = 2 y A 2 = 2; es decir, el eigenvalor 2 tiene multiplicidad dos. 
Para determinar los eigenvalores es necesario volver a la ecuación (30) y usar como A el valor 
2 ; esto da 


I" (:: 


(32) 


De donde, se obtiene la condición única = 0, que determina X 2 en términos de Xp o 

viceversa. Si = c, entonces ^2 = -c y el eigenvector xO) es 


(33) 


Por lo general, al encontrar eigenvectores se cancela la constante arbitraria c; por tanto, en vez 
de la ecuación (33) se escribe 


l 

-1/’ 


(34) 


y se recuerda que cualquier múltiplo de este vector también es un eigenvector. Obsérvese que 
sólo existe un eigenvector linealmente independiente asociado con el eigenvalor doble. 


Ejemplo 5 I Encontrar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz 



(35) 


Los eigenvalores Ay los eigenvectores x satisfacen la ecuación (A-AI)x = 0, o bien, 



(36) 


Los eigenvalores son las raíces de la ecuación 
det(A - /I) = 


-2 1 1 
1 -/ 1 
1 1 -A 

-A" + 3A + 2 = 


0 , 


(37) 
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Si se resuelve la ecuación (37), quizá por tanteos, se obtienen tres raíces; a saber, Aj = 2. A 2 = 
-1, y A 3 = “1, Por tanto, 2 es un eigenvalor simple y -1 es un eigenvalor con multiplicidad dos. 

Para encontrar el eigenvector correspondiente al eigenvalor Aj se sustituye A = 2 en la 
ecuación (36); esto da el sistema 

0 \ 

(38) 



Éste se puede reducir al sistema equivalente 

/2 -1 -1 
0 1 — 1 1 I ^2 

\o o 0/ \x3 

mediante operaciones elementales sobre los renglones. Si se resuelve este sistema se obtiene el 
eigenvector 



(39) 



Para A = - 1 , las ecuaciones (36) se reducen de inmediato a la única ecuación 


Xi + X2 + X3 = 0. 


(40) 


(41) 


Por tanto, es posible elegir arbitrariamente los valores para dos de las cantidades Xj, X 2 , X 3 y la 
tercera se determina a partir de la ecuación (41). Por ejemplo, si x^ = 1 y X 2 = 0, entonces X 3 = 
-ly 



es un eigenvector. Cualquier múltiplo de también es un eigenvector, pero al hacer otra elec¬ 
ción de Xj y X 2 , por ejemplo x^ = 0 y X 2 = 1 , es posible determinar un segundo eigenvector 
independíente. Una vez más, X 3 = -1 y 



es un eigenvector linealmente independiente de x^^\ Por lo tanto, en este ejemplo dos eigenvectores 
linealmente independientes están asociados con el eigenvalor doble. 


Una clase especial importante de matrices, llamadas autoadjuntas o hermítíanas son 
aquellas para las que A* = A; es decir, a.. = a.y Las matrices hermitianas incluyen, como una 
subclase* a las matrices reales simétricas; es decir, las matrices que tienen elementos reales 
y para las que A^ = A. Los eigenvalores y los eigenvectores de las matrices hermitianas 
siempre tienen las siguientes propiedades útiles: 
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h Todos los eigenvalores son reales. 

2. Siempre existe un conjunto completo de eigenvectores linealmente independientes, 
sin importar las mutiplicidades de los eigenvalores. 

3. Si y son eigenvectores que corresponden a diferentes eigenvalores, entonces 
(^( 1 )^ x^^)) _ Q Pqj. tanto, si todos los eigenvalores son simples, entonces los eigenvectores 
asociados forman un conjunto ortogonal de vectores. 

4. Correspondiendo a un eigenvalor de multiplicidad w, es posible elegir m eigenvectores 
que sean mutuamente ortogonales. Por tanto, siempre es posible elegir el conjunto com- 
pleto de n eigenvectores de modo que sean ortogonales y linealmente independientes. 

El ejemplo 5 anterior comprende una matriz simétrica real e ilustra las propiedades 1,2 y 3, 
pero la elección que se hizo para x^^^ y x^^^ no ilustra la propiedad 4. Sin embargo, siempre 
es posible elegir un x^“^ y un x^'^^ de modo que x^^^) = 0. Por ejemplo, se hubiera podido 
elegir 




como los eigenvectores asociados con el eigenvalor A = -1 en el ejemplo 5, En el ejemplo 
4 se ve que si la matriz no es hermitiana pueden faltar eigenvectores cuando se repite un 
eigenvalor. En los problemas 32 a 34 se describen las demostraciones de las proposiciones 
ly3. 

En la solución de sistemas de ecuaciones algebraicas, así como en otras situaciones, 
algunas veces es útil transformar una matriz dada en una matriz diagonal; es decir, en una 
que sólo tenga elementos diferentes de cero en la diagonal. Los eigenvectores resultan 
útiles al realizar una transformación de este tipo. Supóngase que A tiene un conjunto com¬ 
pleto de n eigenvectores linealmente independientes (sin importar que A sea hermitiana o 
no). Si por x^^),..., x^^^ se denotan estos eigenvectores y Ap.,., A^ denotan a los eigenvalores 
correspondientes, se forma la matriz T cuyas columnas son los eigenvectores x^^^,..., x^^^. En 
virtud de que las columnas de T son vectores linealmente independientes, det T 9^ 0; por 
tanto, T es no singular y T~^ existe. Un cálculo directo muestra que las columnas de la matriz 
AT son precisamente los vectores Ax^^^ ..., Como Ax^^^ = A^x^^^, se concluye que 


en donde 



(44) 


(45) 


es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los eigenvalores de A. Por la 
ecuación (44) se deduce que 
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Problemas 


T"'AT = D. (46) 

Por tanto, si se conocen los eigenvalores y eigenvectores de A, ésta puede transformarse en 
una matriz diagonal mediante el proceso indicado en la ecuación (46). Este proceso se 
conoce como transformación de semejanza y la ecuación (46) se resume verbalmeníe al 
decir que A es semejante a la matriz diagonal D. De manera alternativa, puede decir que A 
es diagonaiizable. La posibilidad de efectuar una diagonalización de este tipo será impor¬ 
tante más tarde en este capítulo. 

Si A es hermitiana la determinación de T~^ es muy sencilla. Se eligen los eigenvectores 
. . . , de A de modo que se normalicen por {x^'\ x^'^) = 1 para cada i y que sean 
ortogonales. Entonces, es fácil comprobar que T~^ = T*; en otras palabras, la inversa de T 
es igual a su adjunta (la transpuesta de su conjugada compleja). 

Por último, se observa que si A tiene menos de n eigenvectores linealmente independien¬ 
tes, entonces no existe matriz T tal que T^^AT = D. En este caso, A no es semejante a una 
matriz diagonal o no es diagonaiizable. 




En cada uno de los problemas 1 a 5 resuelva el conjunto dado de ecuaciones o demuestre que 
no existe solución. 


1. Xi — X3 = 0 

3 xi -f X2 + X3 = 1 
— Xi + X2 -h 2X3 = 2 

3. X| + 2x2 ~ ^3 = 2 

2 xi + X 2 + X 3 = 1 
Xj — X 2 + 2 X 3 = — 1 

5. Xi — X 3 = 0 

3 xi + X 2 4 - X 3 = 0 
— Xi + X 2 + 2 X 3 = 0 


2. Xj -h 2x2 ~ X3 = 1 
2 xi + X 2 + X 3 = 1 
Xi — X 2 + 2 x 3 = 1 

4. Xj 4- 2x2 ~ ^3=0 
2xi 4- X 2 + X 3 = 0 
Xi — X2 + 2x3 = 0 


En cada uno de los problemas 6 a 10, determine si el conjunto dado de vectores es linealmente 
independiente. Si es linealmente dependiente, encuentre la relación lineal entre ellos. Los 
vectores están escritos como vectores renglón para ahorrar espacio, pero es posible conside¬ 
rarlos como vectores columna; es decir, en vez de usar los vectores dados es posible usar los 
transpuestos de los propios vectores. 


6. 

x(i) 

= (1,1,0), x‘"> = 

(0,1,1), x'5> = 

(1,0,1) 


7. 

x(i) 

= (2,1, 0), x'2> = 

(0,1,0), x<3) = 

(-1,2,0) 


8. 

x(i) 

= (1, 2, 2, 3), x'2> 

= {-1,0,3,1), 

= (-2, 

-1, 1,0), 


x(^) 

= (-3,0,-1, 3) 



9. 

x(i) 

= (1, 2, -1, 0), X 

'^' = (2,3,1, -1), 

X<3) = (_ 

1,0, 2, 2), 



= (3, -1, 1,3) 



10. 

x'» 

= (l,2,-2), X'^>: 

= (3, 1,0), x'3' 

= (2,-1. 1), 

xW = 


11. Suponga que cada uno de los vectores ..., tiene n componentes, en donde n < 
m. Demuestre que x^^l,. .., son linealmente dependientes. 
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En los problemas 12 y 13, determine si el conjunto dado de vectores es linealmente indepem 
diente para - x < r < ce. Si es linealmente dependiente, encuentre la relación lineal entre 
ellos. Como en los problemas 6 a 10, los vectores están escritos como vectores renglón para 
ahorrar espacio. 

12. = {e'\ 2e- % = (e“^ € % x^^\t) - (3c0) 

13. = (2 sen í, sen t) = (sen t, 2 sen t) 

14. Sea 





x^^\t) = 


Demuestre que xO)(í) y son linealmente dependientes en cada punto del intervalo 
0 ^ < 1. Sin embargo, demuestre que x^^\t) y son linealmente independientes 
sobre 0 ^ < 1 . 


En cada uno de los problemas 15 a 24 encuentre todos los eigenvalores y eigenvectores de la 
matriz dada. 



16 . 


19. 





21 . 


0 

1 

2 




/3 2 4\ 


23. 2 

1 -1 

24. 2 

0 

2 

\-3 

2 4/ 

\4 

2 

3/ 


25. Para cada una de las matrices A dadas, determine T tal que T“^AT = D, en donde D es 
una matriz diagonal. Confírme la elección hecha de T al calcular T“^AT. 

a) A es la matriz del problema 15. 

b) A es la matriz del problema 16. 

c) A es la matriz del problema 18. 


Los problemas 26 a 30 se refieren al problema de resolver Ax = b cuando det A = 0. 

26. Suponga que, para una matriz dada A, existe un vector x diferente de cero tal que Ax = 0. 
Demuestre que también existe un vector y diferente de cero tal que A’^y = 0. 

27. Demuestre que (Ax, y) = (x, A*y) para vectores cualesquiera x y y. 

28. Suponga que det A = 0, aunque Ax = b tiene soluciones. Demuestre que (b, y) = 0, en 
donde y es cualquier solución de A*y = 0. Compruebe que esta proposición es verdadera 
para el conjunto de ecuaciones del problema 3. 

Sugerencia:Sip\ic 2 Lr el resultado del problema 27. 

29. Suponga que det A = 0, pero que x = es una solución de Ax = b. Demuestre que si ^ 
es una solución de Aí^ = 0 y a es cualquier constante, entonces x = x^®^ + a ^ también es 
una solución de Ax = b. 
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*30. Suponga que det A = 0 y que y es una solución de A*y = 0. Demuestre que si (b, y) = 0 
para toda y de este tipo, entonces Ax = b tiene soluciones. Observe que éste es el inverso 
del problema 28; la forma de las soluciones se da en el problema 29. 

31. Demuestre que A = 0 es un eigenvalor de A si y sólo si A es singular. 

32. Demuestre que si A es hermitiana, entonces (Ax, y) = (x, Ay), en donde x y y son vectores 
cualesquiera. 

33. En este problema se muestra que los eigenvalores de una matriz hermitiana A son reales. 
Sea X un eigenvector correspondiente al eigenvalor A. 

a) Demuestre que (Ax, x) = (x, Ax). Sugerencia: ver el problema 32. 

b) Demuestre que A(^x) = A(x, x). Sugerencia: Recuerde que Ax = Ax. 

c) Demuestre que A = A; es decir que el eigenvalor A es real. 

34. Demuestre que si A^ y A 2 son eigenvalores de una matriz hermitiana A y si A^ ^ A 2 
entonces los eigenvectores correspondientes x^^^ y x^^^ son ortogonales. 

Sugerencia: aplique los resultados de los problemas 32 y 33 para demostrar que (A^ - 

A2)(x(1), x(2)) = 0. 


7.4 Teoría básica de los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden 


La teoría general de un sistema de n ecuaciones lineales de primer orden 

X'i = Pll(í)^l + • • ■ + Pln{t)Xn + 


X; = P„l(í)^l + • • • + PnÁ^)Xn + Qnit). 


( 1 ) 


se desarrolla en forma paralela a la de una sola ecuación lineal de «-ésimo orden. Por 
consiguiente, el análisis en esta sección sigue las misma líneas generales que en las seccio- 
nes 3.2, 3.3, y 4.1. Para analizar de manera más efectiva el sistema (1), se usa la notación 
matricial. Es decir, se consideran= (t>^(t), . . . ,x^ = como las componentes de un 
vector X = ^(í); de manera semejante, gy{t), ..., gjf) son las componentes de un vector g(t) 
y • • • 5 Pnn(^^ elementos de una matriz P(r) á&nxn. Entonces la ecuación ( 1 ) 

toma la forma 


x' = P(0x + g(0, (2) 

El empleo de vectores y matrices no sólo ahorra bastante espacio y facilita los cálculos, 
también destaca la semejanza entre los sistemas de ecuaciones y las ecuaciones (escalares) 
simples. 

Se dice que un vector x = es una solución de la ecuación ( 2 ) si sus componentes 
satisfacen el sistema de ecuaciones (1). A lo largo de toda esta sección se supondrá que P y 
g son continuas sobre algún intervalo a < t < p; es decir, que cada una de las funciones 
escalares/ 7 jj,... g^,,.,,g^ es continua allí. Según el teorema 7.1.2, esto es suficiente 

para garantizar la existencia de soluciones de la ecuación ( 2 ) en el intervalo a< t< p. 

Es conveniente considerar primero la ecuación homogénea 

x' = P(0x 


(3) 
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que se obtiene a partir de la ecuación (2) al hacer g(í) = 0. Una vez que se resuelve la 
ecuación homogénea, hay varios métodos que se pueden usar para resolver la ecuación no 
homogénea (2); esto se trata en la sección 7.9. Se usará la notación 


II 

Aii(0\ 

X2l(í)' 

1 

II 

/xiM 
X2k(t) \ 


\x„Át)l 

1 1 



para designar soluciones específicas del sistema (3), Nótese que = x^p (t) se refiere a la 
/-ésima componente de lay-ésima solución de En los teoremas 7.4.1 a 7.4.4 se enun¬ 
cian los hechos más importantes acerca de la estructura de las soluciones del sistema (3). 
Estos teoremas se parecen bastante a los teoremas correspondientes de las secciones 3.2, 
3.3 y 4.1; algunas de las demostraciones se dejan como ejercicio para el lector. 



Éste es el principio de superposición; se demuestra sencillamente al derivar -f 
y aplicar el hecho de que y satisfacen la ecuación (3). Mediante aplicaciones repe¬ 
tidas del teorema 7.4.1 se llega a la conclusión de que si x^’\ ..., x^^^ son soluciones de (3) 
entonces 


X = • -h C;,X^^\t) 


(5) 


también es una solución para cualesquiera constantes Cp ..., c^. Como ejemplo, es posible 
comprobar que 



satisfacen la ecuación 

- C l)’‘- 

Según el teorema 7.4.1, 



= c^x^^\t) + C2X^^^(£) (8) 

también satisface la ecuación (7). 

Como ya se indicó, mediante aplicaciones repetidas del teorema 7.4.1 se concluye que 
toda combinación lineal finita de las soluciones de (3) también es una solución. Ahora 
surge la pregunta de si todas las soluciones de (3) pueden hallarse de esta manera. Por 
analogía con casos anteriores, es razonable esperar que para un sistema de la forma (3) de 
A 2 -ésimo orden basta formar combinaciones lineales de n soluciones elegidas de manera 
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adecuada. Por lo tanto, sean , x^'*^ n soluciones del sistema (3) de n-ésimo orden y 

considérese la matriz X(t) cuyas columnas son los vectores , x^”\0i 

Ixiiit) ••• Xi„(í)\ 

x(í) = ; ; . (9) 

\^„i(í) • • • 

Recuérdese por lo visto en la sección 7.3 que las columnas de X(t) son linealmente inde¬ 
pendientes para un valor dado de í si y sólo si det X 0 para ese valor de t. Este determi¬ 
nante se llama wronskiano de las n soluciones ..., x^"^ y también se denota por 
..., x^'^)]; es decir, 

W[x(^),..., x('^>] = det X. (10) 

Entonces, las soluciones xO),..., son linealmente independientes en un punto si y sólo 
si W[x^'^\ ..., x^”^] no es cero allí. 



Antes de demostrar el teorema 7.4.2, nótese que, según el teorema 7.4.1, todas las expre¬ 
siones de la forma (11) son soluciones del sistema (3), mientras que por el teorema 7.4.2 
todas las soluciones del sistema (3) pueden escribirse en la forma (11). Si se piensa que las 
constantes Cj,..., son arbitrarias, entonces la ecuación (11) incluye todas las soluciones 
del sistema (3) y se le acostumbra llamar solución general. Se dice que cualquier conjunto de 
soluciones x^^\ ..., x^"^ de la ecuación (3), que sea linealmente independiente en cada punto 
del intervalo a < r < /J es un conjunto fundamental de soluciones para ese intervalo. 

Para probar el teorema 7.4.2 se demostrará, dada cualquier solución <j> de la ecuación (3), 
que <l>(r) = c^x^^\t) + ‘ + c^x^”l(í), para valores adecuados de Cj,,.., c^. Sea í = íq algún 

punto en el intervalo a < t < P y sea ^ = 4>(^o)* Ahora se quiere determinar si existe 
cualquier solución de la forma x = c^x^^^í) + • • • + c^xí"^(í) que también satisfaga la misma 
condición inicial x(íq) = Es decir, se desea saber si existen valores de Cj,,.., tales que 

CiX<‘>(ío) + • • • + c„x<"'(ío) = 4, (12) 

O, en forma escalar, 

ClXiiito) + • • • + C„Xi„(ío) = ^1, 


ClX„i(ío) + • • • + c„x„„(ío) = 


( 13 ) 
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La condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones (3) tengan una solución única 
Cp . . ., es precisamente que el determinante de los coeficientes, que es el wronskiano 
. . . , evaluado en t = t^, no se anule. La hipótesis de que x^^^, . , . , x^'^^ son 
linealmente independientes en todo el intervalo a< t< /3 garantiza que , x^"^] es 

diferente de cero en í = y, por consiguiente, existe una solución (única) de la ecuación (3) 
de la forma x = CjX^^\r) + • • • + que también satisface la condición inicial (12). Por 

la parte de unicidad del teorema 7.1.2, esta solución es idéntica a <1>(0 Y» donde, (|>(í) ~ 
CjX^^l(í) + ♦ * ’ + c^x^'’^(r), como tuvo que demostrarse. 



La importancia del teorema 7.4.3 radica en el hecho de que elimina la necesidad de 
examinar ..., en todos los puntos del intervalo de interés y permite determinar 

si . .., x^"^ forman un conjunto fundamental de soluciones, al evaluar simplemente su 
wronskiano en cualquier punto conveniente del intervalo. 

El teorema 7.4.3 se prueba al establecer en primer lugar que el wronskiano de ..., 
x^"^ satisface la ecuación diferencial (ver el problema 2 ) 

dW 

-^={p,,+P22 + -- +Pnr,W- ( 14 ) 

De donde, W es una función exponencial y la conclusión del teorema se sigue de inmediato. 
La expresión para W obtenida al resolver la ecuación (14) se conoce como fórmula de Abel; 
nótese la analogía con la ecuación (7) de la sección 3.3. 

Alternativamente, se puede establecer el teorema 7.4.3 al demostrar que si n solucio¬ 
nes x^*\ . . . , x^"^ de la ecuación (3) son linealmente dependientes en un punto t = í^, 
entonces deben ser linealmente dependientes en cada punto áta<t< ¡3 (ver el problema 8). 

Como consecuencia, si x^’\ ..., x^"^ son linealmente independientes en un punto, deben 
ser linealmente independientes en cada punto del intervalo. 

El siguiente teorema afirma que el sistema (3) siempre tiene por lo menos un conjunto 
fundamental de soluciones. 
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Para probar este teorema, nótese que la existencia y unicidad de las soluciones ..., 
mencionadas en el teorema 7.4.4 quedan aseguradas por el teorema 7.1.2. No es difícil ver 
que el wronskiano de estas soluciones es igual a uno cuando t = t^; por lo tanto, x^^^ ..., x^"^ 
son un conjunto fundamental de soluciones. 

Una vez que se encuentra un conjunto fundamental de soluciones, es posible generar 
otros conjuntos al formar combinaciones lineales (independientes) del primer conjunto. 
Para fines teóricos, el conjunto dado por el teorema 7.4.4 suele ser el más simple. 

En resumen, cualquier conjunto de n soluciones linealmente independientes del sistema 
(3) constituye un conjunto fundamental de soluciones. En las condiciones dadas en esta 
sección, esos conjuntos fundamentales siempre existen y toda solución del sistema (3) se 
puede representar como una combinación lineal de cualquier conjunto fundamental de so¬ 
luciones. 


Problemas 




1. Aplique álgebra matricial para demostrar la proposición que sigue al teorema 7.4.1, para 
un valor arbitrario del entero k. 

2. En este problema se describe una demostración del teorema 7.4.3 en el caso n = 2. Sean 

y x^ soluciones de la ecuación (3) para a < t < p y Wd wronskiano de x^^^ y x^^^. 

a) Demuestre que 



dx^^ 


xV' 

x<,'> 

di 

~dr 

+ 

dx^2^ 





dt 

dt 


b) Aplique la (3) para demostrar que 

dW 

c) Encuentre W{t) al resolver la ecuación diferencial obtenida en el inciso b). Use esta 
expresión para obtener la conclusión enunciada en el teorema 7.4.3. 

*d) Generalice este procedimiento para demostrar el teorema 7.4.3 para un valor arbitra¬ 
rio de n. 

3. Demuestre que los wronskianos de dos conjuntos fundamentales de soluciones del siste¬ 
ma (3) pueden diferir cuando más en una constante multiplicativa. 

Sugerencia: aplique la ecuación (14). 

4. Si Xj = y y ^^2 = /, entonces la ecuación de segundo orden 

y" + pit)y + q{t)y = 0 (i) 

corresponde al sistema 


X'i = X2, 
^2 = 


(ii) 


Demuestre que si x^b y x( 2 ) son un conjunto fundamental de soluciones de las ecuaciones 
(ii) y si y son un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación (i), entonces 
W[y^^\ y(2)] = cW[x^^\ en donde c es una constante diferente de cero. 
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Sugerencia: y^^\t) y ^^^(0 deben ser combinaciones lineales de a:j j(r) y x^ 2 Í^). 

5. Demuestre que la solución general de x' = P(í)x + g(í) es la suma de cualquier solución 
particular x^^^ de esta ecuación y la solución general x^^^ de la ecuación homogénea co¬ 
rrespondiente. 

6 . Considere los vectores = | | j y 

a) Calcule el wronskiano de x^^^ y x^^). 

¿En qué intervalos x^^^ y x^^^ son linealmente independientes? 

c) ¿Qué conclusión puede obtenerse acerca de los coeficientes en el sistema de ecuacio¬ 
nes diferenciales homogéneas satisfechas por xí^> y x^-^? 

d) Encuentre este sistema de ecuaciones y compruebe las conclusiones del inciso c). 

7. Considere los vectores x^^^(í) = í |y = / Ay responda las mismas preguntas del 

problema 6 . I 

En los dos problemas siguientes se indica una deducción alternativa del teorema 7,4.2. 

8. Sean , x^"*^ soluciones de x" = P(/)x sobre el intervalo a <t < p. Suponga que P 

es continua y sea un punto arbitrario en el intervalo dado. Demuestre que x^^\ ..., x^"*^ 
son linealmente dependientes para a < í < si (y sólo si) . . . , son 

linealmente dependientes. En otras palabras, x^^^,..., son linealmente dependientes 
sobre el intervalo (a, P) si son linealmente dependientes en cualquier punto de él. 
Sugerencia: Existen constantes Cp . . ., c^^^ tales que c^x^^^(íq) + • • • + c^x^'”^(íq) = 0. Sea 
z{t) = c^x^^^(r) + • • • + y aplique el teorema de unicidad para demostrar que z{t) 

= 0 para cada ttna<t < p, 

9. Sean . . , x^"*) soluciones linealmente independientes de x' = P(0x, en donde P es 
continua sobre a < í < p. 

a) Demuestre que cualquier solución x = z(t) puede escribirse en la forma 

Z(0 = CjX^^^(í) -h ■ • ■ + c^x^^V) 
para constantes adecuadas Cp .. ., 

Sugerencia: aplique el resultado del problema 11 de la sección 7.3, así como el problema 
8 anterior. 

b) Demuestre que la expresión para la solución z(í) del inciso a) es única; es decir, que si 

z(/) = + * ’ ' + entonces = c^,. .,, - c^. 

Sugerencia: Demuestre que {k^ - c^)x^^\t) + ' • • + - c^)\^'^\t) = 0 para cada / en a < 

í < /?y use la independencia lineal de x^^^,... x^^l 


7.5 Sjste^ hoinoqén^^^ con cogficientes 

En esta sección se empieza por demostrar cómo construir la solución general de un sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes; es decir, un sistema de la forma 

x'Ax, (1) 

en donde A es una matriz constante de /? x n. Por analogía con el tratamiento de las ecuacio¬ 
nes lineales de segundo orden en la sección 3.1, se buscan soluciones de (1) de la forma 

X = (2) 
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en donde deben determinarse r y el vector constante Si se sustituye x de la ecuación (2) en 
el sistema (1) da 


rge'-' = Age'*'. 

Una vez que se cancela el factor escalar diferente de cero se obtiene A| = r^, o bien, 

(A-rI)^ = 0, (3) 

en donde I es la matriz identidad úq nxn. Por tanto, para resolver el sistema de ecuaciones 
diferenciales (1), es necesario resolver el sistema de ecuaciones algebraicas (3). Este último 
problema es precisamente aquél en el que se determinan los eigenvalores y los eigenvectores 
de la matriz A. Por lo tanto, el vector x dado por la ecuación (2) es una solución de la (1) en 
el supuesto de que r sea un eigenvalor y ^ un eigenvector asociados de la matriz de coefi¬ 
cientes A. 


Encontrar la solución general del sistema 


V 1 


(4) 


Si se supone que x = y se sustituye x en la ecuación (4) se llega al sistema de ecuaciones 
algebraicas 


l-r 1 

4 i-^;u2 


(5) 


Las ecuaciones (5) tienen una solución que no sea la trivial si y sólo si el determinante de los 
coeficientes es cero. Por tanto, a partir de la ecuación 


1 -r 1 
4 1 -r 




^ , 


2r - 3 = 0. 


( 6 ) 


se encuentran valores permisibles de r. Las raíces de la ecuación (6) son = 3 y r 2 = -1, que son 
los eigenvalores de la matriz de coeficientes de la ecuación (4). Si r = 3, entonces el sistema (5) 
se reduce a la simple ecuación 

+ ^2 “ O) 

Por tanto, ^2 = y el eigenvector correspondiente a r ^ = 3 puede tomarse como 




( 8 ) 


De manera semejante, correspondiendo a r 2 = -1, se encuentra que de modo que el 

eigenvector es 


^< 2 ) = 


-2 


(9) 
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p Las soluciones correspondientes de la ecuación diferencial son 

I x'^>(£) = (^ye^ x'^)(£) = (^_Me-'. (10) 

U El wronskiano de estas soluciones es 




'I?. 




e~ 

\2e^^ —2e~ 


— 4e^\ 


(H) 


que nunca es cero. De donde, las soluciones y forman un conjunto fundamental y la 
solución general del sistema (4) es 


X — CiX^^^(0 + C2X^^^(í) 

= + ¿ai 2 )®''. (12) 


#; 

J en donde y C 2 son constantes arbitrarias. 

-J Para visualizar la solución (12) resulta útil considerar su gráfica en el plano para varios 
}f valores de las constantes y € 2 - Se empieza con x = c^x^^^í), o, en forma escalar, 

^ X, = = 2c.e^^. 

S' 1 i 1 

l| Al eliminar t entre estas dos ecuaciones, se ve que esta solución se encuentra sobre la recta X 2 = 
J 2xp ver la figura 7.5 .Iíí. Esta es la recta que pasa por el origen en la dirección del eigenvector 
Jí Si la solución se considera como la trayectoria de una partícula en movimiento, entonces 
J ésta se encuentra en el primer cuadrante cuando > 0 y en el tercero cuando < 0. En 
J cualquier caso, la partícula se aleja del origen a medida que t crece. A continuación, considérese 

í 

j Xi = C2É? ^ X2 = -2c2e ^ 

i 

p Esta solución está sobre la recta X 2 = ~2xp cuya dirección está determinada por el eigenvector 
La solución está en el cuarto cuadrante cuando ^2 > 0 y en el segundo cuando C 2 < 0, como 
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se muestra en la figura 7.5Aa, En los dos casos, la partícula se desplaza hacia el origen a medida 
que t crece. La solución (12) es una combinación de y Para t grande, el término 

es dominante y el término C 2 X^^^(/) se vuelve despreciable. Por tanto, todas las solucio¬ 
nes para que las que 0 son asintóticas a la recta ^2 = 2xj cuando í -♦ x. De manera semejan¬ 
te, todas las soluciones para las que € 2 ^ 0 son asintóticas a la recta X 2 = cuando r - x. En 
la figura 7.5.lí? se muestran las gráficas de varias soluciones. El patrón de las trayectorias en esta 
figura es típico de todos los sistemas de segundo orden x' = Ax para los que los eigenvalores son 
reales y de signos opuestos. En este caso, el origen se llama punto silla. 

En el párrafo anterior se describió la manera de trazar a mano una figura cualitativamente 
correcta de las trayectorias de un sistema como el de la ecuación (4), una vez que se determinan 
los eigenvalores y los eigenvectores. Sin embargo, para producir una figura detallada y exacta, 
como al 7.5.1a y otras que se presentarán posteriormente en este capítulo, una computadora es 
extremadamente útil, si no es que indispensable. 

Como alternativa para la figura 7.5.1a también es posible trazar la gráfica de o X 2 como 
función de f; en la figura 7.5.1b se muestran algunas gráficas típicas de x^ contra í, y las de ^2 
contra t son semejantes. Para ciertas condiciones iniciales, en la ecuación (12) se concluye que 

= 0, de modo que = C 2 e"^ y -► 0 cuando t x. 

Una de estas gráficas se muestra en la figura l.SAb, correspondiente a una trayectoria que 
tiende al origen en la figura 7.5.1a. Sin embargo, para la mayor parte de las condiciones inicia¬ 
les, Cj 0 y está dado poxx^ = + C 2 e*'^ Entonces, la presencia del término exponencial 

positivo hace que x^ crezca exponencialmente en magnitud cuando t crece. En la figura 7.5.1b se 
muestran varias gráficas de este tipo, correspondientes a trayectorias que se separan de la vecin¬ 
dad del origen en la figura 7.5.1a. Es importante comprender la relación entre las partes a y b de 
la figura 7.5.1 y otras figuras semejantes que aparecen después, ya que tal vez se desee visualizar 
soluciones en el plano x^X 2 o como funciones de la variable independiente t. 


Volviendo al sistema general (1), se procede como en el ejemplo. Para hallar soluciones 
de la ecuación diferencial (1) es necesario encontrar los eigenvalores y los eigenvectores de 
A, a partir del sistema algebraico asociado (3). Los eigenvalores .,., (que no necesa¬ 
riamente son todos diferentes) son raíces de la ecuación polinomial 

det(A-rI) = 0. (13) 

La naturaleza de los eigenvalores y de los eigenvectores correspondientes determina la 
naturaleza de la solución general del sistema (1). 

Sistemas hermitianos. La situación es más sencilla cuando A es una matriz hermitiana. 
Como se hizo ver en la sección 7.3, en este caso todos los eigenvalores son reales. 

Además, aun si algunos de los eigenvalores están repetidos, siempre existe un conjunto 
completo de n eigenvectores . . . , que son linealmente independientes (de hecho, 
ortogonales). De donde, las soluciones correspondientes del sistema diferencial (1) son 

Para demostrar que estas soluciones forman un conjunto fundamental, se evalúa su 
wronskiano: 
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.... x<"'](í) = 


■ ■ 




^(n)gr„, 



¿U. ... 


g(ri + ■ ■ ■ +r„)í 


Pin) 


(15) 


En primer lugar se observa que la función exponencial nunca es cero. En seguida, como los 
eigenvectores . . . , son linealmente independientes, el determinante del último 
término de la ecuación (15) es diferente de cero. Como consecuencia, el wronskiano 
..., nunca es cero; de donde, ..., x^'^^ forman un conjunto fundamental de solucio¬ 
nes. Por tanto, cuando A es una matriz hermitiana, la solución general de la ecuación (1) es 

X = + • * • -h (16) 

Una subclase importante de las matrices hermitianas es la clase de las matrices reales 
simétricas. Si A es real y simétrica, entonces todos los eigenvectores ..., así como 
los eigenvalores rp ..., son reales. De donde, las soluciones dadas por la ecuación (14) 
son de valores reales. Sin embargo, si la matriz hermitiana A no es real, entonces en general 
los eigenvectores tienen partes imaginarias diferentes de cero y las soluciones (14) son de 
valores complejos. 


Ejemplo 2 


J Encontrar la solución genera! de 

M La matriz de coeficientes de la ecuación (17) es real y simétrica, de modo que los resultados 
^ recientemente descritos son válidos para este problema. Si se supone que x = se obtiene el 
^ sistema algebraico 


/-3-r V2 

V V'2 -2 - 



los eigenvalores satisfacen 

(_3 _ r)(-2 _ r) - 2 = + 5r + 4 

= (r + l)(r + 4) = 0, 

de modo que r^ = —l y r 2 = -4. Para r = —1, la ecuación (18) queda 



(18) 


(19) 


( 20 ) 


^ De donde, ^2 = V eigenvector |0) correspondiente al eigenvalor r, = -1 puede tomarse 
I como 



( 21 ) 
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FIGURA 7.5.2 a) Trayectorias del sistema (17); el origen es un nodo, b) Gráficas de contra t para el sistema (17). 


De manera semejante, correspondiendo al eigenvalor r 2 = -4 se tiene = V2^2’ que el 
eigenvector es 



Por tanto, un conjunto fundamental de soluciones del sistema (17) es 

y la solución general es 

X = C,x“'(í) + C2X*^'(f) = C, (^^2)^"' 

En la figura 1.5.2a se muestran gráficas de la solución (24) para varios valores de y C 2 . La 
solución x^^^(í) tiende al origen a lo largo de la recta JC 2 = V^j, mientras que la solución x(^)(/) 
tiende al origen a lo largo de la recta x^=- \¡2x2. Las direcciones de estas rectas están determi¬ 
nadas por los eigenvectores y respectivamente. En general, se tiene una combinación de 
estas dos soluciones fundamentales. Cuando / —► oc, la solución x^^\/) es despreciable en compa¬ 
ración con x(^^(f). Por tanto, a menos que Cj = 0, la solución (24) tiende al origen tangente a la 
recta x^ = \Í2xy El patrón de trayectorias que se muestra en la figura 1.5.2a es típico de todos los 
sistemas de segundo orden x' = Ax para los que los eigenvalores son reales, diferentes y del 
mismo signo. El origen se conoce como nodo de un sistema de este tipo. Si los eigenvalores 
fuesen positivos en vez de negativos, las trayectorias serían semejantes, pero estarán recorridas 
hacia afuera. 

Aunque la figura 1.5.2a se obtuvo en computadora, obsérvese que es posible trazar rápida¬ 
mente a mano un esquema cualitativamente correcto de las trayectorias, con base en el conoci¬ 
miento de los eigenvalores y los eigenvectores. 
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S En la figura l,5.2h se muestran algunas gráficas típicas de contra t. Obsérvese que cada una 
m de las gráficas tiende asintóticamente al eje t cuando t crece, lo cual corresponde a una trayecto- 
B ria que tiende al origen en la figura 7.5.2a, El comportamiento de X 2 como función de t es 
í semejante. 


Ejemplo 3 


Encontrar la solución general de 


¡o 1 1 \ 

x' = |l 0 1 X. 

\1 1 0 / 


(25) 


De nuevo, se observa que la matriz de coeficientes es real y simétrica. Los eigenvalores y los 
eigenvectores de esta matriz se encontraron en el ejemplo 5 de la sección 7,3; a saber 


I 



i 


De donde, un conjunto fundamental de soluciones de (25) es 

y la solución general es 


(28) 


i'\ r\ / °\ 

X = 1 + C2j oje * + C3 1 je 


(29) 


Este ejemplo ilustra el hecho de que aun cuando un eigenvalor (r = -1) tiene multiplicidad dos, 
sigue siendo posible encontrar dos eigenvectores linealmente independientes ^0) u g(2) como 
consecuencia, construir la solución general (29). 


Sistemas no hermítianos. Si la matriz de coeficientes del sistema (1) 

x' = Ax 

no es hermitiana la situación referente a la solución es más complicada. Supóngase primero 
que A es real; entonces para los eigenvalores de A hay tres posibilidades: 

1. Todos los eigenvalores son reales y distintos. 

2. Algunos eigenvalores ocurren en parejas conjugadas complejas. 

3. Algunos eigenvalores se repiten. 
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El primer caso no presenta dificultades. Para cada eigenvalor existe un solo eigenvector 
real linealmente independiente y, en consecuencia, existen n soluciones linealmente inde¬ 
pendientes de la forma (14). 

De donde, la solución general está dada todavía por la ecuación (16), en donde ahora se 
entiende que ..., son todos diferentes. Este caso se ilustra en el ejemplo 1 anterior. 

Si algunos de los eigenvalores ocurren en parejas conjugadas complejas entonces aún se 
tienen n soluciones linealmente independientes de la forma (14), siempre que todos los 
eigenvalores sean diferentes. Por supuesto, las soluciones que surgen de eigenvalores com¬ 
plejos son de valores complejos. Sin embargo, como es la sección 3.4, es posible obtener un 
conjunto completo de soluciones de valores reales. Esto analiza la sección 7.6. 

Las dificultades más graves pueden ocurrir si un eigenvalor está repetido. En este caso, el 
número de eigenvectores linealmente independientes correspondientes puede ser menor 
que la multiplicidad del eigenvalor, como en el ejemplo 4 de la sección 7.3. De ser así, el 
número de soluciones linealmente independientes de la forma será menor que n. En¬ 
tonces, para construir un conjunto fundamental de; soluciones es necesario buscar solucio¬ 
nes adicionales de otra forma. La situación es algo semejante a la de una ecuación lineal de 
n-ésimo orden con coeficientes constantes; una raíz repetida de la ecuación característica 
dio lugar a soluciones de la forma .... El caso de los eigenvalores repetidos 

se trata en la sección 7.7. 

Por último, si A es compleja, pero no hermitiana, los eigenvalores complejos no necesa¬ 
riamente ocurren en parejas conjugadas y los eigenvectores suelen ser de valores complejos 
aun cuando el eigenvalor asociado puede ser real. Las soluciones de la ecuación diferencial 
(1) siguen siendo de la forma (14), en tanto que los eigenvalores sean distintos, pero en 
general todas las soluciones son de valores complejos. 


Problemas ^■■ 


En cada uno de los problemas 1 a 6, encuentre la solución general del sistema de ecuaciones 
dado. También, trace unas cuantas de las trayectorias y describa el comportamiento de las solu¬ 
ciones cuando t-^oo. 


1 . 

3. 

5. 




En los problemas 7 a 9 encuentre la solución general del sistema de ecuaciones dado. Tam¬ 
bién, trazar unas cuantas de las trayectorias. En cada uno de estos problemas, la matriz de 
coeficientes tiene un eigenvalor cero. Como resultado, el patrón de las trayectorias es dife¬ 
rente al de los ejemplos en el texto. 


7 . 
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En cada uno de los problemas 10 a 15, encuentre la solución general del sistema de ecuacio¬ 
nes dado. 


10 . 




/I 1 2^ 

12. x' = I 1 2 1 |x 

\2 1 1 / 


-8 -5 -3/ 



11 . 

13. 


15. 






En cada uno de los problemas 16 a 19, resuelva el problema con valor inicial dado. Describa 
el comportamiento de la solución cuando í oc. 


16. 





/ I 1 2\ 

18.x'- 0 2 2 X, 

\~1 1 3 / 



17. 

19. 



20. El sistema íx' = Ax es análogo a la ecuación de segundo orden de Euler (sección 5.5). Si 
se supone que x = lí'', en donde ^ es un vector constante, demuestre que | y « deben 
satisfacer (A - rl)^ =0; demuestre también que para obtener soluciones no triviales de la 
ecuación diferencial dada, r debe ser una raíz de la ecuación característica det (A - r I) = 0, 

Con referencia al problema 20, resuelva el sistema de ecuaciones dado en cada uno de los 
problemas 21 a 24. Suponga que t > 0. 

22. ÍX' = Q ~|)x 

'"'=(2 I2)" 

25. Considere un sistema de segundo orden x' = Ax. Suponga que 4^ r 2 - La solución 
general es x = en tanto que y sean linealmente indepen¬ 

dientes. En este problema, se establece la independencia lineal de ^0) y g(2) al suponer 
que son linealmente dependientes y demostrar a continuación que esto produce una con¬ 
tradicción, 

a) Observe que satisface la ecuación matricial (A-r^I)^^^^ = 0; de manera semejan¬ 
te, observe que (A - = 0. 

b) Demuestre que (A - = (^1 “ 

c) Suponga que y son linealmente dependientes; entonces = 0 y 

por lo menos una de Cj o C 2 es diferente de cero; suponga que c\ ^ 0. Demuestre que (A 
- + C 2 = 0 y también que (A - De 

donde, Cj = 0, lo que es una contradicción. Por consiguiente, y son linealmente 
independientes. 

d) Modifique el argumento del inciso c) para el caso en que es cero pero no C 2 no lo es. 

e) Desarrolle un argumento semejante para el caso en que el orden n = 3; observe que el 
procedimiento puede extenderse para abarcar un valor arbitrario de n. 




[2 


21. 

t\' = 

(3 

-2^ 



/4 

-3' 

23. 

íx' = 

u 

-6 
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26. Considere la ecuación 


ay" + by -f C 7 = 0 (i) 

en donde a^by c son constantes. En el capítulo 3 se demostró que la solución general 
dependía de las raíces de la ecuación característica 

ar^ + br c - 0. (ii) 

a) Transforme la ecuación (i) en un sistema de ecuaciones de primer orden al hacer Xj = 

y, ^2 = y'. Encuentre el sistema de ecuaciones x' = Ax satisfecho por 

b) Encuentre la ecuación que determina los eigenvalores de la matriz de coeficientes A 
del inciso a). Observe que esta ecuación es precisamente la ecuación característica (ii) de 
la ecuación (i), 

27. Reducción de orden. Este es un método para tratar los sistemas que no tienen un con¬ 
junto completo de soluciones de la forma Considere el sistema 



x' — 



X. 


a) Compruebe que x = | ^ j satisface la ecuación diferencial dada. 

b) Introduzca una nueva variable dependiente por medio de la transformación 


X = 



y- 


(i) 


(il) 


Observe que se obtiene esta transformación al sustituir la segunda columna de la matriz 
identidad por la solución conocida. Al sustituir x en (i), demuestre que y satisface el 
sistema de ecuaciones 




c) Resuelva la ecuación (iii) y demuestre que 



en donde Cj y ^2 son constantes arbitrarias, 

d) Use la ecuación (ii), demuestre que 


X = 


£1 

6 



(iii) 


(iv) 


(V) 


el primer término es una segunda solución independiente de la ecuación (i). Éste es el 
método de reducción de orden según se aplica a un sistema de ecuaciones de segundo orden. 

En los problemas 28 y 29, aplique el método de reducción de orden (problema 27) para 
resolver el sistema de ecuaciones dado. 


28. 




29. x' = 



X 
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Circuitos eléctricos. Los problema 30 y 31 están relacionados con el circuito eléctrico des¬ 
crito por el sistema de ecuaciones diferenciales deducido en el problema 20 de la sección 7.1: 



30. a) Encuentre la solución general de la ecuación (i), si 7? ^ = 1 ohm, = i 1 = 2 henry 
y C = I farad. 

b) Demuestre que /(/) -> 0 y V(t) -► 0 cuando t -► oc, sin importar los valores iniciales /(O) 

y v(oy 

31. Considere el sistema de ecuaciones (i) del problema 30. 

a) Halle una condición sobre C y L que deba cumplirse si los eigenvalores de la 

matriz de coeficientes tienen que ser reales y diferentes. 

b) Si se satisface la condición hallada en el inciso a), demuestre que los dos eigenvalores 
son negativos. Entonces demuestre que I(t) -► 0 y V(t) 0 cuando / oo, sin importar las 
condiciones iniciales. 

*c) Si no se satisface la condición hallada en el inciso a), los eigenvalores son comple¬ 
jos, o bien, repetidos. ¿Piensa el lector que también en estos casos I{t) -> 0 y V{t) 0 
cuando t oc? 

Sugerencia: En el inciso c), un enfoque es cambiar el sistema (i) por una sola ecuación de 
segundo orden. En las secciones 7.6 y 7.7 también se analizan los eigenvalores comple¬ 
jos repetidos. 




7.6 Eigenvalores complejos 

En esta sección nuevamente se considera un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas 
con coeficientes constantes 

x' = Ax (1) 

en donde ahora se supone que la matriz de coeficientes A es de valores reales. Si se buscan 
soluciones de la forma x = entonces se concluye, como la sección 7.5, que r debe ser un 
eigenvalor y ^ un eigenvector correspondiente de la matriz de coeficientes A. Recuérdese 
que los eigenvalores ..., de A son las raíces de la ecuación 

det(A-rI) = 0, (2) 

y los eigenvectores correspondientes satisfacen 

(A-rI)|=0. (3) 

Si A es real, entonces los coeficientes de la ecuación polinomial (2) para r son reales y 
cualesquiera eigenvalores complejos deben ocurrir en parejas conjugadas. Por ejemplo, si 
Tj = A + ijj, en donde A y /t son reales, es un eigenvalor de A, entonces también lo es r 2 = A 
- i ¡1 Además, los eigenvectores correspondientes y también son conjugados com¬ 
plejos. Para ver que así es, supóngase que y satisfacen 

(A-r,I)|(i) = 0. 


(4) 
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Al tomar el conjugado complejo de esta ecuación y observar que A e I son de valores reales, 
se obtiene 


(A - = 0, (5) 

en donde y son los conjugados complejos respectivamente. En otras 

palabras, también es un eigenvalor y es el eigenvector correspondiente. 

Entonces, las soluciones correspondientes 

x(i)(í) = (6) 

de la ecuación diferencial (1) son conjugadas complejas entre sí. Por lo tanto, como en la 
sección 3.4, es posible encontrar dos soluciones de valores reales de la ecuación (1) corres¬ 
pondientes a los eigenvalores y al tomar las partes real e imaginaria de o de 
dadas por la ecuación (6). 

Escríbase = a + b, en donde a y b son reales; entonces se tiene 

= (a + 

= (a -í- ih)e^\cos pt -j- i sen fit). (7) 

Una vez que se ha separado en sus partes real e imaginaria, se obtiene 

x^^^í) = eos fit — b sen fit) + ie^\ 2 L sen /rí + b eos /lí). (8) 

Si se escribe = u(/) + /v(r), entonces los vectores 

u(í) = e^^(a eos juí — b sen pt), (9a) 

v(í) = sen pt ~\-b eos pt) (9b) 

son soluciones de valores reales de la ecuación (1). Es posible demostrar que u y v son solu¬ 
ciones linealmente independientes (ver el problema 15). 

Por ejemplo, supóngase que - X + - X- ip, y que los r^,... ,r^ son todos reales 

y distintos. Sean los eigenvectores correspondientes = a + ib, = a - ib, , 

entonces, la solución general de (1) es 

X = CiU(í) -f C2V(í) + + • ' • + (10) 

en donde u(í) y v(í) quedan dados por las ecuaciones (9). Es necesario resaltar que este 
análisis sólo es válido si la matriz de coeficientes A de la ecuación (1) es real, ya que 
solamente así los eigenvalores y eigenvectores complejos ocurren en parejas conjugadas. 


Ejemplo 1 


Encontrar un conjunto fundamental de soluciones de valores reales del sistema 


Si se supone que 




X. 


( 11 ) 


X = 


( 12 ) 
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se llega al conjunto de ecuaciones algebraicas lineales 

ir 

para los eigenvalores y eigenvectores de A. La ecuación característica es 


1 


r 4-1 = 0; 


(13) 


(14) 


por lo tanto, los eigenvalores son + i y r 2 = -I - / . Por la ecuación (13), un simple 

cálculo muestra que los eigenvectores correspondientes son 




C(2) _ 


(15) 


De donde, un conjunto fundamental de soluciones del sistema (11) es 

Para obtener un conjunto de soluciones de valores reales, es necesario encontrar las partes real e 
imaginaria de x(^l o de En efecto, 


(16) 


De donde, 


(í) = I ^ )^''‘-^^(cos t + i sení) = 


eos t\ 
— sen t J ’ 


e eos A íe ''^sent 
— senf / eos t 


U(t): 


\{t) = 


sen t 
eos í 


(17) 


(18) 


es un conjunto de soluciones de valores reales. Para verificar que u(í) y v(0 son linealmente 
independientes, se calcula su wronskiano: 


W{u, y)(t) = 


eos t 
sen t 


-t¡2 

-tu 


sen t 
eos t 


= e ^(cos^ t -h sen^ t) — e \ 

En virtud de que ei wronskiano nunca es cero, se concluye que u(t) y v(/) constituyen un conjun¬ 
to fundamental de soluciones (de valores reales) del sistema (11). 

En la figura 1.6Aa se muestran las gráficas de las soluciones u(í) y v(/). Dado que 


u(0) = 


v(0) = 


las gráficas de u(/) y v(0 pasan por los puntos (1, 0) y (0, 1), respectivamente. Otras soluciones 
del sistema (11) son combinaciones lineales de u(r) y v(í), y en la figura 7.6.1a también se 
muestran las gráficas de algunas de estas soluciones. En todos los casos, la solución tiende al 
origen a lo largo de una trayectoria en espiral cuando í oo; esto se debe al hecho de que las 
soluciones (18) son productos de factores exponenciales que decaen y seno o coseno. En la 
figura 7.6.1¿? se muestran algunas gráficas típicas de contra t; cada una representa una oscila- 





7£ Eigenvalores complejos 


401 



I ción que decae con el tiempo. La figura 7.6.la es típica de todos los sistemas de segundo orden 
.f x' = Ax cuyos eigenvalores son complejos con parte real negativa. El origen se llama punto 
& espiral. Para un sistema cuyos eigenvalores tienen parte real positiva, las trayectorias son seme- 
fi jantes a las de la figura 7.6.1fl, pero la dirección del movimiento es alejándose del origen. De- 
'I pendiendo de los elementos de la matriz de coeficientes A, las espirales pueden ser en el sentido 
iS del movimiento de las manecillas del reloj, como en este ejemplo, o en sentido contrario. 


Ejemplo 2 


El circuito eléctrico que se muestra en la figura 7.6.2 se describe por el sistema de ecuaciones 
diferenciales 


It 




(19) 


en donde / es la corriente que pasa por la inductancia y y es la caída de voltaje a través del 
capacitor. Estas ecuaciones se dedujeron en el problema 19 de la sección 7.1. Supóngase que en 
el instante í = 0 la corriente es de 2 amperes y la caída de voltaje es de 2 volts. Encontrar J(t) y 
V(r) en cualquier instante. 



FIGURA 7.6.2 Circuito del ejemplo 2. 
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Si se supone que 


= ( 20 ) 

se obtienen las ecuaciones algebraicas 



Los eigenvalores se determinan a partir de la condición 


* =r2 + 2r + 3 = 0; (22) 

2 - 1 - r| 

Por tanto, = -1 + V2 í y ^ = -1 -V^. Entonces, los eigenvectores correspondientes se encuentran 
a partir de la ecuación (21); a saber, 




La solución de valores complejos correspondiente a y es 


(23) 


^ í \ 

V-v2í 

= í ^ V' ~^(cos + i sen\/2í) 

cosV2í ^ senV2t \ 

y/2 sen t) V - V 2 eos VT t) 



J-\ + V 2 0í 


(24) 


Las partes real e imaginaria de esta solución forman una pareja de soluciones linealmente inde¬ 
pendientes de valores reales de la ecuación (19); 


u(í) = c" 


eos V 2 1 


\J2 scnyj'2 tj 
De donde, la solución general de (19) es 


v(f) = e ‘ 


- 


eos yJ2 t 
J2 sen V'2 1 


4 - CyC 


Una vez que se imponen las condiciones iniciales 

)( 0 ) = 


sen \l2t 
- yfí eos V^2 t 


sen \/21 
— v'2 eos s/2t 


se encuentra que 


I. 

i 





(25) 


(26) 


(27) 


( 28 ) 
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FIGURA 7.6.3 Solución del problema con valor inicial del ejemplo 2. 

Por tanto, Cj = 2 y = - V2. Entonces la solución del problema propuesto queda dada por la 
ecuación (26), con estos valores de y C 2 . En la figura 7.6.3 se muestra la gráfica de la solución. 
La trayectoria forma una espiral en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj y 
tiende con rapidez al origen, debido al factor 


Problemas 




En cada uno de los problemas 1 a 8, exprese la solución general del sistema de ecuaciones 
dado en términos de funciones de valores reales. En cada uno de los problemas 1 a 6, trace 
también algunas trayectorias y describa el comportamiento de las soluciones cuando t oc. 



/I 

0 


0 

! 


7. X' = 2 

1 

-2 X 

8. x' = 1 -1 

0 

\3 

2 

1/ 

\-2 -1 

0/ 


En los problemas 9 y 10 encuentre la solución del problema dado con valor inicial. Describa 
el comportamiento de la solución cuando t> 00. 



En los problemas 11 y 12, resuelva el sistema de ecuaciones dado por el método del problema 
20 de la sección 7.5. Suponga que í 0. 


12 . 




11. íx' = 


1 -1 

2 -1 


X 


X 
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FIGURA 7.6.4 Circuito del problema 13. 


13. Considere el circuito eléctrico que se muestra en la figura 7.6.4. Suponga que = 7?^ = 
4 ohms, C = \ farad y L = 8 henry. 

a) Demuestre que este circuito se describe por el sistema de ecuaciones diferenciales 


d 

It 




(i) 


en donde I es la corriente que pasa por la inductancia y V es la caída de voltaje a través 
del capacitor. 

Sugerencia: ver el problema 18 de la sección 7.1. 

b) Encuentre la solución general de las ecuaciones (i) en términos de funciones de valo¬ 
res reales. 

c) Encuentre I{i) y V(t) si 7(0) = 2 ampere y V(0) = 3 volt. 

d) Determine los valores límite de 7(/) y V(t) cuando ¿Estos valores límite depen¬ 
den de las condiciones iniciales? 

14. El circuito eléctrico que se muestra en la figura 7.6.5 se describe por el sistema de ecua¬ 
ciones diferenciales 


d 

dt 





(i) 


en donde / es la corriente que pasa por la inductancia y V es la caída de voltaje a través 
del capacitor. Estas ecuaciones diferenciales se dedujeron en el problema 18 de la sec¬ 
ción 7.1. 

a) Demuestre que los eigenvalores de la matriz de coeficientes son reales y diferentes si 
L > 47?^C; demuestre que son conjugados complejos si L < 47?^C. 


C 

He 


R 

-MW-1 


FIGURA 7.6.5 Circuito del problema 14, 



7.7 Eigenvalores repetidos 


405 


b) Suponga que /? = 1 ohm, C = ^ farad y I = 1 henry. Encuentre la solución general del 
sistema (i) en este caso. 

c) Encuentre I(t) y V(t) si 7(0) = 2 ampere y V(0) = 1 volt. 

d) Para el circuito del inciso b), determine los valores límite de I(t) y V(t) cuando í *-♦ oo. 
¿Estos valores límite dependen de las condiciones iniciales? 

15. En este problema se indica cómo demostrar que u(í) y v(/), según se dan en las ecuacio¬ 
nes (9), son linealmente independientes. 

a) Sean = A + /// y = A - //i una pareja de eigenvalorej conjugados de la matriz de 
coeficientes A de las ecuaciones (1); sean = a + b y = a - ib los eigenvecto- 
res correspondientes. Recuerde que en la sección 7.3 se afirmó que si rj Fp Cntonces 
^(1) y ^(i)son linealmente independientes. Calcule el wronskiano de y y de¬ 
muestre que a y b también son linealmente independientes. 

b) Calcule el wronskiano de u(í) y \(t) en í = 0 y luego use el resultado del inciso a) con 
el teorema 7.4.3 para demostrar que u(/) y v(t) son linealmente independientes para toda í. 


7.7 Eigenvalores repetidos 

La consideración del sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes 

x' = Ax (1) 

se concluye con un análisis del caso en el que la matriz A tiene un eigenvalor repetido. Una 
vez más, el análisis de esta sección es válido sin importar que A sea real o compleja. Sir = p 
es una raíz con multiplicidad k de la ecuación determinantal 

det(A-rI) = 0, (2) 

se dice que p es un eigenvalor de multiplicidad k de la matriz A. En este caso, se tienen dos 
posibilidades: existen k eigenvectores linealmente independientes correspondientes al 
eigenvalor p, o bien existen menos de esos k eigenvectores. Estas posibilidades se ilustraron 
en los ejemplos 4 y 5 de la sección 7.3; en el ejemplo 5 un eigenvalor doble estaba acompa¬ 
ñado por dos eigenvectores linealmente independientes, mientras que en el ejemplo 4 un 
eigenvalor doble estaba asociado con sólo un eigenvector linealmente independiente. 

En el primer caso, considérese que ^ son /: eigenvectores linealmente inde¬ 
pendientes asociados con el eigenvalor p de multiplicidad k. Entonces x^^^(0 = ..., 

x(^)(í) = g son k soluciones linealmente independientes de la ecuación (1). Por tanto, en 
este caso no afecta el que el eigenvalor r = p esté repetido; todavía se tiene un conjunto 
fundamental de soluciones de la ecuación (1), de la forma Este caso siempre ocurre si 
la matriz de coeficientes A es hermitiana. 

Sin embargo, si la matriz de coeficientes no es hermitiana puede haber menos de k 
eigenvectores independientes correspondientes a un eigenvalor p de multiplicidad k y, de 
ser así, habrá menos de k soluciones de (1), de la forma asociadas con este eigenvalor. 
Por lo tanto para construir la solución general de la ecuación (1) es necesario encontrar otras 
soluciones de forma diferente. Por analogía con los resultados anteriores de las ecuaciones 
lineales de orden n, es natural buscar soluciones adicionales que comprendan productos de 
polinomios y funciones exponenciales. En primer lugar se considerará un ejemplo. 
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Ejemplo 1 


Encontrar un conjunto fundamental de soluciones del sistema 



Si se supone que x = y se sustituye x en la ecuación (3), se obtiene 


(3) 


r ~1 
3 -r 


o/’ 


(4) 


de lo cual se deduce que los eigenvalores de A son r ^ = r 2 = 2. Para este valor de r, las ecuaciones 
(4) expresan que + I 2 = 0- Por tanto, sólo existe un eigenvector dado por = (1, -1), 
correspondiente al eigenvalor doble. Por tanto, una solución del sistema (3) es 


xO\í) = 



(5) 


pero no existe una segunda solución de la forma x = Es natural tratar de hallar una segunda 
solución del sistema (3) de la forma 


X - 

en donde ^ es un vector constante por determinar. Si se sustituye x en la ecuación (3) da 


( 6 ) 


A fin de que se satisfaga la ecuación (7) para toda /, es necesario que cada uno de los coeficientes 
de y sean cero. A partir del término en se encuentra que 

^ = 0 . ( 8 ) 

De donde, no existe solución diferente de cero del sistema (3) que sea de la forma (6). 

Dado que la ecuación (7) contiene términos tanto en como en parece que además de 
la segunda solución debe contener un término de la forma en otras palabras, es 
necesario suponer que 

X = -f ^e^\ (9) 

en donde | y t] son vectores constantes. Una vez que se sustituye x por esta expresión en la 
ecuación (3) se obtiene 


-f (^ + 2ii)c^' - + He'O- 


( 10 ) 


Si se igualan los coeficientes de y en cada miembro de (10) da las condiciones 

(A-21)^ = 0, (11) 


y 


(A - 2I)t| = 4 (12) 

para la determinación de g y t|. La ecuación (11) se satisface si | es el eigenvector de A que 
corresponde al eigenvalor r = 2; es decir = (1, -1). Dado que det(A - 21) es cero, podría 
esperarse que no fuera posible resolver la ecuación (12); sin embargo, esto no es necesariamente 
cierto, ya que para algunos vectores ^ es posible resolverla. De hecho, la matriz aumentada de la 
ecuación (12) es 
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1 1 1|-1 

El segundo renglón de esta matriz es proporcional al primero, de modo que el sistema es resoluble. 
Se tiene 

por lo que si r¡^ = k, en donde k es arbitraria, entonces 7^2 = -k-í. Si se escribe 



entonces, al sustituir g y t) en la ecuación (9), se obtiene 

El último término de la ecuación (14) es simplemente un múltiplo de la primera solución 
y es posible ignorarlo, pero los dos primeros términos constituyen una nueva solución 

Un cálculo elemental muestra que y, por consiguiente, x^^^ y x^-^ forman un 

conjunto fundamental de soluciones del sistema (3). La solución general es 


X = CiX^^^í) + C2X^^^(í) 



FIGURA 7.7.1 a) Trayectorias del sistema (3); el origen es un nodo, b) Gráficas de contra t para el sistema (3). 
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p La gráfica de la solución (16) es un poco más difícil de analizar que en algunos de los ejemplos 
anteriores. Es evidente que x se vuelve no acotado cuando í oo y que x 0 cuando í — oo. Es 
J imposible demostrar que cuando í - oo, todas las soluciones tienden al origen tangentes a la 
j recta = -Jfp determinada por el eigenvector. De manera semejante, cuando t oo, cada trayec- 
i tona es asintótica a una recta de pendiente -1. En la figura 1.1 Aa se muestran las trayectorias 
P del sistema (3), y en la 1,1 Ab^ algunas gráficas típicas de Xj contra t. El patrón de trayectorias de 
p esta figura es típico de los sistemas de segundo orden x' = Ax con eigenvalores iguales y un solo 

I eigenvector independiente. En este caso, el origen también se denomina nodo. Si los eigenvalores 
son negativos, las trayectorias son semejantes, aunque se recorren en dirección hacia adentro. 

A partir del ejemplo, resulta evidente una diferencia entre un sistema de dos ecuaciones 
de primer orden y una sola ecuación de segundo orden. Recuérdese que para una ecuación 
lineal de segundo orden con una raíz repetida de la ecuación característica, no se requiere 
un término en la segunda solución, ya que es un múltiplo de la primera solución. Por 
otra parte, para un sistema de dos ecuaciones de primer orden, el término de la ecua¬ 
ción (9) con = 2 no es un múltiplo de la primera solución a menos que iq sea 
proporcional al eigenvector g asociado con el eigenvalor En virtud de que casi nunca es 
así, es necesario retener el término 

El mismo procedimiento puede aplicarse en el caso general. Considérese de nuevo el 
sistema (1) y supóngase que r = p es un eigenvalor doble de A, pero que solamente se tiene 
un eigenvector ^ correspondiente. Entonces una solución [semejante a la ecuación (5)] es 

x(i)(í) = (17) 

en donde ^ satisface 

(A-pI)4 = 0. (18) 

Al proceder como en el ejemplo, se encuentra que una segunda solución [semejante a la 
ecuación (5)] es 


x<2í(í) = (19) 

en donde ^ satisface la ecuación (18) y iq queda determinado por 

(A-pI)Ti=g. (20) 

Aun cuando det (A - pl) = 0, se puede demostrar que siempre es posible resolver la ecua¬ 
ción (20) para . El vector r\ se conoce como eigenvector generalizado correspondiente al 
eigenvalor p. 

Si r = p es un eigenvalor de la matriz A de multiplicidad mayor que 2, entonces existe una 
mayor variedad de posibilidades. Esto puede ilustrarse al considerar un eigenvalor de mul¬ 
tiplicidad tres. En primer lugar supóngase que el eigenvalor triple r = p tiene tres 
eigenvectores linealmente independientes y En este caso, el conjunto corres¬ 

pondiente de soluciones independientes es simplemente 

x^^\t) = ( 21 ) 

Supóngase ahora que existe un solo eigenvector linealmente independiente asociado con 
el eigenvalor triple r = p. Entonces la primera solución queda dada por la ecuación (17), 
una segunda solución por la ecuación (19) y una tercera solución es de la forma 
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x<'’(í) = ^^e'’' + níe'’' + ;e'", (22) 

en donde | satisface la ecuación (18), satisface la (20) y ^ queda determinado por 

(A-pI)^=Ti. (23) 

Una vez más, siempre es posible resolver la ecuación (23) para y los vectores y f se 
llaman eigenvectores generalizados. 

La última posibilidad es que haya dos eigenvectores linealmente independientes y 
correspondientes al eigenvalor r = p. Entonces, dos soluciones del sistema (1) son 

(24) 

Una tercera solución es de la forma 

(25) 

en donde ¿ satisface la ecuación (18) y iq es una solución de la (20). Aquí es necesario 
elegir ^ como una combinación lineal de los eigenvectores y de tal manera que la 
ecuación 


(A-pI)ii = g (26) 

sea resoluble. Si se escribe 

^ (27) 

entonces es necesario elegir Cj y C 2 de modo que sea posible despejar iq de la (26). Las 
soluciones x0)(r), x^^^í) y x^^)(í), dadas por las ecuaciones (24) y (25), forman un conjunto 
de soluciones independientes correspondientes al eigenvalor r = p, en este caso. 

Esta situación se ilustra en el problema 2. 

Si existe un eigenvalor de multiplicidad aun mayor, entonces la situación puede compli¬ 
carse más. Por ejemplo, si r = p es un eigenvalor de multiplicidad cuatro, es necesario tratar 
diferentes casos según haya cuatro, tres, dos o un eigenvector linealmente independientes. 
Es posible un tratamiento general de problemas con eigenvalores repetidos, pero compren¬ 
de tópicos avanzados de la teoría de matrices y rebasa el alcance de este libro. Aquí sólo se 
tratan las técnicas de cómputo necesarias para encontrar un conjunto fundamental de solu¬ 
ciones cuando las multiplicidades de los eigenvalores no son mayores que tres. 


Ejemplo 2 


^ Encontrar la solución del problema con valor inicial 

1 9 

x, 


x(0) 


^-1 -5 

Si se supone que x = se obtiene el sistema algebraico 


=(-!> 


1 ~r 
-1 


9 

-5 -r 


(28) 


( 29 ) 
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Por tanto, los eigenvalores son las raíces de 

(1 - r)(-5 - r) + 9 = + 4r + 4 = (/* + 2)^ = 0, 

de modo que -2. Por la ecuación (29), se encuentra que el eigenvector correspondiente 

es (3, -1). Por tanto, una solución del sistema (28) es 



Una segunda solución independiente es de la forma x = en donde ^ es el mismo 

que antes y r\ satisface (A + 2I)t| = ^, o bien, 



De donde, + 3?72 = 1, de modo que si r]^ = K entonces r¡^ - 1 -2>k, en donde k, es arbitraria. Por 
tanto. 



El término en que aparece k simplemente produce un múltiplo de la primera solución por 
lo que puede eliminarse y se obtiene la segunda solución 

x«)(t) = (31) 

Finalmente, la solución general del sistema (28) es 



FIGURA 7.7.2 Solución del problema con valor inicial del ejemplo 2. 
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Problemas 


Para satisfacer las condiciones iniciales, se hace r = 0 en la ecuación (32); esto da 



Como consecuencia, Cj = 1, C 2 = -2 y la solución del problema dado con valor inicial es 



En la figura 7,7.2 se muestra la gráfica de la solución. Obsérvese que tiende al origen cuando 
t 00 debido a los factores exponenciales negativos en la solución. A medida que tiende al 
origen, la gráfica es tangente a la recta de pendiente ~l/3 determinada por el eigenvector de la 
matriz de coeficientes; ésta es la línea discontinua de la figura 7.7.2. 




En cada uno de los problemas 1 a 6, encuentre la solución general del sistema dado de 
ecuaciones. 


1. x' = 

3. x' = 

5. x' = 



1 



1 

1\ 

1 

-1 X 

6. x' = 1 

0 

> 

1 

1 / 

\l 

1 

0/ 


En los problemas 7 y 8 encuentre la solución del problema con valor inicial dado. 



1 0 0 \ 
-4 1 Ojx, 

3 6 2/ 




9. Demuestre que r = 2 es una raíz triple de la ecuación característica del sistema 


1 -1 X, 

2 4/ 

y encuentre tres soluciones linealmente independientes de este sistema. 

En los problemas 10 y 11, resuelva el sistema de ecuaciones dado por el método del proble¬ 
ma 20 de la sección 7.5. Suponga que í > 0. 
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10. rx' = 


= U -7)* 


12. En este problema se indica la manera de proceder cuando hay un eigenvalor triple y sólo 
dos eigenvectores asociados. Considere el sistema 


x' = Ax = 


a) Demuestre que r = 1 es un eigenvalor triple de la matriz de coeficientes A y que 
solamente existen dos eigenvectores linealmente independientes 


Halle dos soluciones linealmente independientes y de la ecuación (i), 

b) Para encontrar una tercera solución, suponga que 

x^^^(t) = + r\e^; (iii) 

y luego demuestre que ^ y deben satisfacer 

(A - I)^ - 0, (iv) 

(A ~ 1)11 = (V) 

c) Demuestre que | en donde y C 2 son constantes arbitrarias, es la 

solución más general de la ecuación (iv). Demuestre que para resolver la ecuación (iv) 
es necesario que = ^ 2 - 

d) Es conveniente elegir = C 2 = 2. Para esta elección, demuestre que 


0|h-/cjI01 + 1c2Í 2 
-1/ W \-3 


en donde y k 2 son constantes arbitrarias. Aplique los resultados dados en las ecuacio¬ 
nes (iv) para encontrar una tercera solución linealmente independiente x^^^(/) de la ecua¬ 
ción (i). 

13. Demuestre que todas las soluciones del sistema 


tienden a cero cuando 00 si y sólo si a + d < 0 y ad — be > 0. Compare este resultado 
con el del problema 33 de la sección 3.5. 

14. Considere nuevamente el circuito eléctrico del problema 14 de la sección 7.6. Este cir¬ 
cuito se describe por el sistema de ecuaciones diferenciales 
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Jt 





a) Demuestre que los eigenvalores son reales e iguales si L = 4R^C. 

b) Suponga que R = 1 ohm, C = 1 farad y L = 4 henrys. Suponga también que 1(0) = 1 
ampere y V(0) = 2 volt. Encuentre I(t) y V(t). 


7,8 Matrices fundamenta les 

La teoría de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales puede aclararse aun más 
mediante la introducción de la idea de matriz fundamental. Este concepto es particularmente 
útil en la siguiente sección, en donde se extiende el método de variación de parámetros a 
los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. Supóngase que ..., forman 
un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación 

x' = P(0x (1) 

sobre algún intervalo a< t < p. Entonces, se dice que la matriz 


/xV^(í) x[^Ít)\ 

'F(í)= : \ i ( 2 ) 

\xí,»(t) - x^ty 


cuyas columnas son los vectores x^^^,.,., x^"^ es una matríz fundamental para el sistema 
(1). Nótese que cualquier matriz fundamental es no singular, ya que sus columnas son 
vectores linealmente independientes. 


Ejemplo 1 


Encontrar una matriz fundamental para el sistema 



En el ejemplo 1 de la sección 7.5 se encontró que 



son soluciones linealmente independientes de la ecuación (3). Por tanto, una matriz fundamen¬ 
tal para el sistema (3) es 




( 4 ) 
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La solución de un problema con valor inicial puede escribirse de manera muy compacta 
en términos de una matriz fundamental. La solución general de la ecuación (1) es 


X = CiX^^^(í) + • • • + 

o, en términos de 'L(í), 


(5) 


X = 4'(í)c, (6) 

en donde c es un vector constante con componentes arbitrarias Cp ..., c^. Para un problema 
con valor inicial que conste de la ecuación diferencial (1) y la condición inicial 

x(g = xO, (7) 

en donde es un punto dado en a < í < ^ y x® es un vector inicial dado, basta elegir el 
vector c en la ecuación (6) de modo que se satisfagan la condición inicial (7). De donde, c 
debe satisfacer 


'F(to)c = x« (8) 

Por lo tanto, como NK (r) es no singular, 

c = 'F-Hío)x", (9) 

y 

X = T(í)T~Hío)x'' (10) 

es la solución del problema con valor inicial. Sin embargo, es necesario resaltar que para 
resolver un problema con valor inicial dado, por lo general se resolvería la ecuación (8) 
por reducción de renglones y después se sustituiría c en la ecuación (6), en vez de calcular 
'P “^(íq) y usar la ecuación (10). 

Recuérdese que cada columna de la matriz fundamental 4^ es una solución de la ecua¬ 
ción (1). Se concluye que T satisface la ecuación diferencial matricial 


'F' = P(í)'P. (11) 

Esta relación se confirma con facilidad al comparar los dos miembros de la ecuación (11), 
columna por columna. 

Algunas veces es conveniente usar la matriz fundamental especial, denotada por 0(/), 
cuyas columnas son los vectores xOl, ..., designados en el teorema 7.4.4. Además de 
la ecuación diferencial (1), estos vectores satisfacen las condiciones iniciales 

x<^')(ío) = e<-i\ (12) 

en donde eD es el vector unitario, definido en el teorema 7.4.4, que tiene un uno en laj-ésima 
posición y ceros en todas las demás posiciones. Por tanto, <I>(í) tiene la propiedad de que 


(;; 



(13) 


1 
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Siempre se reservará el símbolo O para denotar la matriz fundamental que satisface la 
condición inicial (13) y 'F se usará cuando se quiera representar una matriz fundamental 
arbitraria. En términos de ^(t), la solución del problema con valor inicial (1) y (7) es de 
apariencia aún más sencilla; dado que ^"^(íq) = I, por la ecuación (10) se concluye que 

X = ^(t)x^. (14) 

Aunque la matriz fundamental ^(t) a menudo es más complicada que la 'F(í), es especial¬ 
mente útil si debe resolverse repetidas veces el mismo sistema de ecuaciones diferenciales, 
sujeto a muchas condiciones iniciales diferentes. Esto corresponde a un sistema físico dado 
que puede partir de muchos estados iniciales diferentes. Si ya se ha determinado la matriz 
fundamental Í>( 0 j entonces puede hallarse la solución para cada conjunto de condiciones 
iniciales simplemente por multiplicación matricial, como se indica en la ecuación (14). Por 
tanto, la matriz d>(í) representa una transformación de las condiciones iniciales hacia la 
solución x(í) en un instante arbitrario (0- Al comparar las ecuaciones (10) y (14) resulta 
evidente que <I>(í) = 4 ^(í)'P“^(íq). 


Ejemplo 2 | Para el sistema (3) 


del ejemplo 1, encontrar la matriz fundamental ^ tal que 4>(0) = I. 

Las columnas de O son soluciones de la ecuación (3) que satisfacen las condiciones iniciales 

x'*'(0) = Q, x‘^>(0) = (15) 

En virtud de que la solución general de (3) es 



es posible hallar la solución que satisfaga el primer conjunto de estas condiciones iniciales 
al elegir = C 2 = 5 ; de manera semejante, se obtiene la solución que satisface el segundo 
conjunto de condiciones iniciales al elegir J y C 2 = -?. De donde. 


0(0 = 






(16) 


Nótese que los elementos de 0(0 son más complicados que los de la matriz fundamental 4^(0 
dada por la ecuación (4); sin embargo, ahora es fácil determinar la solución correspondiente a 
cualquier conjunto de condiciones iniciales. 


Ahora se volverá al sistema 


x' = Ax, (17) 

en donde A es una matriz constante, no necesariamente real. En las secciones 7.5 a 7.7 se 
describió cómo resolver un sistema de este tipo a partir de la hipótesis de que x = Aquí 
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se proporciona otro punto de vista. La razón básica por la que un sistema de ecuaciones 
presenta cierta dificultad es que las ecuaciones suele estar acopladas; en otras palabras, 
algunas o todas las ecuaciones comprenden más de una, quizá todas, las variables depen¬ 
dientes. Esto ocurre siempre que la matriz de coeficientes A no es una matriz diagonal. De 
donde, las ecuaciones del sistema deben resolverse simultáneamente, en vez de consecuti¬ 
vamente. Esta observación sugiere que una manera de resolver un sistema de ecuaciones 
podría ser transformarlo en un sistema equivalente no acoplado en el que cada ecuación 
contenga sólo una variable dependiente. 

Esto corresponde a transformar la matriz de coeficientes A en una matriz diagonal 
Según los resultados citados en la sección 7.3, es posible realizar esto siempre que A 
tenga un conjunto completo de n eigenvalores linealmente independientes. Sean , 

los eigenvectores de A correspondientes a los eigenvalores rp . . . , y fórmase la 
matriz de transformación T cuyas columnas sean ..,, entonces 


^¿(1) ... 


(«)\ 


T = 


Si se define una nueva variable dependiente y mediante la relación 

x = iy, 

por la ecuación (7) se tiene que 

Ty' = ATy, 

o bien, 

y' = ('r'AT)y. 

Por la ecuación (46) de la sección 7.3, 

/r, 0 

T-*AT = D= ^ 


.0 0 


(18) 

(19) 

( 20 ) 

( 21 ) 


( 22 ) 


es la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los eigenvalores de A. Por tanto, 
y satisface el sistema no acoplado de ecuaciones 


y' = Dy, 

para el cual una matriz fundamental es la matriz diagonal 

/?'■■' 0 ■ • • 0 

„ . ••• 0 

Q(í) = 



(23) 


(24) 
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Entonces, a partir de Q, se encuentra una matriz fundamental 'F para el sistema (17), por la 
transformación (19), 


M» = TQ; 

es decir 


'K(í) = 






(25) 


(26) 


La ecuación (26) es el mismo resultado que se obtuvo antes. Este procedimiento de 
diagonalización no brinda ventajas de cómputo sobre el método de la sección 7.5, ya que en 
cualquiera de los dos casos es necesario calcular los eigenvalores y los eigenvectores de la 
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones diferenciales. A pesar de ello, es digno de 
atención que el problema de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales y el de di agonal i- 
zar una matriz son matemáticamente los mismos. 


La matriz exp(A0. La función exponencial escalar Qxp(at) puede representarse por la 
serie de potencias 


00 

exp(aí) = t + (27) 

n = 1 ni 

que converge para toda t. Reemplácese ahora el escalar a por la matriz constante Aáe nx 
n y considérese la serie correspondiente 






(28) 


Cada término de la serie (28) es una matriz nx n. Es posible demostrar que cada compo¬ 
nente de esta suma matricial converge para toda t cuando n-* oo. Por tanto, la serie (28) 
define con su suma una nueva matriz, que se denota por exp(A/); es decir 


exp(At) = I -I- X 


A”r" 


(29) 


análoga al desarrollo (27) de la función escalar exp(íir). 
Al derivar término a término la serie (29) se obtiene 


d ® 

j- [exp(Ar)] = ^ ^ = A 


di ^ „^.(n-l)! 

Por tanto, exp(A/) satisface la ecuación diferencial 

d 


*+ Z 


av 


fi“i n\ 


= A exp(At). 


dt 


exp(Ar) = A exp(A£). 


(30) 


(31) 


Además, cuando / - 0, exp(A/) satisface la condición inicia! 


exp(Aí)[^^ = I. 


(32) 
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Problemas 


Por tanto, es posible identificar exp(Aí) con la matriz fundamental que satisface el mis¬ 
mo problema con valor inicial que exp(Ar), a saber 

= A^, a>(0) = L (33) 

Como resultado de esta interpretación de la función exponencial matricial exp(Aí), es posi¬ 
ble escribir la solución del problema con valor inicial 

x' = Ax, x(0) = x« (34) 

en la forma 

X = exp(A/)x^. (35) 

La solución (35) es precisamente la ecuación (14) en la que se reemplazó ^(í) por exp(Aí). La 
forma de la solución (35) apoya la analogía entre los sistemas de ecuaciones de primer 
orden y las ecuaciones escalares simples; recuérdese que la solución del problema escalar 
con valor inicial 


= fljc, x(0) = Xq, (36) 

en donde a es una constante, es 

= .Yq txp{at). (37) 

Para justificar de manera más concluyente el empleo de exp(Ar) por la suma se la serie 
(28), es necesario demostrar que esta función de hecho tiene las propiedades que se asocian 
a la función exponencial. En el problema 12 se describe una manera de realizar esto. 




En cada uno de los problemas 1 a 10, encuentre una matriz fundamental para el sistema de 
ecuaciones dado. En cada caso, halle también la matriz fundamental ^(0 4^^ satisfaga 
0(0) = I. 


1 . 

3. 

5. 

7 . 

9. 
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11. Demuestre que <I>(r) = ^ (ty¥~\t¿)y en donde 0(f) y W (t) son como se definieron en esta 
sección. 

12. Sea <I>(í) la matriz fundamental que satisface <!>' = A<í>, ^(0) = I. En el texto esta matriz 
también se denotó por exp(Aí). En este problema se demuestra que de hecho tiene las 
principales propiedades algebraicas que se asocian a la función exponencial. 

a) Demuestre que ^(t)<P{s) = 4>(í + s); es decir, que exp(AOexp(As') = exp[A(/ -í- 5 )]. 

Sugerencia:DcmuQstTQ que si 5 es fija y t es variable, entonces tanto como ^(t 

+ s) satisfacen el problema con valor inicial Z' = AZ, Z(0) = ^( 5 ). 

b) Demuestre que = I; es decir, que exp(A/)exp[A(-/)] = I. Entonces de¬ 

muestre que 0(~í) = 

c) Demuestre que ^(t - 5 ) = <^{t)<^~^(s). 

13. Demuestre que si A es una matriz diagonal, con elementos en la diagonal «p « 2 » • * ’ 
entonces exp(Aí) también es una matriz diagonal, cuyos elementos en la diagonal son 
exp(fl^0> exp(a 2 , t),..., cxp(a^t). 

(k l\ 

14. Sea A = , en donde A es un número real arbitrario. 

0 A 


a) Encuentre A^, A^ y A"^. 


b) Mediante un argumento inductivo, demuestre que A” = 

c) Determine exp(Aí). 

d) Resuelva el problema con valor inicial x' = Ax, x(0) = x^ al aplicar la ecuación (35) 
del texto. 

e) Resuelva el problema con valor inicial del inciso d) mediante el método de la sección 
7.7. Demuestre que las soluciones obtenidas en los incisos d) y e) son las misma. 

*15. El método de aproximaciones sucesivas (ver la sección 2.11) también puede aplicarse a 
los sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, considere el problema con valor inicial 


A" //A«“A 
0 k^ j 


x' = Ax, x(0) = x®, 


(i) 


en donde A es una matriz constante y x^ un vector preescrito. 

a) Si se supone que existe una solución x = <^(í), demuestre que ésta debe satisfacer la 
ecuación integral 


0(í) = x» +J^'A.^(s)ds. (ii) 

b) Parta de la aproximación inicial = x^. Sustituya por esta expresión en el 

segundo miembro de la ecuación (ii) y obtenga una nueva aproximación <^^^^(0- De¬ 
muestre que 

</»í^^(0 = (I + Ar)x^. (iii) 

c) Repita este proceso y obtenga de ese modo una sucesión de aproximaciones 

^ Aplique un argumento inductivo para demostrar que 

+ At + ^ + • • • + A" (iv) 

d) Sea n-*ocy demuestre que la solución del problema con valor inicial (i) es 

<^(í) = exp(A/)x°. (v) 
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7.9 Sistemas lineales no homogéneos 


En esta sección se volverá al sistema no homogéneo 

x' = P(/)x + g(í), (1) 

en donde la matriz P(/) de x /i y el vector g(í) de « x 1 son continuos para a< t < p. Por 
el mismo argumento de la sección 3.6 (ver también el problema 16 de esta sección), la 
solución general de la ecuación (1) puede expresarse como 

X = + • • * + c^x^"^(r) + v(í), (2) 

en donde CjX^^^(r) + • • • + es la solución general del sistema homogéneo x' = P(í)x, 

y v(/) es una solución particular del sistema no homogéneo (1). Se describen con brevedad 
varios métodos para determinar v(í). 

Se empezará con los sistemas de la forma 

x' = Ax + g(0, (3) 

en donde A es una matriz constante diagonizable úq n x n. Al diagonalizar la matriz de 
coeficientes A, como se indicó en la sección 7.8 es posible transformar la ecuación (3) en 
un sistema de ecuaciones fácilmente resoluble. 

Sea T la matriz cuyas columnas son los eigenvectores ..., de A y defínase una 
nueva variable dependiente y por 

x = Ty. (4) 

Entonces, si se sustituye x en la ecuación (3), se obtiene 


T>' = Al> + g(í). 

Al multiplicar por se concluye que 

y' = (T-'AT)y + 'r'g(/) = Dy + h(/) (5) 

en donde h(í) = T“'g(í), y D es la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los 
eigenvalores . . . , de A, dispuestos en el mismo orden en que los eigenvectores 
correspondientes . . . , aparecen como columnas de T. La ecuación (5) es un 
sistema de n ecuaciones ?w acopladas parayj(í), • • •, como consecuencia, las ecua¬ 
ciones pueden resolverse por separado. En forma escalar, la ecuación (5) queda 

y,'(0 = rjyft) + hft\ (6) 

en donde h.{t) es cierta combinación lineal de g^{t\ ..., gjd)- ecuación (6) es lineal de 
primer orden y es posible resolverla por los métodos de la sección 2.1. De hecho, se tiene 


y.(t) = e ds + = 1,. . ., n, (7) 

en donde c. son constantes arbitrarias. Por último, se obtiene la solución x de la ecuación 
(3) a partir de la (4). Cuando el segundo término del segundo miembro de (7) se multiplica 
por la matriz de transformación T, se obtiene la solución general de la ecuación homogénea 
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Ejemplo 1 


x' = Ax, mientras que el primer término del segundo miembro de (7) produce una solución 
particular del sistema no homogéneo (3). 


Mí 

M 

ii 


Encontrar la solución general del sistema 

-2 1 
1 -2 


X = 


X -i- 


2e- 

3t 


= Ax + g(í). 


( 8 ) 


Si se procede como en la sección 7.5, se encuentra que los eigenvalores de la matriz de 
coeficientes son = -3 y r 2 = -1 y que los eigenvectores correspondientes son 


ti 




-1 


^(2) _ 


Por tanto, la solución general del sistema homogéneo es 




X = 


-1 


-31 /I 

e + C 2 


(9) 


( 10 ) 


Antes de escribir la matriz T de eigenvectores, recuérdese que al final debe hallarse La 
matriz de coeficientes A es real y simétrica, de modo que es posible aplicar el resultado enuncia¬ 
do al final de la sección 7.3: T"’ es simplemente la adjunta o (dado que T es real) la transpuesta 
de T, siempre que los eigenvectores de A se normalicen de modo que (^, ^) = 1. De donde, una 
vez que se normalizan |(0 y ^(2)^ se tiene 


V 2 


1 1 

-1 1 


V2V> 


(II) 


Al hacer x = Ty y sustituir x en la ecuación (8), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 
para la nueva variable dependiente y: 


y = Dy T ^g(r) = 


0 \ 1 

.iy + 7iU" + 3t 


( 12 ) 


Por tanto, 


/, + 3y, = ^Jle^ 


V2 

y-! + ^2 = V2 e '3-p t. 

V2 


(13) 


Cada una de las ecuaciones (13) es lineal y de primer orden, por lo que es posible resolverlas por 
los métodos de la sección 2.1. De esta manera, se obtiene 


v2 3 \(t 


+ c,e~ 


>2 = — (í - 1) + C2í> 

V2 


(14) 
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I 

I 


Por último, la solución se escribe en términos de las variables originales; 


X 



+ y2\ 

->’l + >’2/ 


f + [(í’a/v^) + i]^ ' + f - f + te~' 

— 2 ]^ ' + 2r — f + re 



en donde = c^l ^ y = c^hTl. Los dos primeros términos del segundo miembro de la (15) 
f forman la solución general del sistema homogéneo correspondiente a la ecuación (8). Los tér- 
4 | minos restantes son una solución particular del sistema no homogéneo. 


Una segunda manera de hallar una solución particular del sistema no homogéneo (1) es 
el método de los coeficientes indeterminados, A fin de aplicar este método, se supone la 
forma de solución con algunos o todos los coeficientes no especificados y, a continuación, 
se busca determinar estos coeficientes de modo que se satisfaga la ecuación diferencial. En 
el aspecto práctico, este método sólo es aplicable si la matriz de coeficientes P es una 
matriz constante y si las componentes de g son funciones polinomiales, exponenciales o 
sinusoidales, o de sumas de productos de éstas. En estos casos, es posible predecir la forma 
correcta de la solución de manera sencilla y sistemática. El procedimiento para elegir la 
forma de la solución es sustancialmente el mismo que el dado en la sección 3.6 para ecua¬ 
ciones lineales de segundo orden. La diferencia más importante se ilustra por el caso de un 
término no homogéneo de la forma \\e^\ en donde A es una raíz simple de la ecuación 
característica. En esta situación, en vez se suponer una solución de la forma es 
necesario usar en donde a y b se determinan por sustitución en la ecuación 

diferencial. 


Ejemplo 2 


i 

i 

0 . 


í 

0 


Aplicar el método de los coeficientes indeterminados para encontrar una solución particular de 

x'=( ^ -2)* ^^ 

Este es el mismo sistema de ecuaciones que el del ejemplo 1. Para aplicar el método de los 
coeficientes indeterminados, g(í) se escribe la forma 



Entonces se supone que 

X = v(í) = + be"' -f- ct -i- d. 


(17) 


(18) 


í! en donde a, b, c y d son vectores por determinar. Obsérvese que r = -1 es un eigenvalor de la 
í matriz de coeficientes y, por lo tanto, es necesario incluir tanto a/c“' como be~^ en la solución 
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supuesta. Al sustituir la ecuación (18) en la (16) y agrupar términos, se obtienen las siguientes 
ecuaciones algebraicas para a, b, c y d: 


Aa = ~a, 



(19) 


Ad = c. 


Por la primera de las ecuaciones (19) se observa que a es un eigenvector de A correspondiente 
al eigenvalor r = -1. Por tanto, a^ = (1,1). Entonces, por la segunda se encuentra que 


b = 




( 20 ) 


para cualquier constante k. La elección más sencilla es /: = 0, con lo cual = (0, -1). En 
seguida, la tercera y cuarta dan = ( 1 , 2 ) y = (- 5 . - j)» respectivamente. 

Finalmente, por la ecuación (18) se obtiene la solución particular 


v(í) = 








( 21 ) 


La solución particular (21) no es idéntica a la contenida en la ecuación (15) del ejemplo 1 
porque el término en es diferente. Sin embargo, si en la (20) se elige k-\, entonces b^ = (i, 
~^) y entonces concuerdan las dos soluciones particulares. 


A continuación se vuelve al problema más general en el que la matriz de coeficientes es 
no constante o no diagonalizable. Sea 

x' = P( 0 x + g( 0 , ( 22 ) 

en donde P(í) y g(t) son continuas sobre a< t < p. Supóngase que se encontró una matriz 
fundamental 'P(í) para el sistema homogéneo correspondiente, 

x' = P(0x. (23) 

Se aplica el método de variación de parámetros para construir una solución particular y la 
solución general, del sistema homogéneo ( 22 ). 

Como la solución general del sistema homogéneo (23) es V(r)c, es natural proceder 
como en la sección 3.7 y buscar una solución del sistema no homogéneo (22) al sustituir el 
vector constante c por una función vectorial u(í). Por tanto, se supone que 

x - y(í)u(í), (24) 

en donde u(í) es un vector por determinar. Una vez que se deriva x, según se expresa en la 
ecuación (24) y al requerir que se satisfaga la ecuación (22), se obtiene 

Y'(0u(í) + 'P(í)u'(í) = Pimt)u(t) + g(í). 


(25) 
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En virtud de que 4^ (í) es una matriz fundamental, donde, la ecuación 

(25) se reduce a 


'P(t)u'(£) = g{t). (26) 

Recuérdese que 4^ (f) es no singular sobre cualquier intervalo en donde P sea continua. De 
donde, 4^“^(0 existe y, por lo tanto, 


uXí)-'F'HOg(í)- (27) 

Así para n(t) es posible seleccionar cualquier vector de la clase de vectores que satisfacen 
la ecuación (27); estos vectores están determinados sólo hasta un (vector) constante aditivo 
arbitrario; por consiguiente, u(/) se denota por 

u(£) = J'P-HWát + c, (28) 

en donde el vector constante c es arbitrario. Por último, si se sustituye u(/) en la ecuación 
(24) se obtiene la solución x del sistema (22): 

X = 'l'(f)c + 'í'(f) J ■ Ht)g(t) dt. (29) 

Como c es arbitrario, mediante una selección adecuada de c es posible satisfacer cual¬ 
quier condición inicial en un punto t = Por tanto, toda solución del sistema (22) está 
contenida en la expresión dada por la ecuación (29); por lo tanto, es la solución general de 
la (22). Nótese que el primer término del segundo miembro de (29) es la solución general 
del sistema homogéneo correspondiente (23), y que el segundo término es una solución 
particular de la propia (22). 

Considérese ahora el problema con valor inicial que consta de la ecuación diferencial 
(22) y la condición inicial 


x(fo) = x°, (30) 

La solución de este problema puede escribirse de manera más conveniente si para la solu¬ 
ción particular de la ecuación (29) se elige la solución específica que es cero cuando t = íq. 
Se puede hacer esto al usar como límite inferior de integración en (29), de modo que la 
solución general de la ecuación diferencial toma la forma 


X = 4'(0c + 'P(í) f' T-Hs)g(s) ds. 

Jto 

La condición inicial (30) también puede ser satisfecha siempre que 

c = 'P-Hío)x°. 

Por consiguiente, 


(31) 


(32) 


X = 'P(£)'P- Hío)x° + '*'(0 í' Hs)g(s) ds (33) 

Jto 

es la solución del problema con valor inicial dado. Una vez más, que es útil usar 4* ’ para 
escribir las soluciones (29) y (33), en casos particulares suele ser mejor resolver las ecua- 
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dones necesarias por reducción respecto a los renglones, en vez de calcular 4^ y sustituir 
en las ecuaciones (29) y (33). 

La solución (33) toma una forma ligeramente más sencilla si se utiliza la matriz funda¬ 
mental <I>(í) que satisface ^(íq) = I. En este caso se tiene 

X = 0(í)x^ -h <l>(í) r ds, (34) 

Jto 

La ecuación (34) puede simplificarse aun más si la matriz de coeficientes P(í) es una matriz 
constante (ver el problema 17). 


Ejemplo 3 H Aplicar el método de variación de parámetros para encontrar la solución general del sistema 

(35) 


X = 


-2 
1 -2 


X + 


2^-' 

3í 


Este es el mismo sistema de ecuaciones que el de los ejemplos 1 y 2. 

En la ecuación (10) se dio la solución general del sistema homogéneo correspondiente. Por 
tanto, 


m = 


(36) 


es una matriz fundamental. Entonces, la solución x de la ecuación (35) queda dada por x = 
4'(r)u(í), en donde u(í) satisface 4'(r)u'(0 = g(0» o sea, 


2e“^ 

3í 

Si se resuelve la ecuación (37) por reducción respecto a los renglones, se obtiene 


(37) 


= 1 + he\ 


J De donde, 


11 


I y 


X = 'F(r)u(í) 
1 

-1 


wi(ó = k 




+ c,, 


«2(0 = t + jte^ - fe' -h ^2, 


e H- C 2 


e ' + 


" "ñ-i 


e ' + 


que es la misma solución obtenida antes. 


t — 


3V5 


Cada uno de los métodos para resolver ecuaciones no homogéneas presenta ciertas ven¬ 
tajas y desventajas. El método de los coeficientes indeterminados no requiere integración, 
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pero su alcance es algo limitado y puede imponer la solución de varios conjuntos de ecua¬ 
ciones algebraicas. El método de la diagonalización requiere hallar la inversa de la matriz 
de transformación y la solución de un conjunto de ecuaciones lineales de primer orden no 
acopladas, seguido de una multiplicación de matrices. Su ventaja principal es que, para 
matrices hermitianas de coeficientes, la inversa de la matriz de transformación puede escri¬ 
birse sin realizar cálculos, una característica que es más importante para sistemas grandes. 
La variación de parámetros es el método más general. Por otra parte, comprende la resolu¬ 
ción de un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales con coeficientes variables, seguida 
de una integración y una multiplicación de matrices, por lo que también puede ser el más 
complicado desde un punto de vista del cómputo. Para muchos sistemas pequeños con coefi¬ 
cientes, como el de los ejemplos de esta sección, puede haber pocas razones para elegir uno 
de estos métodos de preferencia a los demás. Sin embargo, téngase presente que el método 
de diagonalización queda excluido si la matriz de coeficientes no es diagonalizable y que el 
método de los coeficientes indeterminados sólo es práctico para las clases de términos no 
homogéneos que acaban de mencionarse. 

Para problemas con valor inicial de sistemas lineales con coeficientes constantes, a me¬ 
nudo la transformada de Laplace también es un instrumento eficaz. En virtud de que se 
aplica esencialmente de la misma manera descrita en el capítulo 6, para las ecuaciones 
escalares simples, aquí no se dan detalles. 
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en donde Xj es la corriente que pasa por la inductancia, ^2 es la caída de voltaje a través 
de la capacitancia e I(t) es la corriente suministrada por la fuente externa. 

a) Determine una matriz fundamental 'F (/) para el sistema homogéneo correspondiente a 
las ecuaciones (i). Consulte el problema 13 de la sección 7.6. 

b) Si 7(0 = determine la solución del sistema (i) que también satisface las condi¬ 
ciones iniciales x(0) = 0. 

En los problemas 14 y 15 compruebe que el vector dado es la solución general del sistema 
homogéneo correspondiente y, a continuación, el sistema no homogéneo. Suponga que í > 0. 



16. Sean x = 0(/) la solución general de x' = P(0x + g(t), y x = v(r) alguna solución particu¬ 
lar del mismo sistema. Considere la diferencia <!>(/) —v(í) y demuestre que ^(t) = u(0 + 
v(0, en donde u{t) es la solución general del sistema homogéneo x' = P(í)x. 

*17. Considere el problema con valor inicial 

x' = Ax + g(t), x(0) = x®. 

a) Con referencia al problema 12 c) de la sección 7.8, demuestre que 

X = íl)(f)x® -h <I>(í — s)j^(5) ds. 

b) También demuestre que 

X = exp(Aí)x® + exp[A(í — s)]g(5) ds. 


Compare estos resultados con los del problema 27 de la sección 3.7. 


7 = 8 henrys 



R = 4 ohms R = 4 ohms 
FIGURA 7.9.1 Circuito del problema 13. 
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Métodos numéricos 


Hasta el momento se han analizado los métodos para resolver ecuaciones diferenciales 
mediante la aplicación de técnicas analíticas como la integración o los desarrollos en serie. 
En general, lo importante era hallar una expresión exacta para la solución. Sin embargo en 
ingeniería y las ciencias existen muchos problemas importantes, en especial no lineales, 
para los cuales estos métodos no son válidos o son muy complicados. En este capítulo se 
analiza un enfoque alternativo: el empleo de procedimientos numéricos para obtener una 
aproximación (a menudo bastante exacta) para la solución exacta de una ecuación diferen¬ 
cial. Los procedimientos que se describen son de fácil ejecución en computadoras persona¬ 
les, así como en algunas calculadoras de bolsillo. 


8.1 Método de Euler o de la recta tangente 


Para estudiar la evolución y empleo de los procedimientos numéricos, se concentrará la 
atención principalmente en el problema con valor inicial de primer orden que consta de la ecua¬ 
ción diferencial 


y la condición inicial 


dy 

dt 


= y) 


( 1 ) 


yito) = yo- 


( 2 ) 


Se supondrá que las funciones f y fy son continuas sobre algún rectángulo en el plano ty 
que contiene al punto y^). Entonces, por el teorema 2.4.1, en algún intervalo alrededor 
de /q existe una solución única y = (f)(t) del problema dado. Si la ecuación (1) es no lineal, 
entonces puede ser difícil determinar el intervalo de existencia de la solución y es posi¬ 
ble que no tenga una relación simple con la función /. Sin embargo, en todo el análisis 
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se supondrá que el problema con valor inicial (1), (2) tiene una solución única en el interva¬ 
lo de interés. 

Por procedimiento numérico de resolución del problema dado con valor inicial se entien¬ 
de un algoritmo para calcular valores aproximados . ♦ •, • • • de la solución </) en 

un conjunto de puntos < • • • < < • • • ; ver la figura 8.1.1. Los valores 

calculados pueden presentarse como una tabla numérica o una gráfica. La solución exacta 
del problema con valor inicial (1), (2) siempre se denotará por </>; entonces el valor de la 
solución exacta en r = es Para un procedimiento numérico dado, los símbolos y 
en donde este último se expresa por denotarán los valores aproximados de la 

solución exacta y su derivada en el punto Con base en la condición inicial se sabe que 
^(^ü) general y^ para « > 1. De manera semejante, = /(ío»>^o) 

= yQ, pero en general =/[í^,, 4>(í^)] no es igual ay' =/(í^,yJ para n > 1. Además, en 
todo el análisis se usará un espaciamiento, o tamaño de paso, uniforme h sobre el eje t. Por 
tanto, ^1 = ^ 0 ’^ ^2 “ ^ ^ " ^0 general, + nh. 

El primer intento por resolver numéricamente una ecuación diferencial lo realizó Euler 
en 1768, quien aplicó lo que ahora se conoce como método de la recta tangente, o a 
menudo método de Euler. Dado que se conocen y y^^, también se conoce la pendiente de 
la recta tangente a la solución en t = a saber </)"(^o) “ /(^o’ ^ 0 )* donde, es posible 
construir la recta tangente a la solución en Iq y obtener en consecuencia un valor aproxima¬ 
do y^ de <p(t^) al desplazarse a lo largo de la recta tangente desde hasta ver la figura 
8.1.2. Por tanto 


3'i - >'o + - h)) 

= yo +/Uo^>^o)(L - ^o)- 


(3) 


Solución exacta j = ÓfÓ 



FIGURA 8.1.1 Una aproximación numérica a la solución de y' = /(f, y), y (tg) = ^o- 



FIGURA 8.1.2 Aproximación de Euler o de la recta tangente. 
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Una vez que se determinaes posible calcular}^' y aplicar este valor como la 

pendiente de una aproximación al moverse de a ^ 2 * De este modo, se obtiene 


y2 = yi + (y’iKh - h) 

= yi + fituyi)ih-ti)- ( 4 ) 

Nótese que, en general, modo que por lo común /(í^ y^) no es igual a 

/[íp </>(íi)], la pendiente de la solución real en Si se continúa de esta manera, se usa el 
valor de y calculado en cada paso para determinar la pendiente de la aproximación para el 
paso siguiente. La fórmula general para la aproximación de Euler es 

Jn + 1 = + f(tn. yn){tn + 1 “ Q. (5) 

Si se supone que entre los puntos íq, íp ^ 2 » • • • , existe un tamaño uniforme de paso h, 
entonces ^ y la fórmula de Euler se obtiene en la forma 

3^n+l + hfitn. yn) 

= yn-^hy'„, n = 0,1,2,.... (6) 

Antes de analizar con mayor amplitud el método de Euler, se ilustrará su uso en un 

problema típico con valor inicial. Considérese el problema 

/ = 1 - í + 4y, (7) 

y(0)=l. (8) 

Se usará este ejemplo en todo el capítulo para ilustrar y comparar métodos numéricos dife¬ 
rentes. La ecuación (7) es una ecuación lineal de primer orden y se verifica con facilidad 
que la solución que satisface la condición inicial (8) es 

y = m = (9) 

Dado que se conoce la solución exacta, no se requieren métodos numéricos para resolver el 
problema con valor inicial (7), (8). Por otra parte, la disponibilidad de la solución exacta 
facilitará la determinación de la exactitud de los diversos procedimientos numéricos que se 
aplicarán en este problema. 


Ejemplo 1 


I Con aplicación de la fórmula de Euler (6) y un tamaño de paso h = 0.1, determinar un valor 
aproximado de la solución y = (/>(í) en í = 0.2, para el problema con valor inicial (7), (8). 

En este caso, /(í, y)= + 4y. Para poner en práctica la aproximación de Euler primero se 

calcula y Q = /(0,1) = 5; entonces, 


yi = yo + 1) 

= 1 + (0.1)(5) = 1.5. 


En el siguiente paso, 
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>'2 ^ Vi + /í/’(íi,.Vi) 

= 1.5 + (0.1)/(0.K 1.5) 

- 1.5 + (0.1)(6.9) = 2.19. 

Puede compararse este resultado con el valor exacto de 0(0.2) a partir de la ecuación (9), que 
es 0(0.2) = 2.5053299, correcto hasta 8 dígitos. El error es aproximadamente 2,51 -2.19 = 0.32. 


Normalmente, un error tan grande (un error porcentual del 12%) no es aceptable. Es 
posible obtener un mejor resultado al usar un tamaño de paso más pequeño. De esta mane¬ 
ra, si se usa h = 0.05 y se realizan cuatro pasos para llegar a t = 0.2, da el valor aproximado 
2.3249 para 0(0.2) con un error porcentual del 8%. Un tamaño de paso de /z = 0.025 da un 
valor de 2.4080117, con un error porcentual del 4%. Si se continúa con los cálculos ini¬ 
ciados en el ejemplo, entonces se obtiene los resultados que se dan en la tabla 8.1.1, De la 
segunda a la quinta columnas contienen valores aproximados de la solución, usando un 
tamaño de paso de/? = 0.1,0.05,0.025 y 0.01, respectivamente. En la última columna están 
los valores correspondientes de 0(r) hasta ocho dígitos. Aun sin comparar las solucio¬ 
nes aproximadas y exactas, el hecho de que los valores de y calculados con h = 0.01 difieran 
de manera significativa de los calculados con h = 0.025, para valores de t tan pequeños 
como 0.2, indica que el método de Euler con estos tamaños de paso no es satisfactorio para 
este problema. 

Para obtener resultados más exactos, existen en esencia dos posibilidades: una es usar un 
tamaño de paso todavía más pequeño, con lo que se requieren más pasos de manera corres¬ 
pondiente para cubrir el intervalo dado, la otra es idear una fórmula aproximada más exacta 
y eficiente para sustituir la ecuación (6). Por lo general, la segunda posibilidad es con 
mucho la mejor y, posteriormente en este capítulo, se analizan varios algoritmos que son 
bastante superiores al método de Euler. 

Mientras tanto, se observa que es fácil escribir un programa de computadora para efec¬ 
tuar los cálculos necesarios para obtener resultados como los de la tabla 8.1.1. Acontinua- 


TABLA 8.1.1. Comparación de los resultados de la solución numérica dey' = 1 - r + 4y,y(0) 
= 1 al aplicar el método de Euler para diferentes tamaños de paso h. 


t 

/í = 0.1 

h = 0.05 

h = 0.025 

h = 0.01 

Exacta 

0 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

0.1 

1.5000000 

1.5475000 

1.5761188 

1.5952901 

1.6090418 

0.2 

2.1900000 

2.3249000 

2.4080117 

2.4644587 

2.5053299 

0.3 

3.1460000 

3.4333560 

3.6143837 

3.7390345 

3.8301388 

0.4 

4.4744000 

5.0185326 

5.3690304 

5.6137120 

5,7942260 

0.5 

6.3241600 

7.2901870 

7.9264062 

8.3766865 

8.7120041 

0.6 

8.9038240 

10.550369 

11.659058 

12.454558 

13.052522 

0.7 

12.505354 

15.234032 

17.112430 

18.478797 

19.515518 

0.8 

17.537495 

21.967506 

25.085110 

27.384136 

29.144880 

0.9 

24.572493 

31.652708 

36.746308 

40.554208 

43.497903 

J.O 

34.411490 

45.588400 

53.807866 

60.037126 

64.897803 
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cíón se describe un programa de este tipo: las instrucciones específicas pueden escribirse 
en cualquier lenguaje de programación de alto nivel. 


Método de Euler 



Paso 

definir/(í, y) 

Paso 6. 

ki=fit,y) 

Paso 2. 

entrada valores iniciales y y^ 


y = y + h * kl 

Paso 3. 

entrada tamaño de paso h 


t = t + h 


y número de pasos n 

Paso 7. 

salida t y y 

Paso 4. 
Paso 5. 

salida y y^ 

para j desde 1 hasta n, hacer 

Paso 8. 

fin 


La salida de este algoritmo pueden ser números listados en la pantalla o impresos me¬ 
diante una impresora. De manera alternativa, es posible presentar gráficamente los resulta¬ 
dos. De hecho, como se mencionó en el capítulo 1, existen varios paquetes de software 
excelentes que hacen esto de manera automática; puede ser muy útiles para visualizar el 
comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. 

Al aplicar un procedimiento numérico como el método de Euler, siempre debe tenerse 
presente la pregunta de si los resultados son lo suficientemente exactos para que sean útiles. 
En el ejemplo anterior, la exactitud de los resultados numéricos pudo determinarse directa¬ 
mente por comparación con la solución exacta. Por supuesto, si ha de emplearse un proce¬ 
dimiento numérico, por lo general no se dispone de la solución exacta. En la siguiente 
sección se presentará un análisis preliminar de los errores en los procedimientos numéri¬ 
cos, sus causas y cómo es posible estimarlos. Por el momento, se desea señalar dos méto¬ 
dos para deducir la fórmula (6) de Euler, que sugieren maneras de obtener fórmulas mejores 
y también auxiliar en la investigación del error al aplicar la ecuación (6). 

En primer lugar, en virtud de quey = 4)(t) es una solución del problema con valor inicial 
(1), (2), al integrar desde hasta ^ j se obtiene 

J'y>'(í)áí = fy7[í,0(O]áí 

o bien, 


m dt. (10) 

La integral de la ecuación (10) se representa geométricamente como el área bajo la curva 
entre í = y f = p en la figura 8.1.3. Si se aproxima a la integral al sustituir/[/, (f)(t)] por 
su valor /[r^, (t>(t^)] en í = entonces se aproxima el área real por el área del rectángulo 
sombreado. De esta manera, se obtiene 

^ (^(g +/[í„, <?^(g](í„+i - g 
= </>(g + )i/[g <^(g]. (11) 

Por último para obtener una aproximación ^ p se efectúa una segunda aproximación al 
sustituir <^(í^) por su valor aproximadode la (11). Esto da la fórmula de Eulery^ +1 
+ h y^). Es posible obtener una fórmula más precisa al aproximar con mayor exactitud 
la integral. Esto se analiza en la sección 8.3 
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Problemas 



En segundo lugar, supóngase que se afirma que la solución y = (¡yQ) tiene una serie de 
Taylor alrededor del punto entonces 

Ir 

(j){t„ + /í) = (¡){t„) -f (p'itjh + ^ ‘ 

o bien, 

4^Un+ l) “ 4>(^n) + ./[^P -b ~2l ^ 

Si la serie se termina al cabo de los dos primeros términos y si ^ j) y </)(/^) se sustituyen 
por sus valores aproximados ^ , y de nuevo se obtiene la fórmula de Euler (6). Si se 
conservan más términos de la serie, se obtiene una fórmula más exacta. Esto se analiza en 
la sección 8.3. Además al usar una serie de Taylor con un resto es posible estimar la magni¬ 
tud del error en la fórmula. Esto se analiza en la siguiente sección. 


En muchos de ios problemas de este capítulo se requiere efectuar cálculos numéricos bastan¬ 
te extensos. La cantidad de cálculos razonable para el lector depende mucho del tipo de 
equipo de cómputo con que cuente. Algunos pasos de los cálculos solicitados pueden llevar¬ 
se a cabo en casi cualquiera calculadora de bolsillo e incluso a mano, si es necesario. Para 
hacer más es aconsejable que cuente con una calculadora programable, aunque para algunos 
problemas puede ser necesaria por lo menos una microcomputadora. 

Tenga presente también que los resultados numéricos pueden variar en alguna medida, de¬ 
pendiendo de la forma en que esté contenido el programa y de la manera en que la computa¬ 
dora ejecuta los pasos aritméticos, redondees, etcétera. Variaciones menores en la última 
cifra decimal pueden deberse a esas causas y no necesariamente indican que sucede algo 
erróneo. En la mayoría de los casos, las respuestas que se dan al final del libro registra hasta 
seis dígitos, aunque en los cálculos intermedios se conservaran más dígitos. 

En los problemas i y 2: 

a) Encuentre valores aproximados de la solución del problema dado con valor inicial, en 
t = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 al aplicar el método de Euler con h = 0.1. 

b) Repita el inciso a) con h = 0.05. Compare los resultados con los del inciso a). 
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c) Repita el inciso a) con h = 0.025. Compare los resultados con los de los incisos a) y b). 

d) Encuentre la solución y = <^(0 del problema dado y evalúe 0(0 en / = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4. 
Compare estos valores con los resultados de los incisos a), b) y c). 

i. y' = 2y — 1, y(0) =1 2. / = 0.5 — r + 2y, y(0) = 1 


En cada uno de los problemas 3 a 8, halle valores aproximados de la solución del problema 
dado con valor inicial, en í = Íq + 0.1, + 0.2, + 0.3 y Íq + 0.4. 

a) Aplicar el método de Euler con /? = 0.1. 

b) Aplicar el método de Euler con h = 0.05. 

c) Aplicar el método de Euler con h = 0.025. 


5. 

7. 


y' = í + y^, 

/ = \/t + y, 
+ 2ty 


y =■ 


3 + t2 


y(0) = 1 

MI) = 3 

y{l) = 2 


4.y' = 5t-2^, M0) = 2 

6. y' ~ 2t + y(0) = 1 

8. y' = (t^ — y^) sen y, y(0) = — 1 


En cada uno de los problemas 9 a 12, encuentre un valor aproximado de la solución del 
problema dado con valor inicial, en r = Íq + 1. 

a) Aplicar el método de Euler con h = 0.025. 

b) Aplicar el método de Euler con h = 0.0125. 

9. / = 0.5 - t + 2y, M0)=1 10. y = 5í - 3V>'- >’(0) = 2 

11. y = VtTy. y(i) = 3 n. y'= 2 t + e-'”, mo)=i 

*13. Considere el problema con valor inicial 

y' = 3rV(3y^ -4), y(l) = 0. 


a) Aplique la fórmula de Euler (3) con /z = 0.1 para obtener valores aproximados de la 
solución en t= 12, 1.4, 1.6 y 1.8. 

b) Repita el inciso a) con h = 0.05. 

c) Compare los resultados de los incisos a) y b). Observe que son razonablemente próxi¬ 
mos para t = 1.2, 1,4 y 1.6, pero que difieren bastante para t = 1.8. Observe también (a 
partir de la ecuación diferencial) que la recta tangente a la solución es paralela al eje y 
cuando y = ± 2/v/3 = ± 1.155. Explique cómo esto puede provocar esa diferencia en los 
valores calculados. 

14. Complete los cálculos hasta t = 0.6 que dan a entradas de las columnas dos y tres de la 
tabla 8.1.1. 

*15. Use tres términos de la serie de Taylor que se da en la ecuación (12) y considere h = 0.1 
para determinar valores aproximados de la solución del ejemplo ilustrativo y' = 1 - / + 
4y, y(0) = 1, en r = 0.1 y 0.2. Compare los resultados con los que se obtiene al aplicar el 
método de Euler y los valores exactos. 

Sugerencia: Si y' = f{t, y), ¿a qué es igual y"? 

*16. Es posible demostrar que con condiciones adecuadas para / la solución numérica gene¬ 
rada por el método de Euler para el problema con valor inicial y' = f{t, y), y(í^) = y^ 
convergen a la solución exacta a medida que decrece el tamaño h del paso, Esto se ilustra 
mediante el siguiente ejemplo. Considere el problema con valor inicial 


/ = 1 - í + y, y(ío) = yo. 
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a) Demuestre que la solución exacta es y = (^(í) = (y^ - + t. 

b) Demuestre al aplicar la fórmula de Euler, que 

y¿ = (14- h)\\_ j + /2 — híf,. 1, k = i, 2 . 

c) Observe que yj = (1 + //)(y() - r^) + demuestre que 

y„ = (l 4 hy(\\y - fo) + h- 

d) Considere un punto fijo t> para una n dada elija h = {t- Íq)/«. Entonces, para 
cualquier n, = i. También observe que /í -> 0 cuando n -► oo. Se se sustituye h en la 
fórmula precedente y se hace que « oo da el resultado deseado. 

Sugerencia: (1 4 ahif = e^. 

*17. Aplique la técnica analizada en el problema 16 para demostrar que la solución aproxi¬ 
mada obtenida con el método de Euler converge a la solución exacta en cualquier punto 
fijo, cuando h -► 0, para cada uno de los siguientes problemas. 

>'( 0)=1 

b) y' = 2y-- 1, y(0) = 1 Sugerencias: y^ (1 4 2h)¡2 4 1/2 

c) y = 4 - / 4 2y, y(0) = 1 Sugerencias: = (1 4 2h) + q /2 

18. Un procedimiento alternativo para construir la solución y = (t>(t) del problema con valor 
inicial y = /(í, y), y{t^) = y^ es el método de iteración. Si se integra la ecuación diferen¬ 
cial desde hasta t se obtiene 

= >0 + r f[s. 0(5)] ds. (i) 

Jto 

Si, en el segundo miembro de la ecuación (i) se sustituye (t>{s) por una función particular, 
es posible evaluar la integral y obtener una nueva función 0. Esto sugiere el procedi¬ 
miento de interacción 

1(0 = Vo + r /[5, 0„(5)] ds. (ii) 

«/lo 

Con una elección inicial de se puede utilizar la ecuación (ii) para generar una 

sucesión de funciones (f)yt) que se aproxime a la solución exacta y, con condiciones 
adecuadas sobre/(í, y), en realidad converge a 0(/) cuando n ^ oc. De hecho, se utilizó 
este procedimiento de iteración para establecer la existencia de una solución del proble¬ 
ma con valor inicial de la sección 2.11. Para calcular realmente 4>(t) en general este 
procedimiento es pesado para manejar ya que puede ser difícil, si no imposible, evaluar 
la integral de/[5, <f)^^(S)l r/ = 0, 1, 2,.... Al tomar 0^(0 = 1» determine (p^t) para cada 
uno de los siguientes problemas con valor inicial. Calcule también 02(0.4) y 03 ( 0 . 4 ) y 
compare con el resultado obtenido al aplicar el método de Euler. 

a) y' = 2y~l, y(0)=l 

b) y' = i-/42y, y(0) = l 

c) y' = 4 y\ y(0) = 1; calcule sólo 02(0 


8.2 Errores en los procedimientos numéricos 

La aplicación de un procedimiento numérico, como la fórmula de Euler 
+1 = >’» + ¥itn, yn\ = -y nK 


( 1 ) 
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para resolver un problema con valor inicial 

/ = /(í. y). y(to) = yo 

origina varias preguntas que deben contestarse antes de poder aceptar como satisfactoria la 
solución numérica aproximada. Una de estas preguntas es la referente a la convergencia. 
Es decir, a medida que el tamaño h del paso tiende a cero, ¿los valores de la solución 
numérica y 2 ^ y y • • •»tienden a los valores correspondientes de la solución exacta? Si se 
supone que ¡a respuesta es afirmativa, queda la importante pregunta práctica de cuán rápido 
la aproximación numérica tiende a la solución exacta. En otras palabras, ¿qué tan pequeño 
debe ser el tamaño del paso a fin de garantizar un nivel de exactitud dado? Se desea usar un 
tamaño de paso lo bastante pequeño como para asegurar la exactitud requerida, pero no 
demasiado pequeño. Un tamaño de paso innecesariamente pequeño retarda los cálculos, 
los hace más costosos y, en algunos casos, incluso puede provocar pérdida de exactitud. 

Al resolver numéricamente un problema con valor inicial existen dos fuentes de error 
fundamentales. En primer lugar, supóngase que la computadora con la que se cuenta es 
capaz de efectuar todos los cálculos con completa exactitud; es decir, es posible retener una 
infinidad de cifras decimales. La diferencia entre la solución exacta y = (f>{t) y la solu¬ 
ción aproximada del problema con valor inicial (2) se expresa por 

= Mü ~ yn^ (3) 

y se conoce como error global por truncamiento. Este error surge por dos causas: 1) en 
cada paso se aplica una fórmula aproximada para determinar 7^ ^ ^ 2) los datos de entrada 
en cada paso no concuerdan con la solución exacta ya que, en general, no es igual a 
y^. Si se supone que los datos de entrada son correctos, entonces el único error al avanzar un 
paso se debe al uso de una fórmula aproximada. Este error se denomina error local por 
truncamiento e . 

n 

En segundo lugar, debido a las limitaciones de todas las computadoras, en la práctica es 
imposible calcular de manera exacta y„ ^ ^ a partir de la fórmula dada. Por tanto, se tiene un 
error por redondeo debido a falta de exactitud de cálculo. Por ejemplo, si se utiliza una 
computadora que sólo puede llevar ocho dígitos y y^ es 1.017325842, entonces es necesario 
redondear los dos últimos dígitos, con lo que de inmediato se introduce un error en el 
cálculo dey^. De manera alternativa, si/(í, y) comprende funciones como la logarítmica o 
la exponencial, al efectuar estas operaciones se tiene un error por redondeo. Como para el 
error por truncamiento, es posible hablar del error local por redondeo y del error global por 
redondeo. El error global por redondeo se define como 

Rn = yn~ (4) 

en donde es el valor realmente calculado mediante el procedimiento numérico dado; por 
ejemplo, la fórmula de Euler (1). 

El valor absoluto del error total al calcular (l>{t^) queda dado por 

|0(t») - = |<A(í„) - y„ + y„ - Y„\. (5) 

Si se aplica la desigualdad del triángulo, |a -t- bj < Inj + lb¡, a partir de la ecuación (5) se 
obtiene 
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\(f>(t„) - y„| < |0(O - y„\ + \y„ - y„| 

< |£j + \Rn\- (6) 

Por tanto, ei error total está acotado por la suma de los valores absolutos de los errores por 
truncamiento y por redondeo. Para los procedimientos numéricos que se analizan en este 
libro, es posible obtener estimaciones útiles del error por truncamiento. Sin embargo, el 
análisis se restringe principalmente al error local por truncamiento, que es algo más senci¬ 
llo. Es evidente que el error por redondeo es de naturaleza más aleatoria; depende del tipo 
de computadora que se use, del orden en que se efectúen los cálculos, del método de redon¬ 
deo, etcétera. Aunque un análisis del error por redondeo rebasa los límites de este libro, es 
posible decir más sobre él de lo que podría esperarse en principio (ver, por ejemplo, la obra 
de Henrici). Algunos de los peligros del error por redondeo se analizan en los problemas 13 
a 15 y en la sección 8.5. 

Error local por truncamiento para el método de Euler. Supóngase que ia solución y = 
</)(í) del problema con valor inicial (2) tiene una segunda derivada continua en el interva¬ 
lo de interés. A fin de asegurar esto, es posible suponer que f, y son continuas en la 
región de interés. Obsérvese que si / tiene estas propiedades y si ^ es una solución del pro¬ 
blema con valor inicial (2), entonces 

=/[£. 0(í)l 


y, por la regla de la cadena, 

r(t)=f,ít, m+fyít, mim 

=Áít,<t>{t)']+fy[t,m']fít,m- ( 7 ) 

Dado que el segundo miembro de esta ecuación es continuo, también es continua. 

Entonces, si se aplica una serie de Taylor con un resto para desarrollar (f) alrededor de 
se obtiene 


(t)(t„ + h) = 0(g + (t>'{t„)h + (8) 

en donde es algún punto en el intervalo Al restar la ecuación (1) de la (8) 

y observar que + A) = ^ y se encuentra que 

l) - 1 = “ >h] + ^ÍQ'] - fitn. >«)} + í^) 

Para calcular el error local por truncamiento se supone que los datos del n-ésimo paso 
son correctos, es decir, que Entonces, de inmediato se obtiene a partir de la 

ecuación (9) que el error local por truncamiento ^ es 

+ i + - y„+i =\(l)"(i„)h^. (10) 

Por tanto, el error local por truncamiento para el método de Euler es proporcional al 
cuadrado del tamaño de paso /í y a la segunda derivada de 4>. Para el intervalo fijo 
r < el valor absoluto del error local por truncamiento para cualquier paso está acotado 
por Mh'^12, en donde M es el máximo de (f)' (/)| sobre n: ^ ^ b. La dificultad primaria al 
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estimar el error local por truncamiento es la obtención de una estimación exacta de M. Sin 
embargo, nótese que Mes independiente de h; de donde, si se reduce h en un factor de 1/2, 
se reduce la cota del error en un factor de 1/4, y si se reduce h en un factor de 1/10, se reduce 
la cota del error en un factor de 

Más importante que el error local por truncamiento es el error global por truncamiento 
A pesar de ello, una estimación del error local por truncamiento proporciona cierta 
comprensión del procedimiento numérico y un medio para comparar la exactitud de dife¬ 
rentes procedimientos numéricos. El análisis para estimar es más difícil que para Sin 
embargo, si se conoce el error local por truncamiento se puede hacer una estimación intuitiva 
del error global por truncamiento en un ? > fijo como se muestra a continuación. Supóngase 
que se requieren n pasos para ir de a F = íq + nh. En cada paso ei error es cuando rnucho 
Mh^l2; por tanto, el error en n pasos es cuando mucho nMh^/2. Si se observa que n = (/- 1^)! 
h, se encuentra que el error global por truncamiento para el método de Euler, ai ir de a 
t , está acotado por 


Mh^ Mh 

- = (f - ío). 2 • 


( 1 !) 


Aunque este argumento no está completo, ya que no se toma en cuenta el efecto que un 
error en un paso tendrá en los pasos subsiguientes, en el problema 8 se demuestra que en 
cualquier intervalo finito el error global por truncamiento al usar el método de Euler no es 
superior a una constante multiplicada por h. Por tanto, al ir de a un punto fijo /, eí error 
global por truncamiento puede reducirse al hacer más pequeño el tamaño h del paso. Des¬ 
afortunadamente, éste no es el final de la historia. Si h se hace demasiado pequeño; es decir, 
si para ir de íq a t se utilizan demasiados pasos, el error global por redondeo puede volverse 
más importante que el error global por truncamiento. En la práctica, es necesario conside¬ 
rar las dos fuentes de error y elegir un h adecuado de modo que ninguno de los dos sea 
demasiado grande. Esto se analiza con mayor detalle en la sección 8.5, En los problemas 9 
y 11 se analiza un procedimiento práctico para mejorar la exactitud del cálculo, que requie¬ 
re cómputos con dos tamaños de paso diferentes. 

Como ejemplo de cómo es posible aplicar el resultado (10), si se cuenta con información 
a priori acerca de la solución del problema dado con valor inicial, considérese el ejemplo 
ilustrativo 


/ == 1 — í + 43 ;, y(0) =1 (12) 

sobre el intervalo 0 < í < 1. Sea y = 0(r) la solución del problema con valor inicial (12). 
Entonces (/)'(0 = 1 - í + 4(t>(t) y 

nt) = - 1 + mt) 

=- -1 -y 4[1 - í + 4</)(í)] 

= 3 - 4f + 160{í). 


Por la ecuación (10), 




3 — 4r„ + 16(/){í„) 


2 


< ín < 


(13) 
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Si se observa que |3 - 4 < 3 sobre 0 < í < 1, una cota aproximada para ^ j queda dada por 


^n + 1 ^ 



máx 

o < í < 1 



(14) 


Dado que el segundo miembro de la ecuación (14) no depende de ai, esto proporciona una 
cota uniforme, aunque no necesariamente exacta, para el error en cualquier paso, si se 
conoce una cota paiaAíf) (t)\ sobre 0 < í < 1. Para este problema, = (4í- 3 + 19c^0/ló. 
Si se sustituye en la (13) se obtiene 





+ h. 


(15) 


La aparición del factor 19 y el rápido crecimiento de explican por qué los resultados 
de la sección anterior con /z = 0.1 no fueron muy exactos. Por ejemplo, el error en el primer 
paso es 


- yi 


2 


0 < ío < 


Resulta evidente que es positivo y, como se tiene 


19c^"^(0.01) 


^0.142. 


(16) 


Nótese también que > 1; de donde, > 19(0.01)/2 = 0.095. El error real es 0.1090418. 
De la ecuación (15) se concluye que el error empeora cada vez más al crecer t; esto se 
muestra con claridad con los resultados de la tabla 8.1.1. Un cálculo semejante para una 
cota del error local por truncamiento al ir de 0.4 a 0.5 da 


19c'-^0.01) 196^0.0 

2 2 

Por supuesto, en la práctica no se conocerá la solución ^ del problema dado con valor 
inicial. Sin embargo, si se cuenta con cotas sobre las funciones/, / y es posible obtener 
una cota para aunque no necesariamente una exacta, a partir de la ecuación (7). 

Entonces, es posible usar la ecuación (10) para estimar el error local por truncamiento. 
Incluso aunque no sea posible hallar una cota útil para \(t>'Xt)\, todavía se sabe que para el 
método de Euler el error local por truncamiento y el error global por truncamiento están 
acotados por una constante multiplicada por y por una constante multiplicada por h, 
respectivamente. 

Esta sección concluye con dos comentarios prácticos basados en la experiencia. 


1 . Una manera de estimar si el error por truncamiento es suficientemente pequeño es, 
después de completar los cálculos con un h dado, repetir los cálculos utilizando un 
tamaño de paso hl2 (ver los problemas 9 y 11). Si los cambios son mayores que lo 
aceptable, es necesario usar un tamaño de paso más pequeño, un procedimiento numé¬ 
rico más exacto o quizá las dos cosas. En las siguientes secciones se analizan procedi¬ 
mientos más exactos. En la tabla 8.1.1 se dieron los resultados del ejemplo ilustrativo 
usando el método de Euler con diferentes tamaños de paso. Estos resultados muestran 
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que incluso con h = 0.01 no es posible obtener correctamente los tres primeros dígi¬ 
tos en í = 0.10. Esto podía esperarse sin conocer la solución exacta, ya que los resulta¬ 
dos en r = 0.1 para h = 0.025 y 0.01 difieren en el tercer dígito. 

2. Una vez que se han completado los cálculos usando aritmética de precisión simple, 
puede estimarse el efecto del error por redondeo al repetir los cálculos con una aritmé¬ 
tica de doble precisión. De nuevo, si los cambios son mayores que lo aceptable, es 
necesario conservar más dígitos en los cálculos o aplicar un método más exacto. En 
los problemas 13 a 15 se abordan algunas de las dificultades que se presentan debido a 
los errores por redondeo. 


Problemas 




En los problemas 1 y 2 calcule el error local por truncamiento en términos de la solución 
exacta y = </)(r) si se aplica el método de Euler. Obtenga una cota para ^ ^ en términos de t 
y í/)(r) que sea válida sobre el intervalo 0 < í < 1 . Al usar la solución exacta, obtenga una 
cota más precisa del error para Para /i = 0.1, calcule una cota para y compárela con 
el error real en r = 0.1. Calcule también una cota para el error del cuarto paso. 

].y' = 2y~\, y(0)=l 2. y = i-í + 2y, y(0) = 1 

En los problemas 3 a 6 , obtenga una fórmula para el error local por truncamiento en términos 
de í y de la solución exacta si se aplica el método de Euler. 

3. 3 '' = t^±f, y(0) =1 4. y'= 5t- 3Vy, 3^(0) = 2 

5. 3 ;' = Vi + y, y(l) = 3 6.y' = 2t + e-‘\ 3'(0) = 1 

7. Considere el problema con valor inicial 

/ = eos Snt, y( 0 ) = 1 . 

a) Determine la solución exacta y = <^(í) y trace una gráfica dey = para 0 < í ^ 1. 
Use una escala para la ordenada de modo que 1/5;r mida alrededor de 5 pulg. 

b) Determine valores aproximados de 4)(t) en / = 0.2, 0.4 y 0.6, aplicando el método de 
Euler con h = 0.2. Trace una gráfica con línea discontinua para la solución aproximada y 
compárela con la gráfica de la solución exacta. 

c) Repita el cálculo del inciso b) para 0 < í < 0.4, pero tome h = 0.1. 

d) Demuestre mediante el cálculo del error local por truncamiento que ninguno de estos 

tamaños de paso es suficientemente pequeño. Determine el valor de h para asegurar que 
el error local por truncamiento sea menor que 0,05 en todo el intervalo 0 ^ r ^ 1. Que se 
requiera un valor pequeño de h resulta del hecho de que más es grande o, en 

términos generales, que la solución es considerablemente oscilatoria. 

* 8 . En este problema se analiza el error global por truncamiento asociado con el método de 
Euler para el problema con valor inicial y = f(t, y), y(rQ) = y^. Si se supone que las 
funciones f y son continuas en una región R del plano que incluye al punto (íq, y^), 
es posible demostrar que existe una constante L tal que /(f, y)-f(t,y) < L y - y , en 
donde (t, y) y (r, y ) son dos puntos cualquiera en R que tiene la misma coordenada í(ver 
el problema 11 de la sección 2.11). Además, se supone que/^ es continua, de modo que la 
segunda derivada de la función 0 es continua. 
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a) Aplique la ecuación (9) para demostrar que 

|£„+ 1 | < |£„i + /i|/[í„, ^(g] - /(í„, < a|£„| + l}h\ (i) 


en donde a=l+/íLyj3 = máx (t>Xt)/2 sobre < í < 

b) Si se acepta sin demostración que si Eq = 0 y si satisface la ecuación (i), entonces 
” ph\a^ - l)/(af- 1) para a ^ l, demuestre que 


, , (i + hLf 


(ii) 


La ecuación (ii) da una cota para en términos de h,L,ny /?. Observe que para h fijo, 
esta cota del error aumenta con la n creciente; es decir, la cota de error aumenta con la 
distancia al punto de partida t^. 

c) Demuestre que (1 + hLy < de donde que 

p^kL __ 1 

|£„| s ph 

^(t„-ío)L _ ^ 

<-A 


Para un punto fijo í = íq + «/z (es decir, nh es constante y h = {t- esta cota del error 
es de la forma constante multiplicada por h y tiende a cero cuando h-^0 también observe 
que para nhL = (t~ (q)L pequeño el segundo miembro de la ecuación anterior es apro¬ 
ximadamente nh^P= (t~ Íq)/3/i, lo que se obtuvo en la ecuación (11) con un argumento 
intuitivo. 

9. Método de extrapolación de Richardson. Sea y - <p(t) la solución del problema con 
valor inicial / = f(t, y), y(rQ) = y^. Según se analizó en el texto (ver también el inciso c) 
del problema (8)), ai aplicar el método de Euler para ir desde hasta un punto fijo 
+ nh, el error global por truncamiento está acotado por una constante multiplicada por/i. 
Con mayor precisión, es posible demostrar que (f>(t) =y„(h) -i- C/i + M(hX en donde C es 
una constante que depende de la ecuación diferencial y de la longitud del intervalo, pero 
no de y M(h) es una función proporcional a h^. La dependencia de y^ con respecto a h 
se indica al escribir y^(/i). El error es Ch + MQi). Suponga ahora que el cálculo se repite 
usando un tamaño de paso igual a /i/2. Como ahora se requiere 2n pasos para llegar a r, 
se tiene c/)(7) = y2,^(h!2) + Chl2 -i- M(hl2). Al despejar C de la primera ecuación y susti¬ 
tuirla en la segunda ecuación, demuestre que 

<l>(^ = yinW^) + “ yÁ^)]^ lí) 

en donde se han despreciado los términos proporcionales a Por tanto, esta nueva 
aproximación para c/)(7) tiene un error proporcional a /i^, en comparación con un error 
proporcional a h para un cálculo simple con el método de Euler. También es posible 
aplicar la ecuación (i) para estimar el error asociado con un tamaño de paso de hl2, 
es decir, 


0 (D - y2»(^/2) s y2Áhl2) - y„{h). 


(ü) 
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Este procedimiento para calcular una aproximación mejorada para </>( í) en términos de 
y aproximación diferida de Richardson hacia el límite o méto¬ 

do de extrapolación de Richardson. L. F. Richardson lo aplicó por primera vez en 1927. 

10. Con aplicación de la técnica analizada en el problema 9, determine nuevas estimaciones 
del valor de la solución exacta y = <^(r) en í = 0.2, al hacer uso de los resultados para 
/í = 0.2 y /z = 0.1 con el método de Euler, para cada uno de los siguientes problemas con 
valor inicial. Cuando sea posible, compare los resultados con los valores de la solución 
exacta en í = 0.2. 

a) y' = 2y, y(0) = 1 b) / = 2y - 1 , y(0) = 1 

c) / = i-í + 2y, y(0) =1 d) / = + y\ y(0) = 1 

11. Se dice que un método numérico tiene exactitud de r-ésimo orden si el error en / = íq + n/z 
es proporcional a /z^; o, con más precisión, si 0(7) = y^^(h) + Ch' + M(/z), en donde la 
constante C depende de la ecuación diferencial y de7 pero es independiente de /z, y M{h) 
es proporcional a If Por tanto, el método de Euler tiene una exactitud de primer 
orden. Siguiendo el procedimiento del problema 9, demuestre que una estimación 
mejorada de 0(7) queda dada por 0(7) =y 2 ^(hl 2 ) -h [y 2 ^{h/ 2 ) - y^(h)]/(2'' - 1). 

12. Considere el problema ejemplo y' = 1 - í + 4y, y(0) = 1. Con aplicación del método de ex¬ 

trapolación de Richardson (problema 9) y si se utilizan los valores aproximados de 0(1) 
para h = 0.1, 0.05 y 0.025 dados en el ejemplo 8.1.1, obtenga nuevas de 0(1) para 

a) /z = 0.1 y /z = 0.05 b) /z = 0.05 y /z = 0.025 

Comparar los resultados con el valor de la solución exacta. 

13. Use un tamaño de paso h = 0.05 y el método de Euler, pero sólo conserve tres dígitos en 
todos los cálculos, para determinar valores aproximados de la solución en í = 0.05, 0.1, 
0.15 y 0.2 para cada uno de los siguientes problemas con valor inicial 

a)y' = 2y-l, y(0) = 1 b)/ = ^--í + 2y, y(0) = 1 

c) y’ = t^ + y\ 3'(0) = 1 

Compare los resultados con los obtenidos en la sección anterior. Las pequeñas diferen¬ 
cias entre algunos de aquellos resultados redondeados hasta tres dígitos y los de este 
problema de deben al error por redondeo; éste sería importante si el cálculo muchos 
pasos. 

14. El siguiente problema ilustra un peligro que se presenta debido al error por redondeo 
cuando se restan números casi iguales y la diferencia se multiplica por un número gran¬ 
de. Evalúe la cantidad 


6.010 


12.004 


18.04 

6.000 


como sigue. 

a) Primero redondee cada elemento del determinante a dos dígitos. 

b) Primero redondee cada elemento del determinante a tres dígitos. 

c) Retenga los cuatro dígitos. Compare el valor exacto con los resultados de a) y b). 

15. En general la ley distributiva a(b -c) = ab- ac no se cumple si los productos se redon¬ 
dean hasta un número más pequeño de dígitos. Para demostrar esto en un caso específi¬ 
co, tome a = 0.22, = 3.19 y c = 2.17. Después de cada multiplicación redondee el 

último dígito. 
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8.3 Mejoras en el método de Euler 


Se ha visto que el método de Euler no es suficientemente exacto para ser un procedimiento 
eficaz para resolver problemas, de modo que resulta conveniente desarrollar métodos más efi¬ 
cientes. Considérese el problema con valor inicial 

y'=f{t,yl y(to) = yo, (i) 

y considérese que y = í/>(í) denota su solución. Recuérdese por la ecuación (10) de la sec¬ 
ción 8.1 que al integrar la ecuación diferencial dada desde hasta ^ ^ se obtiene 

</>(í„.i) = </>(tJ + £""/[í, </>(«)] áí. (2) 

Se obtiene la fórmula de Euler 


yn+l=yn + ¥(tn,yn) (3) 

al sustituir f[t, </)(í)] en la ecuación (2) por su valor aproximado en el extremo 

izquierdo del intervalo de integración. 

Es posible obtener una fórmula aproximada mejor si el integrando de (2) se aproxima 
con más exactitud. Una manera de hacerlo es sustituir el integrando por el promedio de sus 
valores en los dos puntos extremos; a saber, {f[t^, ^(^„)] + fU„ + v 
equivale a aproximar el área bajo la curva de la figura 8.3.1 entre ^ Y ^ +1 por el área 

del trapecio sombreado. Además, y se sustituyen por sus valores respectivos 

aproximados y + i ♦ De esta manera se obtiene, de la ecuación (2), 


>'„ +- 2 - 


En virtud de que la incógnita ^ ^ aparece como uno de los argumentos de /en el segundo 
miembro de (4), a menudo es bastante difícil despejar ^ ^ de esta ecuación. Se puede 



FIGURA 8.3.1 Deducción del método mejorado de Euler. 
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superar esta dificultad al sustituir ^ j en el segundo miembro por el valor obtenido al 
aplicar la fórmula de Euler (3). Por tanto, 

, ñK, yn) + fUn + h,y„ + y„)] 

+1 = “I-^-2-^ 

, y'n + fitn + h,y„ + hy'„) 

= yn+ -2- 

en donde j se ha sustituido por + h. 

La ecuación (5) da una fórmula para calcular + j, el valor aproximado de ^ j), en 
términos de los datos en Esta fórmula se conoce como fórmula mejorada de Euler o 
fórmula de Heun. La ecuación (5) representa una mejora con respecto a la fórmula de 
Euler (3) por el hecho de que el error local por truncamiento al usar la ecuación (5) es 
proporcional a mientras que para el método de Euler es proporcional a /í^. Este error 
estimado para la fórmula mejorada de Euler se establece en el problema 15. También es 
posible demostrar que, para un intervalo finito, el error global por truncamiento para la 
fórmula mejorada de Euler está acotado por una constante multiplicada por /i^. Nótese que 
se logra mayor exactitud a expensas de más trabajo de cálculo, ya que ahora es necesario 
evaluar f(t, y) dos veces para ir de a ^ ^ 

Si f(t, y) sólo depende de f y no de y, entonces resolver la ecuación diferencial y' = 
f(t, y) se reduce a integrar f(t). En este caso la fórmula mejorada de Euler (5) queda 

3^n+1 ~ y» ~ 2 (^) 

que es precisamente la regla del trapecio para la integración numérica. 


Ejemplo 1 ^ Aplicar la fórmula mejorada de Euler (5) para calcular valores aproximados de la solución del 

^ problema con valor inicial 

I / = l-/ + 4y, y(0) = l. (7) 

Para este problema, /(í, y) = 1 - r + 4y; de donde, 

+ 4y„ 


y 


fiin + y„ + hy'„} = 1 - (í„ + /i) -f 4{y„ + hy'„}. 


Además, í^ = 0,yo= 1 y y^ = 1 ~ íq + ^yo = 5. Si= 0.1, 

/(ío + yo + hy'o) = 1 - 0.1 -h 4[1 + (0.1)(5)] = 6.9. 
Entonces, por la ecuación (5), 


yi = 1 + (0.5)(5 + 6.9)(0.1) = 1.595. 
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En el segundo paso es necesario calcular 

= 1 - 0.1 + 4(1.595) = 7.28, 
+ hy\ = 1.595 + (0.1)(7.28) = 2.323, 


y 


/(Í2, + hy\) = 1 - 0.2 + 4(2.323) = 10.092. 

Entonces, por la ecuación (5), 

y2 = 1.595 + (0.5)(7.28 + 10.092)(0.1) = 2.4636. (9) 

En la tabla 8.3.1 se dan más resultados para 0 < í < 1, obtenidos al aplicar el método mejora¬ 
do de Euler con A = 0.1 y /í = 0.05. Para comparar los resultados del método mejorado de Euler 
con los del método de Euler, nótese que aquél requiere dos evaluaciones de / en cada paso, 
mientras que éste requiere solamente una. Esto es importante porque típicamente la mayor parte 
del tiempo de cálculo en cada paso se dedica a la evaluación de/, por lo cual el conteo de estas 
evaluaciones constituye una manera razonable de estimar el esfuerzo total de cálculo. Por tanto, 
para un tamaño dado de paso h, el método mejorado de Euler requiere el doble de evaluaciones 
de / que el de Euler. De manera alternativa, el método mejorado de Euler para el tamaño de pa¬ 
so h requiere el mismo número de evaluaciones de/que el de Euler con tamaño de paso hl2. Al 
consultar las tablas 8.1.1 y 8.3.1 puede verse que el método mejorado de Euler con /í = 0.1 da 
mejores resultados que el de Euler con h = 0.05; nótese que, en cada caso, intervienen veinte 
evaluaciones de /. Sin embargo, el método mejorado de Euler con /? = 0.1 también es más exac¬ 
to que el de Euler con h = 0.025 (cuarenta evaluaciones de /) y es casi tan exacto como el de 
Euler con li = 0.01 (cien evaluaciones de/). Por tanto, en comparación con el método de Euler, 
el mejorado de Euler es evidentemente más eficiente, produciendo resultados sustancialmente 
mejores con menor esfuerzo total de cálculo. Con h = 0.05 el método mejorado de Euler propor¬ 
ciona resultados que concuerdan bastante con la solución exacta; los errores porcentuales en t - 
0.5 y í = 1.0 son 1.15% y 2.3%, respectivamente. 


TABLA 8.3.1 Comparación de resultados ai aplicar los métodos de Euler y mejorado de Euler 
para el problema con valor inicial y' = 1 - r + 4y, y(0) = 1. 


t 

Euler 

Mejorado de Euler 


h = 0.05 

h = 0.025 

/í = 0.1 

h = 0.05 

Exacta 

0 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

1.0000000 

0.1 

1.5475000 

1.5761188 

1.5950000 

1.6049750 

1.6090418 

0.2 

2.3249000 

2.4080117 

2.4636000 

2.4932098 

2.5053299 

0.3 

3.4333560 

3.6143837 

3.7371280 

3.8030484 

3.8301388 

0.4 

5.0185326 

5.3690304 

5.6099494 

5.7404023 

5.7942260 

0.5 

7.2901870 

7.9264062 

8.3697252 

8.6117498 

8.7120041 

0.6 

10.550369 

11.659058 

12.442193 

12.873253 

13.052522 

0.7 

15.234032 

17.112430 

18.457446 

19.203865 

19.515518 

0.8 

21.967506 

25.085110 

27.348020 

28.614138 

29.144880 

0.9 

31.652708 

36.746308 

40.494070 

42.608178 

43.497903 

1.0 

45.588400 

53.807866 

59.938223 

63.424698 

64.897803 
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Es fácil modificar un programa de computadora para el método de Euler con el fin de 
poner en práctica, en vez de éste, el mejorado de Euler. Todo lo que se requiere es reempla¬ 
zar el paso 6 del algoritmo de la sección 8,1 por el siguiente: 

Paso 6. /cl=/(í,y) 

k2 = f{t + h, y h * kl) 
y = y + (/i/2) * (fcl + k2) 
t = t -y h 

Una manera alternativa de mejorar la fórmula de Euler se basa en el desarrollo de Taylor 
de la solución del problema con valor inicial (1). Al retener los dos primeros términos del de¬ 
sarrollo de (f) alrededor de í = se obtiene la fórmula de Euler, de modo que al conservar 
más términos debe obtenerse una fórmula más exacta. Si se supone que las segundas deri¬ 
vadas parciales de / son continuas, de modo que </> tiene por lo menos tres derivadas con¬ 
tinuas en el intervalo de interés, es posible escribir 

<A(t„ + h) = + run) ^ + r'it.) (10) 

en donde es algún punto del intervalo <t„<t„+h. 

Por la ecuación (1) se tiene 


= fbn, (Piíj]- ( 11 ) 

Además, al derivar la ecuación (1) e igualar í a se encuentra que 

4>"{Q = /,[í„, 0(t„)] + (t>(t„)](t)'(t„). (12) 

Se obtiene la fórmula de Taylor con tres términos al sustituir por su valor aproximado 
en las fórmulas para ^'(0 ^ V desprecia después el término en 

la ecuación (10). De esta manera se obtiene 


^n + i = y„ + hy'„ + — y'^, 


(13) 


en donde 




(14) 


Si se supone por el momento que (/)(í^) = y^, se concluye que el error local por trunca¬ 
miento asociado con la fórmula (13) es 


^n+l — 4^Un+ l) 






(15) 


en donde Xí ^ ^ ^ tanto, el error local por truncamiento para la serie de Taylor 

con tres términos es proporcional a /í^, precisamente como para la fórmula mejorada de 
Euler antes analizada. Una vez más, es posible demostrar que, para un intervalo finito, el 
error global por truncamiento no es mayor que una constante multiplicada por h^. 

La fórmula de Taylor con tres términos requiere el cálculo de/^(í, y) y fjít, y), y luego la 
evaluación de estas funciones, así como la de f(t, y) en (í^, y^). En algunos problemas,/^ 



448 


Métodos numéricos 


Problemas 


y f pueden ser más complicadas que la propia /. Si este es el caso, probablemente es mejor 
aplicar una fórmula de exactitud comparable, como la fórmula mejorada de Euler, que no 
requiera las derivadas parciales y En principio, es posible desarrollar fórmulas de 
Taylor con cuatro términos o incluso de orden superior. Sin embargo, estas fórmulas com¬ 
prenden derivadas parciales aún superiores de / y, en general, su aplicación es un tanto 
complicada. 

Finalmente, se observa que si / es lineal en r y en y, como en el problema ejemplo, en¬ 
tonces las fórmulas mejorada de Euler y de Taylor con tres términos son idénticas. Por 
tanto, los resultados dados en la tabla 8.3.1 para el método mejorado de Euler también son 
válidos para el de Taylor con tres términos. 




En cada uno de los problemas 1 a 8, encuentre valores aproximados de la solución del pro¬ 
blema dado con valor inicial en r = + 0.1, + 0.2, + 0.3 y Íq + 

a) Si aplica el método mejorado de Euler con /r = 0.1. 

b) Si aplica el método de Taylor con tres términos, con h - 0.1. 

Compare los resultados con los obtenidos por el método de Euler en la sección 8.1 y con la 
solución exacta (en caso de contar con ésta). 


1. v' = 2y- 1, 
3. y = + y% 

5. V — \/ í + \\ 

, \ y“ + 2ry 


y(0) = 1 
y(0) = 1 

y( l) - 3 

y(l)- 2 


2. y' = 0.5 - ? y 2y, y(0) = 1 

4. y = 5í - 3v>% >’(0) = 2 

6. y' ~ 2t + e y(0) ^ 1 

8. y' = (í^ — y^) seny, y(0) = — 1 


En cada uno de los problemas 9 a 12 encuentre un valor aproximado de la solución del 

problema dado con valor inicial en f = + 1. 

a) Si aplica el método mejorado de Euler con h = 0A. 

b) Si aplica el método mejorado de Euler con h = 0.05. 

c) Si aplica el método mejorado de Euler con h = 0.025. 

Compare los resultados con los obtenidos por el método de Euler de la sección 8.1. 

9. y' ^ 0.5 - í + 2y, y(0) - 1 10. y' = 5t - 3vy, y(0) = 2 

11. y' = Vi + y, y( l) = 3 12. y' - 2í + c y(0) = l 

13. Complete los cálculos que dan las entradas de la cuarta columna de la tabla 8.3,1 hasta t 
= 0.6; es decir, aplique el método mejorado de Euler con h = 0.1 

14. Para el problema ilustrativo y' = 1 - í + 4y, y (0) = 1, determine valores aproximados de 
la solución hasta / = 0.6 si se aplica la fórmula de Taylor con tres términos y h = 0.1. 
Compruebe los resultados con los de la tabla 8.3.1. 

15. En este problema se establece que el error local por truncamiento para la fórmula mejorada 
de Euler es proporcional a h^. Si se supone que la solución del problema con valor 
inicial y' = /(/, y), y(?Q) = tiene derivadas continuas hasta el tercer orden (/ tiene se¬ 
gundas derivadas parciales continuas), se concluye que 


(t>{t„ + h) - (p(t„) + -h h 




2! 


3! 
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en donde t^< t^< h. Suponga que = í/>(í^). 

a) Demuestre que para ^según se expresa en la ecuación (5), 

e„^i = 

_ ~ {fítn + y» + -VJ] ~ fi^n> >’n)} ^ 

2! .3! 

b) Aplique el hecho de que (/)"(0 =/,[^ <t>0)] + /^[^ y la aproximación 

de Taylor con un resto para una función F(ty y) de dos variables es 

F(a -f /i, /? + /c) = F(a, b) + F^a, b)h + Fja, b)k F^(h^F,, -h IhkF,^ + k^F\,^) 

en donde ^ está entre ay a ^-hy r\ está entre h y h k, para demostrar que el primer 
término segundo del miembro de la ecuación (i) es proporcional a más términos de 
orden superior. Este es el resultado que se desea. 

c) Demuestre que si/(r,y) es lineal en í y eny, entonces + ^ en donde 

<^n<^n.r 

Sugerencia: ¿ Cuáles son/^^, y J 

16. Demuestre que la fórmula de Taylor con tres términos y la fórmula mejorada de Euler 
son idénticas para y' = /(t, y), si / es lineal en í y en y. 

Sugerencia: Ver el problema 15b); observe que cada/^, y fyy es cero. 

17. Considere el método mejorado de Euler para resolver el problema con valor inicial ilus¬ 

trativo y' = 1 - í + 4y, y(0) = 1. Aplique el resultado del inciso c) del problema 15 y la 
solución exacta del problema con valor inicial para determinar + i y una cota para el 
error en cualquier paso sobre 0 < / 1. Compare este error con el obtenido en la sección 

8,2, ecuación (15), si se aplica el método de Euler. También obtenga una cota para e^, 
para /i = 0.1, y compárela con la ecuación (16) de la sección 8.2. 

En los problemas 18 y 19 aplique la solución exacta para determinar ^ y una cota de ^ ^ en 
cualquier paso sobre 0 < / ^ 1, para el método mejorado de Euler, para el problema dado con 
valor inicial. Obtenga también una cota para e^, para /í = 0.1, y compárela con la estimación 
semejante para el método de Euler y con el error real, si se aplica el método mejorado de Euler. 

18. / = 2y~l, y(0)=l 19. / = 0.5 - t-f 2y, y(0) = 1 

20. La fórmula modificada de Euler para el problema con valor inicial y' = f(t, y), y(/ q) = 
yg se expresa por 

yn+í =y„ + ¥b„ + i/i, y„ + WiK, y A 

Si se sigue el procedimiento descrito en el problema 15, demuestre que el error local por 
truncamiento en la fórmula modificada de Euler es proporcional a h^. 

En cada uno de los problemas 21 a 24, use la fórmula modificada de Euler del problema 20, 
con /z = 0.1, para calcular valores aproximados de la solución del problema dado con valor 
inicial en r = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4. Compare los resultados con los obtenidos antes. 

21. y'=:2y-l, y(0) = 1 22. y'= 0.5 - í + 2y, y(0) - 1 

23. y' = -h y^, y(0) =1 24. y' = 5í ~ 3 Jy, y(0) = 2 

25. Demuestre que la fórmula modificada de Euler del problema 20 es idéntica a la fórmula 
mejorada de Euler de la ecuación (5) para y' = /(r, y) si / es lineal en t en y. 
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Los problemas 26 a 28 tratan del problema con valor inicial y' = /(í,y),y(ío) =^ 0 - Sea y = (/)(í) 

la solución exacta. 

26. Demuestre que el error local por truncamiento ^ si se aplica la fórmula de Taylor con 

tres términos se expresa por (¡/'\T^)h^l6y en donde ^ Recuerde que al 

calcular ^ se supone que y^ = 

27. Deduzca una fórmula de Taylor con cuatro términos para ^, en términos de/(í, y) y sus 
derivadas parciales evaluadas en (r^, y^^), ¿Cuál es el error local por truncamiento? 

28. Si se sigue el procedimiento del método de extrapolación de Richardson (problemas 9 y 

11 de la sección 8.2), demuestre que una estimación mejorada de (/>(?),7= + nh, en 

términos de yjh) y y2„Qil2X calculada al aplicar el método de Taylor con tres términos o 
el método mejorado de Euler, expresa poTy^^^{h/2) + [y2n(^/2) ~y^(h)]/(2^ - 1). Conside¬ 
re el problema con valor inicial y' = 1 - / + 4y, y(0) = 1. Con la aplicación de los resul¬ 
tados aproximados para í^(l) que se obtuvieron por el método mejorado de Euler para 
h - 0.1 y para h = 0.05 (ver la tabla 8.3.1), determinar una nueva estimación de </>(!). 
Compare este resultado con el valor de la solución exacta. 


8.4 


Métod o de Runqe-K utta 


En secciones anteriores se presentan la fórmula de Euler, la fórmula mejorada de Euler, y la 
fórmula de Taylor con tres términos, como medios para resolver numéricamente el proble¬ 
ma con valor inicial. 


y =: /(r, y), L(?o) = yo (1) 

Los errores locales por truncamiento para estos métodos son proporcionales a y /t^, 
respectivamente. Se ha visto que los dos últimos métodos son sustancialmente mejores que 
el de Euler, aunque todavía no son lo suficientemente exactos para un trabajo numérico serio. 
Un método relativamente sencillo y suficientemente exacto como para ser muy útil es el 
llamado método de Runge-Kutta'. El error local por truncamiento de este método es 
proporcional a h^. Por tanto, es dos órdenes de magnitud más exacto que el mejorado de 
Euler y el de Taylor con tres términos, y tres órdenes de magnitud mejor que la simple 
fórmula de Euler. 

La fórmula de Runge-Kutta comprende un promedio ponderado de valores de /(í, y) 
tomados en diferentes puntos del intervalo < r < ^ ^ se expresa por 

>n+ 1 ^ ^^ -b /c„4), (2) 


^ Cari David Runge (1856-1927), matemático y físico alemán, trabajó durante muchos años en espectroscopia. 
El análisis de los datos lo llevó a considerar los problemas en cálculo numérico, y el método de Runge-Kutta 
se originó en su publicación sobre la solución numérica de ecuaciones diferenciales, en 1895, El método fue 
extendido en 1901 hacia los sistemas de ecuaciones por M. Wilhelm Kutta (1867-1944). Kutta fue un mate¬ 
mático y experto en aerodinámica, alemán también, bastante conocido por sus importantes contribuciones a la 
teoría clásica de los perfiles aerodinámicos. 
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en donde 

k „2 = f{t„ + iK y„ + ^hk„i), (3b) 

k „3 = f{t„ + ik y„ + jhk„2), (3c) 

Ka = fitn + h,y„ + (i/c„ 3 ). (3d) 

La suma (Jc^^ + 2k^2 ^ puede interpretarse como una pendiente promedio. 

Nótese que es la pendiente en el extremo izquierdo del intervalo, k^2 pendiente en 
el punto medio, si se aplica la fórmula de Euler para ir de a + hl2, k^^ es una segunda 
aproximación para la pendiente en el punto medio y, por último Ka es la pendiente en + 
h, si se aplica la fórmula de Euler y la pendiente k^^ para ir de a + h. 

Aunque en principio no es difícil demostrar que la ecuación (2) difiere del desarrollo de 
Taylor de la solución <f> en términos que son proporcionales a el álgebra es más bien 
extensa. Por tanto, se acepta el hecho de que el error local por truncamiento al aplicar (2) es 
proporcional a /z^ y que, para un intervalo finito, el error global por truncamiento es cuando 
mucho igual a una constante multiplicada por 
Resulta evidente que la fórmula de Runge-Kutta, ecuaciones (2) y (3), es más complica¬ 
da que cualquiera de las fórmulas analizadas antes. Sin embargo, esto tiene relativamente 
poca importancia, ya que no es difícil escribir un programa de computadora para poner en 
práctica este método. El método de Runge-Kutta es una buena combinación de exactitud y 
sencillez. Como consecuencia, es uno de los métodos más usados y mejores para la resolu¬ 
ción numérica de ecuaciones diferenciales. 

Nótese que si / no depende de y, entonces 

k„i = k„2 = k„3 = f{t„ + h/2), fe „4 = /(í„ + h), (4) 

y la ecuación (2) se reduce a 

yn+i — y» = ^ ífi^n) + + ^/2) + /(í« + h)']. (5) 

La ecuación (5) puede identificarse como la regla de Simpson (1710-1761) (ver problema 
15) para la evaluación aproximada de la integral / =f(t). El hecho de que la regla de Simp¬ 
son tenga un error proporcional a concuerda con la proposición anterior referente al 
error en la fórmula de Runge-Kutta. 


Ejemplo 1 


Aplicar el método de Runge-Kutta para calcular valores aproximados de la solución y = (f)(t) del 
problema con valor inicial 


y = l ~ t -\- 4y, y(0) = 1. 

Si se toma h = 0.2, se tiene 

^oi=/(0, 1) = 5; /i/coi = 1.0 

ko2 -/(O + 0.1, 1 -h 0.5) = 6.9; hko2 = 1.38 


( 6 ) 
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- ,/(0 + O.K 1 4- 0.69) = 7.66; - 1.532 

ko4 - ./(O 4 0.2, 1 + 1.532) - 10.928. 

Por tanto, 

V, = I + [5 + 2(6.9) + 2(7,66) + 10.928] 

6 

- I + 1.5016 = 2.5016. 

En la tabla 8.4. l se dan más resultados, si se aplica el método de Runge-Kutta con h-02y 
h = 0.\. Para comparación, también se dan los valores obtenidos al aplicar los métodos de Euler 
y mejorado de Euler. Nótese que el método de Runge-Kutta da un valor cnt=\ que difiere de la 
solución exacta en sólo 0.7% si el tamaño de paso es /i = 0.2, y en sólo 0.06% si = 0. l. La exac¬ 
titud del método de Runge-Kutta para este problema se demuestra aún más en la tabla 8.4.2. 
que contiene valores aproximados de ^(1) obtenidos al aplicar diferentes métodos y tamaños 
de paso. Obsérvese que el resultado para el método de Runge-Kutta con h = 0.í es mejor que el de 
cualquiera de los otros métodos con /i = O.Ol. Es decir, el método de Runge-Kutta con 10 pasos 
es mejor que el método mejorado de Euler con 100 pasos; en realidad, la comparación adecua¬ 
da es de 40 evaluaciones de f{t, y) por el método de Runge-Kutta contra 200 por el método 
mejorado de Euler. Además, en la tabla 8.4.2 también se ve que, para h = 0.01, el método de 
Runge-Kutta da en esencia el valor exacto de <^(1). 


TABLA 8.4.1 Comparación de resultados de la solución numérica del problema con valor inicial 
y' = 1 - r + 4y, y(0) = 1. 

r 

Euler 
/z = 0.1 

Mejorado 
de Euler 
/? = 0.1 

Runge-Kutta 

Exacta 

o 

II 

-2C 

h = 0A 

0 

l.0000000 

LOOOOOOO 

LOOOOOOO 

l.0000000 

LOOOOOOO 

0.1 

1.5000000 

1.5950000 


1.6089333 

1.6090418 

0.2 

2.1900000 

2.4636000 

2.5016000 

2.5050062 

2.5053299 

0.3 

3.1460000 

3.7371280 


3.8294145 

3.8301388 

0.4 

4.4774000 

5.6099494 

5.7776358 

5.7927853 

5.7942260 

0.5 

6.3241600 

8.3697252 


8.7093175 

8.7120041 

0.6 

8.9038240 

12.442193 

12.997178 

13.047713 

13.052522 

0.7 

12.505354 

18.457446 


19.507148 

19.515518 

0.8 

17.537495 

27.348020 

28.980768 

29.130609 

29.144880 

0.9 

24.572493 

40.494070 


43.473954 

43.497903 

1.0 

34.411490 

59.938223 

64.441579 

64.858107 

64.897803 


TABLA 8-4.2 Comparación de resultados al aplicar diferentes procedimientos numéricos y 


diferentes tamaños de paso para el valor en f = 1 de la solución del problema con valor inicial 
y = l-? + 4>-,y(0)=l. 

h 

Euler 

Mejorado 
de Euler 

Runge-Kutta 

Exacta 

0.2 

0.1 

34.411490 

59.938223 

64.441579 

64.858107 

64.897803 

64.897803 

0.05 

45.588400 

63.424698 

64.894875 

64.897803 

0.025 

53.807866 

64.497931 

64.897604 

64.897803 

0.01 

60.037126 

64.830722 

64.897798 

64.897803 
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La estructura de un programa para poner en práctica el método de Runge-Kutta es la misma 
que la del algoritmo para el método de Euler que se describió en la sección 8.L De manera 
específica, los renglones del paso 6 en el algoritmo de Euler deben sustituirse por los siguientes: 

Paso 6. k\ ~ f{t, y) 

=/(í-i-0.5 */i, y + 0.5 * ^ * ícl) 
k3 = f(t + 0.5 * /i, y + 0.5 * /í * kl) 

H = /(í + /i, y + * /c3) 

y = y -f (/i/b) * (^1 + 2 * /c2 + 2 * /c3 + /c4) 
t = í -y /i 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 8, determine valores aproximados de la solución del pro¬ 
blema dado con valor inicial en í = /q + 0.1, Íq + 0.2, + 0.3 y /q + 0.4. 

a) Si aplica el método de Runge-Kutta con /i = 0.1. 

b) Si aplica el método de Runge-Kutta con h = 0.05. 

Compare los resultados con los obtenidos al aplicar otros métodos y con la solución exacta 
(en caso de contar con ésta). 


1 . 

3. 

5. 

7. 


/ = 2y - 1, 

y = y2, 

y' = y/r+y, 

^ y^ -1- liy 


y(0) = 1 
y(0) = 1 
>’(!) = 3 

y(l) = 2 


2. y' = 0.5 — r + 2y, y(0) — I 

4. y' = 5í - Z^y, y(0) = 2 

6. / = 2í-ye ^ y(0)= I 

8. y — — y^)seny, y(0) — — 1 


En cada uno de los problemas 9 a 12, halle un valor aproximado de la solución del problema 
dado con valor inicial en t = íq + 1. 

a) Si aplica el método de Runge-Kutta con h = 0.2. 

b) Si aplica el método de Runge-Kutta con // = 0.1. 

c) Si aplica el método de Runge-Kutta con h = 0.05. 

Compare los resultados con los obtenidos por otros métodos. 

9. y' == 0. 5 - t + 2y, y(0) - 1 10. / = 5í - 3 Vy, y(0) = 2 

11. / = Vi+ >-, y(l) = 3 \2. y'= 2t + e~‘\ y(0) = 1 

13. Calcule valores aproximados de la solución y = </>(/) en / = 0.4 y 0.6 para el problema 
ejemplo y' = 1 - r + 4y, y(0) = 1. Use h = 02 y el valor aproximado de 0(0.2) que se da 
en el ejemplo del texto. Compare los resultados con los valores proporcionados en la 
tabla 8.4.1. 

*14. Considere el problema con valor inicial y' = /(?, y), y(/Q) = y^. La fórmula de Taylor con 
tres términos correspondiente es 

y» + 1 = y» + hy'„ + (h^/2)y'^. (i) 

Para deducir otras fórmulas de exactitud semejante, considere la expresión 

yn+i = y„ + ^{«/(í„,y«) + hfÍK + y«)]}, (ü) 

en donde a,b, ay p son arbitrarias. 
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a) Desarrolle el segundo miembro de la ecuación (ii) alrededor del punto yj para 
demostrar que la diferencia entre las fórmulas (i) y (ii) es proporcional a/i^sifl + ¿= l, 
ba = 1/2, y bfi- 1/2. Sugerencia: use el desarrollo de Taylor para una función de dos 
variables que se dio en el problema 15 b) de la sección 8.3. 

b) Demuestre que las ecuaciones para a,b,ay fj tienen la infinidad de soluciones a = 1 
-A, ¿) = Aya = ^= 1/2A, para cualquier A 0. 

c) Para A = 1/2, demuestre que la ecuación (ii) se reduce a la fórmula mejorada de Euler 
que se dio en la ecuación (5) de la sección 8.3. 

d) Para A = 1, demuestre que la ecuación (ii) se reduce a la fórmula modificada de Euler 
que se dio en el problema 20 de la sección 8.3. 

15. Para deducir la regla de Simpson para la evaluación aproximada de la integral de/(/), 
desde t = 0 hasta t = h, primero demuestre que 

{At^ + Bt + C)dt = -y- + -Y + 

A continuación, elija las constantes A, By Cát modo que la parábola y =Aí^ +Bí + C 
pase por los puntos [0,/(0)], [hH.fQiH)] y [h,f(h)]. Aplique este polinomio para re¬ 
presentar /(/) aproximadamente sobre el intervalo 0 ^ ^ < A, y sustituya A, B y C en la 
fórmula precedente para obtener 

¡Imdt ^ ^ [/(O) + 4f{h/2) + mi 

Es posible demostrar que el error al aplicar esta fórmula es proporcional a 

16. a) Siga el procedimiento del método de extrapolación de Richardson (problemas 9 y 11 

de la sección 8.2) para demostrar que para el problema con valor inicial y' = /(/, y), 
y(^o) “ >^ 0 ’ estimación mejorada de = íq términos de yj^h) y y 2 (hl 2 ) 

por el método de Runge-Kutta, se expresa por 

y2Áh/2) + ly2Áh/2) - yAh)W^ - !)■ 

b) Considere el problema con valor inicial / = 1 - í + 4y, y(0) = 1. Use ios valores 
aproximados de (/>(!) obtenidos por el método de Runge-Kutta con /í = 0.2y/i = 0.1 (ver 
las tablas 8.4.1 u 8.4.2) y la fórmula del inciso a) para obtener una nueva estimación de 
</>(!). Compare el resultado con la solución exacta. 


dificultades con los métodos numéricos 

En la sección 8.2 se analizaron algunas ideas relacionadas con los errores que pueden ocu¬ 
rrir en una solución numérica del problema con valor inicial 

y'~f{t,y), yito) = yo- 

En esta sección se continúa ese análisis y también se señalan varias dificultades más sutiles 
que pueden presentarse. Debido a que es bastante difícil abordar con detalle los temas que 
se plantean, sólo se les ilustrarán mediante ejemplos. 
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En primer lugar, recuérdese que para el método de Euler se demostró que el error local 
por truncamiento es proporcional a y que para un intervalo finito el error global por 
truncamiento es cuando mucho igual a una constante multiplicada por h. Aunque no se 
demuestra en general es cierto que si el error local por truncamiento es proporcional a nP, 
para un intervalo finito, el error global por truncamiento está acotado por una constante 
multiplicada por Para lograr mucha exactitud, normalmente se utiliza un procedi¬ 
miento numérico para el que p sea bastante grande. A medida que p crece, por lo común la 
fórmula usada al calcular j se vuelve más complicada y, de donde, en cada paso se re¬ 
quieren más cálculos; sin embargo, esto no suele ser un problema grave a menos que/(í, y) 
sea muy complicada o el cálculo deba repetirse muchas veces (por ejemplo, para muchos 
valores diferentes dey^ o diferentes valores de los parámetros que pudieran aparecer en / 
o las dos cosas). 

Si se disminuye el tamaño del paso el error global por truncamiento disminuye en el mismo 
factor elevado a la potencia p-\. Sin embargo, como se mencionó en la sección 8.2, si h es 
demasiado pequeño, se requerirán demasiados pasos para cubrir un intervalo fijo y el error 
global por redondeo puede ser mayor que el error global por truncamiento. En la figu¬ 
ra 8.5.1 se muestra la situación esquemáticamente. Se supone que el error por redondeo 
es proporcional al número de cálculos ejecutados y, por lo tanto, es inversamente propor¬ 
cional al tamaño h del paso. Por otra parte, el error por truncamiento es proporcional a 
una potencia positiva de h. Por la ecuación (6) de la sección 8.2 se sabe que el error total 
está acotado por \EJ -i- \RJ; entonces, se desea elegir h a fin de minimizar esta cantidad. 
Como se indica en la figura 8.5.1, el valor óptimo de h es aproximadamente el valor en el 
que se cruzan las gráficas de |£^| y . En otras palabras, h es casi óptimo cuando los 
errores por truncamiento y por redondeo son aproximadamente iguales en magnitud. 

Como segundo ejemplo de los tipos de dificultades que pueden presentarse cuando se 
utilizan sin cuidado los procedimientos numéricos, considérese el problema de determinar 
la solución y = ^{t) de 


y' = í" + y", y(0)=i. (2) 

Este es el tercer problema de los conjuntos de problemas de la sección previa. En virtud de 
que la ecuación diferencial no lineal, el teorema 2 • 4 • 1 de existencia y unicidad sólo 
garantiza que existe una solución en algún intervalo alrededor de í = 0. Supóngase que se 



FIGURA 8.5.1 Dependencia de los errores por truncamiento y por redondeo res¬ 
pecto del tamaño h del paso. 
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intenta calcular una solución del problema con valor inicial en el intervalo 0 < í 1, 
aplicando procedimientos numéricos diferentes. 

Si se aplica el método de Euler con h = 0.1, 0,05 y 0.01, se encuentran los siguientes 
valores aproximados en í = 1; 7.189500,12,32054 y 90.68743, respectivamente. Las gran¬ 
des diferencias entre los valores calculados son una prueba convincente de que es necesario 
utilizar un procedimiento numérico más exacto, por ejemplo el método de Runge-Kutta. Si 
se usa el método de Runge-Kutta con /i = 0.1, se encuentra el valor aproximado de 735.0004 
en í = 1, que es bastante diferente de ios que se obtuvieron con el método de Euler. Si se 
actuase ingenuamente y se detuviera el proceso ahora, se cometería un grave error. Al repe¬ 
tir los cálculos con tamaños de paso h =0.05 y /í = 0,01, se obtiene la interesante informa¬ 
ción listada en la tabla 8.5.1. 

Aunque los valores en t = 0.90 son razonables y bien podría creerse que la solución 
exacta tiene un valor aproximado de 14.3 en í = 0.90, es evidente que algo extraño sucede 
entre í = 0.9 y / = 1.0. Para ayudarse a determinar lo que sucede, considérense algunas 
aproximaciones analíticas para la solución del problema con valor inicial (2). Nótese que 
sobre 0 < í < 1, 


< \ + y^. 

(3) 

Esto siguiere que la solución y = <^j(í) de 


y = 1 + y^ y(0) = 1 

(4) 

y la solución y = (f) 2 Ít) de 


y = y^ y( 0 ) = 1 

(5) 


son cotas superior e inferior, respectivamente, para la solución y = 4>{i) del problema ori¬ 
ginal, ya que todas estas soluciones pasan por el mismo punto inicial. De hecho, es posible 
demostrar (por ejemplo, por el método de iteración de la sección 2.11) que ^ 4>{t) ^ 
</)j(í) siempre que estas funciones existan. Lo importante por observar es que es posible 
resolver las ecuaciones (4) y (5) para y (j)^ mediante separación de variables. Se encuen¬ 
tra que 


(AiW = tan^f + = (6) 

Por tanto, —► x cuando í 1 y ^ cuando t 7t/4 = 0.785. Estos cálculos 

muestran que la solución del problema original con valor inicial deben volverse no acota- 


TABLA 8,5.1 Cálculo de la solución del problema con valor ini¬ 
cial y' = + yy(0) = l al aplicar el método de Runge-Kutta. 


h 

II 

p 

o 

í= 1.0 

0.1 

14,02158 

735.0004 

0.05 

14.27042 

1.755613 X lO-* 

0.01 

14.30200 

> 10‘® 
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das en alguna parte entre t = 0.785 y í = 1. Ahora se sabe que el problema (2) no tiene 
solución sobre todo el intervalo 0 ^ í ^ 1 . 

Sin embargo, los cálculos numéricos sugieren que es posible ir más allá de r = 0.785 y 
quizá más allá de í = 0.9. Si se supone que la solución del problema con valor inicial existe 
en í = 0.9 y que su valor es igual a 14.3, es posible obtener una apreciación más exacta de lo 
que sucede para t más grande, al considerar los problemas con valor inicial (4) y (5) si se 
sustituye y (0) = 1 pory(0,9) = 14.3. Entonces se obtiene 

<^,(/) = tan(í + 0.6010), (t> 2 {i) = 1/(0.9699 - t), O) 

en donde sólo se conserva cuatro cifras decimales. Por tanto, -► oo cuando t nU - 
0.6010 = 0.9698 y <^ 2(0 cuando 0.9699. Se concluye que la solución del problema 
con valor inicial (2) se vuelve no acotada cerca de í = 0.97. No es posible ser más precisos 
que esto porque la condición inicial y(0.9) = 14.3 sólo es aproximada. Este ejemplo ilustra 
el tipo de información que es posible obtener mediante una combinación juiciosa de trabajo 
analítico y numérico. 

Como último ejemplo, considérese el problema de determinar dos soluciones linealmente 
independientes de la ecuación lineal de segundo orden 

y" ^ lOOy = 0 ( 8 ) 

para f > 0. La generalización de las técnicas numéricas para las ecuaciones de primer or¬ 
den hacia las ecuaciones de orden superior o a sistemas de ecuaciones se analiza en la 
sección 8.7, pero no es necesaria para este análisis. Dos soluciones linealmente indepen¬ 
dientes de la ecuación ( 8 ) son = cosh lOí y (f) 2 (t) = senh lOí. La primera solución, <})^{t) 
= cosh lOr, es generada por las condiciones iniciales = 1 , (f>\(0) =0; la segunda solu¬ 
ción, <^ 2(0 = senh 10 /, es generada por las condiciones iniciales <^ 2 (^) ~ ~ 

Aunque analíticamente es posible hablar de la diferencia entre cosh 10/ y senh 10/, para / 
grande se tiene que cosh 10 / — c^^72 y senh 10 / - c^®72; numéricamente, estas dos funcio¬ 
nes se ven exactamente iguales si sólo se conserva un número fijo de dígitos. Por ejemplo, 
correcto hasta ocho cifras significativas 

senh 10 = cosh 10=11,013.233. 

Si los cálculos se efectúan en una máquina que solamente lleva ocho dígitos, las dos solu¬ 
ciones (/)j y (¡>2 son idénticas en /= 1 y, de donde, para toda / > 1. Por tanto, aunque las 
soluciones son linealmente independientes, su tabulación numérica mostraría que son igua¬ 
les por que sólo puede retenerse un número finito de dígitos. A este fenómeno se le llama 
dependencia numérica; es uno de los problemas importantes y difíciles que siempre se 
encuentra cuando se está resolviendo una ecuación de segundo orden o de orden superior 
que tiene por lo menos una solución que crece muy rápido. 

Para este problema, esta dificultad puede eliminarse parcialmente al calcular, en vez de 
serh 10 / y cos/í 10 /, las soluciones linealmente independientes y 

correspondientes a las condiciones iniciales 03 ( 0 ) = 1 , 03 ( 0 ) = 10 y 04 ( 0 ) = 1 , 0 ^( 0 ) = - 10 , 
respectivamente. La solución 03 crece exponencialmente, mientras que 04 decrece 
exponencialmente. Aun así, se encuentra dificultad al calcular 04 con corrección sobre un 
intervalo grande. La razón es que en cada paso del cálculo de 04 se introducen errores por 
truncamiento y por redondeo. Por tanto, en cualquier punto /^, los datos a utilizar al pasar 
hacia el siguiente punto no son precisamente los valores de 04 (/„) y 04 ( 0 * solución del 
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problema con valor inicial con estos datos en no sólo comprende a también a 
Debido a que el error en los datos en es pequeño, la última función aparece con un 
coeficiente muy pequeño. Apesar de ello, como tiende a cero y crece muy rápido, 
esta última termina dominando y la solución calculada es simplemente un múltiplo de 

Para ser específicos, supóngase que se aplica el método de Runge-Kutta para calcular la 
solución y = = e~ del problema con valor inicial 

/' - lOOy - 0, y(0) = 1, /(O) = - 10. 

(En la sección 8.7 se describe el método de Runge-Kutta para sistemas de segundo orden.) 
Si se usa una aritmética de precisión simple (de ocho dígitos) con un tamaño de paso h = 
0.01, se obtienen los resultados de la tabla 8.5.2. Resulta evidente con base en estos resul¬ 
tados que la solución numérica comienza a desviarse significativamente de la solución 
exacta para / > 0.5 y que pronto difiere de ésta en muchos órdenes de magnitud. La razón 
es la presencia en la solución numérica de una pequeña componente de la solución que 
crece exponencialmente Con aritmética de ocho dígitos es de esperar un error 

por redondeo del orden de 10~^ en cada paso. Dado que crece en un factor de 5 x 10^^ 
desde í = 0 hasta í = 5, un error del orden de 10”® cerca de í = 0 puede producir un error 
del orden de 5 x 10^^ en / = 5, aun si no se introducen más errores en los cálculos que 
intervienen. Los resultados que se dan en la tabla 8.5.2 demuestran que esto es exactamente 
lo que sucede. 

La ecuación (8) es un ejemplo de lo que se conoce como ecuaciones rígidas. Estas 
ecuaciones tienen cuando menos una solución que decae con rapidez y, por lo general, se 
requiere un especial cuidado al resolverlas numéricamente. Los códigos de computación 
modernos para resolver ecuaciones diferenciales incluyen medidas para tratar con la rigi- 


TABLA 8.5.2 

Solución exacta de y''- 

-100y = 0,X0) = l,l''(0) = -10y 

solución numérica al aplicar el método 

de Runge-Kutta con h = 0.01 


t 

Numérica 

Exacta 

0.0 

1.0 

1.0 

0.25 

8.2085 X 10-2 

8.2085 X 10-2 

0.5 

6.7395 X 10-2 

6.7379 X 10-2 

0.75 

5.7167 X 10-“ 

5.5308 X 10-“ 

1.0 

2.7181 X 10-“ 

4.5400 X 10-2 

1.5 

3.3602 X 10-2 

3.0590 X 10-2 

2.0 

4.9870 

2.0612 X 10-® 

2.5 

7.4013 X 102 

1.3888 X 10-” 

3.0 

1.0984x102 

9.3576 X 10-'“ 

3.5 

1.6302 X 102 

6.3051 X 10-'2 

4.0 

2.4195 X 10^ 

4.2484 X 10-'* 

4.5 

3.5908x10” 

2.8625 X 10-20 

5.0 

5.3292 xl0“2 

1.9288 X 10-22 
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dez. [Para un análisis más detallado de ecuaciones rígidas, consultar los libros de Gear 
(1971) y Rice (1983) que se citan en la bibliografía al final de este capítulo.] 

Otro problema que es necesario investigar para cada procedimiento numérico es la con¬ 
vergencia de la solución aproximada a la solución exacta, cuando h tiende a cero. Aunque 
esto no ocurre para los métodos de un paso analizados en las secciones anteriores, si se 
aplican procedimientos con pasos múltiples existe el siguiente peligro: puede suceder que 
la fórmula numérica para que comprende a ^ y _ 2 ’ etcétera tenga soluciones 
extrañas que no correspondan a las soluciones de la ecuación diferencial original. Si estas 
soluciones extrañas crecen en vez de decaer, provoca problemas. Esto se ilustra con un 
ejemplo específico en la siguiente sección. 

Otros problemas prácticos, a los que frecuentemente tiene que enfrentarse el experto en 
análisis numérico, son cómo calcular soluciones de una ecuación diferencial en la vecindad 
de un punto singular regular y cómo calcular numéricamente la solución de una ecuación 
diferencial sobre un intervalo no acotado. En general, estos problemas requieren una com¬ 
binación de trabajo analítico y numérico. 


Problemas 


1. Para adquirir cierta idea sobre los peligros posibles de los errores pequeños en las condi¬ 
ciones iniciales, como los debidos al redondeo, considere el problema con valor inicial 

y' = Í + y - 3, y(0) = 2. 

a) Demuestre que la solución esy = = 2 -1. 

b) Suponga que en la condición inicial se comete un error y que en vez de 2 se usa 
2.001. Determine la solución y = <f>2(0 en este caso y compare la diferencia <^ 2(0 “ ^i(0 
en í = 1 y cuando 00 . 

2. Considere el problema con valor inicial ’ 

y = ^(0) = 0. (i) 

Si se aplica el método de Runge-Kutta con un tamaño de paso h, se obtiene los resultados 
de la tabla 8.5.3. Estos resultados sugieren que la solución tiene una asíntota vertical 
entre í = 0.9 y r = 1.0. 

a) Demuestre que para 0 < / < 1 la solución y = í/)(í) del problema (i) satisface 

(t>2(t) < (t>(t) < (ii) 


TABLA 8.5.3 Cálculo de la solución del problema con 
valor inicial y' = + e>’,y(0) = 0 al aplicar el método de 

Runge-Kutta 


h 

t = 0.90 

í= 1.0 

0.02 

3.42975 

> 1038 

0.01 

3.42981 

> 1038 
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en donde y = ^^{t) es la solución de 

y(0) = 0. (iii) 

y y = ^ 2(0 la solución de 

y' = y(0) - 0. (iv) 

b) Determine y (¡ijii)- Luego demuestre que (f>{t) 00 para alguna t entre í = 1 n 2 = 

0.69315y í = L 

c) Resuelva las ecuaciones diferenciales y' = y y' = 1 + respectivamente, con la 
condición inicial y(0.9) = 3.4298. Use los resultados para demostrar que ^(r) ->00 cuan¬ 
do t - 0.932. 

En los problemas 3 y 4, 

a) Encuentre una fórmula para la solución del problema con valor inicial y observe que es 
independiente de A. 

b) Aplique el método de Runge-Kutta con /? = 0.01 para calcular valores aproximados de la 
solución para 0 < r < 1, para diversos valores de A como A = 1,10, 20 y 50. 

c) Explique las diferencias, en caso de haber, entre la solución exacta y las aproximaciones 
numéricas. 

3. y' — Xy ~ \ — Xt, y(0) = 0 4. y' — Áy = 2r - y(0) = 0 
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En secciones anteriores se analizaron procedimientos numéricos para resolver el problema 
con valor inicial 

y'=f(t,y\ yih) = yo> (i) 

en el cual los datos en el punto / = se utilizan para calcular un valor aproximado de la 
solución 0(/^ ^ en el siguiente punto de la malla í = ^ j. En otras palabras, el valor 

calculado de cf) en cualquier punto de la malla depende sólo de los datos del punto prece¬ 
dente en la malla. Estos métodos se llaman métodos de un paso o de arranque. Sin em¬ 
bargo, una vez que se obtienen valores aproximados de la solución y = en algunos 
puntos más allá de Íq, es natural preguntarse si es posible utilizar parte de esta información, 
en vez de sólo el valor en el último punto, para calcular el valor de 0 en el siguiente punto. 
Específicamente, si se conocen y^ en ^2 en • • • » en ¿cómo se puede usar esta 
información para determinar + j en ^ j? Los métodos en los que se utiliza información 
de más que el último punto de la malla se llaman métodos de pasos múltiples. 

Uno de los mejores métodos de pasos múltiples es el predictor-corrector de Adams- 
Moulton^, en el que se utiliza la información en los cuatro puntos precedentes de la malla, 


^ John Couch Adams (1819-1892), astrónomo inglés, es más famoso por ser el codescubridor -con Joseph 
Leverrier- del planeta Neptuno, en 1846. Adams fue también bastante hábil en los cálculos; su procedimiento 
para la integración numérica de ecuaciones diferenciales apareció en 1883 en un libro escrito con Francis 
Bashforth sobre acción capilar. Forest Ray Moulton (1872-1952) fue astrónomo y administrador de progra¬ 
mas científicos estadounidenses. Al efectuar cálculos de trayectorias balísticas durante la Primera Guerra 
Mundial, ideó mejoras sustanciales en la fórmula de Adams. 
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- 1 »- 2 y - 3 ’ calcular un valor de </> en el siguiente punto de la malla t^^y Antes 
de poder usar este método, es necesario calcular >'p y 2 y ^3 con algún método de arranque, 
como el de Runge-Kutta; por supuesto, el método de arranque debe tener una exactitud 
comparable a la del método de pasos múltiples que se va a aplicar después. En esta sección 
se analiza brevemente el desarrollo del método de Adams-Moulton. 

Supóngase que se integra (/)'(0 desde t^ hasta ^ p entonces 

0(í„+ 1 ) - 4>iQ = ' <A'(t) áí. (2) 

Si se supone que se conocen 1 ) y entonces pueden calcularse 

..,, a partir de la ecuación (1). En seguida se aproxima por un polino¬ 
mio de grado tres que pase por los cuatro puntos [í^_ 3 , (f>'(t^ ^)], ^"(^«- 2 )]» i^n-p 

~ 1 )] y posible demostrar que siempre se puede hacer esto y, además, que 

el polinomio es único. Este polinomio se conoce como polinomio de interpolación, por¬ 
que proporciona una fórmula aproximada para 4>{t) en valores de t diferentes de t^_y 2 » 
1 y sustituye (¡/{t) por este polinomio de interpolación en la ecuación (2), se 

evalúa la integral y se reemplazan (f)(t ^_^),..., ^ por sus valores aproximados, da la 

fórmula de pasos múltiples 

>'» +1 = y» + W24)(55y'„ - 59y'„-i + 31y'„-2 - ^y^-s)- (3) 

Esta fórmula se conoce com.o fórmula predictora de Adams-Bashforth; predice el valor 
aproximado ^ ^ de (t>{t) en ^ j. Su error local por truncamiento es proporcional a 
Los detalles que se omitieron en la deducción de la ecuación (3) son la determinación del 
polinomio de grado tres que pasa por los puntos (t^ _ 3, y' _ 3), {t„ 2 )’ (^n^y'n - 1 ) y 

y'), y la integración de este polinomio desde hasta ^ El método de construcción de 
polinomios de interpolación se remonta hasta Newton y se analiza en libros sobre métodos 
numéricos; ver, por ejemplo, la obra de Henrici (capítulo 5) o la de Conte y deBoor (capítu¬ 
lo 4). Lo importante aquí no son estos detalles algebraicos, sino el principio subyacente en 
los métodos de pasos múltiples, 

1 . Se ajusta un polinomio de grado p a los /? + 1 puntos 

(^n-p’ yn-pX • * ■ ’ (^05 yn)' 

2. Este polinomio de interpolación se integra sobre un intervalo en t que termina en p 
con lo que se obtiene una ecuación paray^ ^ ^ 

Nótese también que al integrar el mismo polinomio sobre intervalos diferentes pueden 
obtener fórmulas diferentes. Si el polinomio usado para obtener la ecuación (3) se integra 
desde hasta j, se obtiene la fórmula de Milne (1890-1971): 

-y 1 = - 3 + (4/i/3)(2y; ->;-!+ 2y; _ 2 ). (4) 

Esta fórmula también tiene un error local por truncamiento proporcional a h^. 

El método predictor-corrector de Adams-Moulton comprende, además de la (3), una fór¬ 
mula correctora para mejorar el valor de y^ ^ j predicho por la ecuación (3). La fórmula 
correctora se deduce al integrar (f)'(t) desde t^ hasta ^ j si se usa un polinomio de 
interpolación que pase por los puntos [í„_ 2 , <f>% _ 2 )], _ 1 )]. [t„, 4>'(t„)] y [í„ + j, 

<l>'(tn ^ j)]. En el cálculo real, se usan los valores aproximados y' _ 2 . y^ _ p y^J y y^ +1 de ^'(f) 
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-2> -1; y + P y se evalúa y' ^ j = /(í„ ^ j, ^ i) usando el valor de ^ j determinado 
por la ecuación (3). La fórmula correctora de Adams-Moulton es 

+ {hl2A){9yU, + 19y; - (5) 

Esta fórmula también tiene un error local por truncamiento proporcional a h^. Sin embargo, 
la constante de proporcionalidad en la cota del error para la fórmula correctora (5) es aproxi¬ 
madamente ¿ de la constante de proporcionalidad en la cota del error para la fórmula 
predictora (3). 

Una vez que se conocen ><„ _ 3 , _ 2 ’ - 2 y posible calcular y' _ 3 , y' _ 2 , y' ,3 y y' 

y luego usar la fórmula predictora (3) para obtener un primer valor paray^ ^ ^ Entonces se 
calcula y 1 y se usa la fórmula correctora (5) para obtener un valor mejorado de y^ ^ j . Por 
supuesto, es posible seguir usando la fórmula correctora (5) si el cambio en y^ ^ ^ es dema¬ 
siado grande. Sin embargo, como regla general, si es necesario utilizar la fórmula correcto¬ 
ra más de una o dos veces, es posible esperar que el tamaño del paso, h, sea demasiado 
grande y deba hacerse más pequeño. Nótese también que la ecuación (5) sirve como verifi¬ 
cación de la aritmética (programación) en la determinación dey^_^ ^ a partir de la ecuación 
(3); cualquier diferencia sustancial entre los valores de y^ ^ ^ de (3) y de (5) indicaría una 
posibilidad definida de un error aritmético. 

En resumen, primero se calcula y ^y^ y y 3 mediante una fórmula de arranque con un error 
local por truncamiento no mayor que Luego se pasa a la fórmula predictoría (3) para 
calcular y^ ^ p /i ^ 3, y a la fórmula correctora (5) para corregir y^ ^ p Se sigue corrigien¬ 
do y^j ^ j hasta que el cambio relativo sea menor que un error permisible prescrito. En las 
obras de Conta y deBoor (capítulo 6 ) y se Henrici (capítulo 5) se puede hallar un análisis 
más detallado del método predictor-corrector de Adams-Moulton y otros métodos de pa¬ 
sos múltiples. 


Ejemplo 1 


Aplicar el método predictor-corrector de Adams-Moulton, con /i = 0.1 para determinar un valor 
aproximado de la solución exacta de y = (f>(t) en r = 0.4 para el problema con valor inicial 

y' = 1 - í + 4y, y(0) - l. (6) 

Como datos de arranque se usa y^ y 2 y y 3 determinados con el método de Runge-Kutta y que 
se dan en la tabla 8.4.1. Entonces si se aplica la ecuación (6), se obtiene 


.Vo - 1 

Vi - 1.6089333 
>'2 = 2.5050062 
>'3 = 3.8294Í45 


Vo = 5 

>'i - 7.3357332 
yj = 10.820025 
>-3 = 16.017658. 


Por la ecuación (3) se encuentra que el valor predicho de y^ es 


y4 = 3.8294145 + 


0.1(469.011853) 

24 


5.783631. 


A continuación, se aplica la fórmula correctora (5) para corregir y^. Con correspondencia al 
valor predicho de y^, a partir de la ecuación (6), se encuentra quey^ = 23.734524. Entonces, por 
la ecuación (5), el valor corregido dey^ es 
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= 3.8294145 + 


0.1(471.181828) 

24 


5.792673. 


El valor exacto, correcto hasta ocho dígitos, es 5.7942260. Nótese que el aplicar una vez la 
fórmula de corrección, el error en se reduce aproximadamente a la séptima parte del error 
anterior a su aplicación. 


Una pregunta que resulta natural hacerse es por qué usar un método predictor-corrector 
con un error local por truncamiento proporcional a si el método de Runge-Kutta tiene 
un error del mismo orden de magnitud. Una razón es que, para muchos problemas, la parte 
del cálculo que consume más tiempo y, por lo tanto más costosa, es la evaluación de la 
función /(í, y) en pasos sucesivos. En el método de Runge-Kutta, para avanzar un paso se 
requieren cuatro evaluaciones de/. Por otra parte, para el método predictor-corrector (3) y 
(5), la predictora sólo requiere la evaluación de /(í, y) en cada t^ y el uso de la correctora 
requiere una evaluación adicional de f{t, y) en ^ ^ por cada iteración efectuada. Por tanto, 
el número de evaluaciones de la función puede reducirse de manera notable. Este ahorro 
puede ser muy importante al escribir un programa general para resolver problemas con 
valor inicial. 


Estabilidad. Al principio de este capítulo se mencionó que cuando se aplican métodos de 
pasos múltiples pueden surgir dificultades numéricas. Se ilustrará lo que puede ocurrir 
mediante la consideración del problema con valor inicial 

y + 2y = 0, y(0) = 1, (7) 

y el método de pasos múltiples 

yn+l= yn-l +^hy’„. (8) 

El método de pasos múltiples (8) se deduce en los problemas 13 y 14; su error local por 
truncamiento es proporcional a h^. Para referencias posteriores, se observa que la solución 
exacta del problema con valor inicial (7) es y = 

Para este problema, y' = -2y^, por lo que la ecuación (8) queda 

y„+i-y„-i =0. (9) 

La ecuación (9) es una ecuación lineal en diferencia de segundo orden, que es posible 
resolver explícitamente si se sigue una teoría semejante a la de las ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes constantes. Se busca una solución de (9) de la forma y^ = A”, en 
donde A tiene que determinarse. Se tiene 


o bien, 


-h 4/2A" - = 0 , 


A"-HA2 + 4/iA- 1) = 0. 
Las soluciones diferentes de cero de la ecuación (10) son 

= -2h + ^í +4h^ 


( 10 ) 


y 


Á 2 — — {2h + -y/1 + ). 


( 11 ) 
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Las soluciones correspondientes de la ecuación (9) son 

y (12) 

Por analogía con la teoría de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, es 
razonable esperar (y es posible demostrar) que la solución general de la ecuación en dife¬ 
rencias (9)sea 


en donde Cj y C 2 son constantes arbitrarias. 

Lo importante es que la ecuación en diferencias (9) tiene dos soluciones, A ” y Amien¬ 
tras que la ecuación diferencial original solamente tiene la solución lo cual puede 
provocar dificultades. A continuación se demostrará que cuando h-^0 una de las solucio¬ 
nes de la ecuación en diferencias tiende a la solución verdadera €~-^ de la ecuación diferen¬ 
cial, pero que la otra oscila entre ±e“'. Sea T un valor fijo pero arbitrario de í, y supóngase 
que h decrece y n crece de tal forma que nh = T. Entonces, para h pequeño y n grande, i) (1 
+ 4h-y'^ se aproxima por 1 - 1 - 2/í^, ii) A^ se aproxima por 1 - 2/2 y A 2 se aproxima por -1 - 
2h y iii) se aplica el hecho de que (1 + a/ny cuando n 00 . Por tanto, se tiene 

~ (l — 2hy = (1 — 2Tlny cuando n 00 . (14) 

Un cálculo semejante muestra que 

{—\yk\ cuando n 00 . (15) 

Entonces, para h pequeño y n grande se puede escribir 

^ + C2(-l)V^'. (16) 

En virtud de que T es arbitrario, el primer término de la ecuación (16) da correctamente la 
solución general de la ecuación diferencial original (7). El segundo término es una so¬ 
lución extraña que surge del procedimiento numérico. 

Al aplicar la fórmula de pasos múltiples (8) o (9) es necesario conocer, además del valor 
inicial = 1 en íq = 0, el valor de en = h. En teoría, si se usan los valores correctos de 
>0 y yv constantes y de la (16) se determinarán como = 1 y C 2 = 0 y no aparecería 
la solución extraña (-l)"c^^ Sin embargo, como se analizó en la sección anterior, siempre 
habrá pequeños errores y, como consecuencia, el término c 2 (-l)'^c“^ aparecerá en la solu¬ 
ción de la ecuación (9). Aun cuando puede ser muy pequeña, correspondiendo al error 
muy pequeño en el cálculo, el término C 2 (- 1)V^^ dominará pronto toda la solución al 
crecer t. Este hecho destaca en la gráfica de la figura 8.6.1 de la solución numérica del 
problema con valor inicial (7), aplicando el método de pasos múltiples (8) con h = 7/224 
— 0.03. Resulta evidente que la solución extraña (~iye^^ domina más allá de / = 3. 

Este fenómeno se conoce como inestabilidad numérica. En términos generales, un pro¬ 
cedimiento numérico es inestable si los errores introducidos en los cálculos crecen con ra¬ 
pidez exponencial a medida que se avanza en los cálculos. Aunque dar una explicación 
detallada acerca de la estabilidad de los métodos numéricos rebasa el alcance de este libro, 
es posible hacer varias observaciones. La cuestión de la estabilidad (o inestabilidad) de un 
método de pasos múltiples no sólo depende del método, también de la ecuación diferencial 
en particular; el método puede ser estable para un problema, pero no para otro. También, 
los métodos de pasos múltiples pueden ser estables para algunos valores de h, pero no para 
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FIGURA 8.6.1 Ejemplo de inestabilidad numérica: y' + = 0, >^(0) = 1; ^ ^ = 

todos los valores de h. Para evaluar la estabilidad de un método de pasos múltiples cuando 
se aplica a un problema con valor inicial, es necesario examinar las soluciones de la ecua¬ 
ción en diferencias resultante. Se dice que el método es fuertemente estable si las solucio¬ 
nes extrañas de la ecuación en diferencias son tales que lA j < 1 cuando h^ü.Si este es 
el caso, entonces A'^ 0 cuando n^cc para h suficientemente pequeño, y los errores en los 

cálculos no crecerán con el crecimiento de n. Nótese que en el problema ejemplo que acaba 
de analizarse la solución extraña A 2 tiene IA 2 I > 1. 

En general, no es posible aplicar este criterio al problema con valor inicial y' = f(t, y), 
y(ío) = yo* lo común, al analizar la estabilidad de un método numérico se considera 
suficiente analizar la estabilidad lineal del método ¿es estable el procedimiento para la 
ecuación diferencialy' = Ay, en donde A es una constante arbitraria? Es posible demostrar 
que el método predictor-corrector de Adams-Moulton es muy estable en el sentido de la 
estabilidad lineal, para h suficientemente pequeño. Ver los problemas 16 y 17 para un aná¬ 
lisis más detallado de estas ideas. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 8, determine un valor aproximado de la solución en r = 

+ 0.4 y íq + 0.5 aplicando el método predictor-corrector de Adams-Moulton con h = 0.\. Use 
la fórmula correctora para calcular un valor corregido en cada paso. Para y j, y 2 y y y use los 
valores dados por el método de Runge-Kutta; ver el inciso a) de los problemas 1 a 8 de la 
sección 8.4. 
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1 . 

3. 

5. 

7. 


y' = 2y-í, 

y = 

y’ = \Jt + y. 


y' = 


y^ + 2ty 


y(0) = 1 
3^(0) = 1 
>■(1) = 3 

>■( 1 ) = 2 


2. y' ~ 0.5 — í -h 2y, y(0) = 1 

4. y = 5t-3v9, y(0) = 2 

6. y = 2í + e-'”, >;(0) = 1 

8. y = (í^ - y^) sen y, >>(0) = - 1 


En cada uno de los problemas 9 a 12, encuentre un valor aproximado de la solución del 
problema dado con valor inicial, en í = íq + 1 . 

a) Al aplicar el método de Adams-Moulton con h = 0.1. 

b) Al aplicar el método de Adams-Moulton con h = 0.05. 

Aplique la fórmula correctora para calcular un valor corregido en cada paso. Para obtener 
y 2 y y 2 , use el método de Runge-Kutta con h = 0.1 y 0.05, respectivamente. Compare los 
resultados con los obtenidos mediante otros métodos. 

9 . y = o.s^j + 2.V, y(0) = 1 10. y = st - 3 yíO) = 2 

11. y = Vi + y, y 1 ) = 3 12. y = 2 £ + e~‘\ yo) = i 

13. Dado que los valores de <^'(0 i Y sonj y ajuste un polinomio de primer 
grado n/ + b a (f/(í) de modo que pase por estos dos puntos. Al integrar desde 
hasta ^ j, deduzca la fórmula de pasos múltiples 

)'n f I “ l’n - l rt • 


Sugerencia: los cálculos no son difíciles si se hace ^ ^ ^ y -1 “ 

14. Demuestre que la fórmula de pasos múltiples deducida en el problema 13 tiene un error 

local por truncamiento proporcional a Observe que esta fórmula es precisamente tan 
fácil de usar (una vez que se ha calculado como la fórmula de Eulery^ ^ ^ + hy^, 

cuyo error local por truncamiento es sólo proporcional a b Sin embargo, desafortuna¬ 
damente, como se muestra en el texto esta fórmula de pasos múltiples es inestable. 
Sugerencia: evalúe ± h) al desarrollar <}>(t) en una serie de Taylor alrededor de t = 

15. Este problema está relacionado con la fórmula predictora-correctora de Milne. La fór¬ 
mula predictora se dio en la fórmula (4) del texto. La fórmula correctora se deduce al 
evaluar la integral de desde ^ hasta ^ ^ por la regla de Simpson. La fórmula es 


Yn+1 — y n-\ + ^ (yÁ -1 + + y» +1)- 

Tanto la fórmula predictora como la correctora tienen errores locales por truncamiento 
proporcionales a /i^. El método de Milne suele ser muy eficaz, pero la correctora puede 
ser inestable (ver el problema 17). Por consiguiente, debe preferirse el método predictor- 
corrector de Adams-Moulton. En cada uno de los siguientes problemas, determine un 
valor aproximado de la solución exacta en t = 0.4 aplicando el método predictor-correc- 
tor de Milne. Use la fórmula correctora para calcular una corrección, 
a) Problema 1 b) Problema 2 c) Problema 3 d) Problema 4. 

* 16. En este problema se demuestra que la fórmula correctora (5) de Adams-Moulton es esta¬ 
ble para la ecuación diferencial lineal y' = Ay. 

a) Demuestre que la solución de la ecuación diferencial es y = ce^K 

b) Demuestre que la ecuación en diferencias adecuada es 


(1 - 9a)y„+, - (1 -f 19a)y„ 5ay„_i - ay „-2 = 0 (i) 


en donde a = A/í/24, 
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c) En seguida, demuestre que = A" es una solución de la ecuación (i) si A es una raíz de 

(1 — 9oc)Á^ — (1 + 19(x)Á^ + SoíÁ, — a = 0. (ii) 

d) En el límite cuando /i -> 0, lo cual implica que a 0, demuestre que las raíces de la 
(ii) son A^ = 1, A^ = 0 , A 3 = 0 . 

e) Se examinará la raíz A, con más cuidado para h pequeño. Sea A^^ = 1 + A^^/í, sustituya 

en la ecuación (ii) y desprecie los términos proporcionales a o superiores. Deduzca 
que Ajj = A y demuestre que si^j = A” — (1 +A/í)” entonces y ^ cuando/z ->0, al 

usar t^ = nh. 

Por tanto, la solución correspondiente a A ^ se aproxima a la solución verdadera de la 
ecuación diferencial. Para h pequeño se tiene ¡A^l < 1 y IA 3 I < 1; por tanto, las solucio¬ 
nes extrañas correspondientes no crecerán. Como consecuencia, la fórmula correctora 
de Adams-Moulton es muy estable. 

*17. En este problema se demuestra que la fórmula correctora de Milne que se da en el pro¬ 
blema 15 es inestable para la ecuación diferencial linealy' = Ay. El análisis es paralelo al 
del problema 16. 

a) Demuestre que la solución de la ecuación diferencial es y = ce^ ^ 

b) Demuestre que la ecuación en diferencias adecuada es 

(1 - a)y „+1 - 4ay„ - (1 -h a)y„_ 1 = 0 (i) 


en donde a = Ah(3. 

c) En seguida, demuestre que y^ = A” es una solución de la ecuación (i) si A es una raíz de 

(1 - a)A^ - 4aA - (1 -h a) = 0. (ii) 

d) En el límite h-*0,\o que implica a 0, demuestre que las raíces de la ecuación (ii) 
son A ^ = 1 y A 2 = -1. Observe que íA jj = ¡A J = 1, y, de donde, para valores pequeños de 
h diferentes de cero una de las raíces puede tener valor absoluto mayor que uno. 

e) Resuelve la ecuación cuadrática (ii) y demuestre que si h es pequeño, entonces A j ~ 1 
+A/z y A 2 -(1 -Ah 13). Luego demuestre que cuando /z 0 con - nh, la solución de 
la ecuación en diferencias (i) es 


= + (iü) 

El primer término de la ecuación (iii) se aproxima a la solución verdadera de la ecua¬ 
ción diferencial. El segundo término, la solución extraña correspondiente a A 2 , decae si 
A > 0 pero crece si A < 0. Por tanto, es posible que la fórmula correctora de Milne sea 
inestable. Los métodos cuya estabilidad (inestabilidad) depende del signo de A se dice 
que son débilmente estables. Finalmente, se observa que ¡A.,! > 1 para A < 0. 


En las secciones anteriores se analizaron métodos numéricos para resolver problemas con 
valor inicial asociados con ecuaciones diferenciales de primer orden. Estos métodos tam¬ 
bién pueden aplicarse a un sistema de ecuaciones de primer orden o a ecuaciones de orden 
superior. Una ecuación de orden superior como á'^xldf- = /(í, x, dxidt) se puede reducir al 
sistema de ecuaciones de primer orden dxidt =y, dyidt =/(í, jc,y) y esta transformación casi 
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siempre se efectúa antes de la aplicación de los métodos numéricos. Por lo tanto basta 
considerar sólo sistemas de ecuaciones de primer orden. Por razones de simplicidad, la 
atención se restringirá a un sistema de dos ecuaciones de primer orden 

x' = f{t, X, y), = g{t, X, y), {1) 

con las condiciones iniciales 

•xOo) = -’ÍQ. y(to) = Vo- (2) 

Se supone que las funciones /y ^satisfacen las condiciones del teorema 7.1.1, de modo 
que el problema con valor inicial (1), (2) tiene una solución única en algún intervalo del eje 
t que contenga al punto Se desea determinar los valores aproximados -^ 2 ,..., y 
>^ 2 , ■ •, y,, de la solución x = y = en los puntos con « = 1, 2,... . 

Los métodos de las secciones anteriores pueden generalizarse para manejar sistemas de 
dos (o más) ecuaciones. Por ejemplo, para el método de Euler se usan las condiciones 
iniciales para determinar (pXíg) y y luego desplazarse a lo largo de la recta tangente a 
la curva x = </)(í), y = yr(r). Por tanto, 

■>^1 = -’Co + ¥('o, yol >'l = >’o + %(ío. >’o)- 

En general, 

+ 1 = + hx'„ (3) 

y 

yn + i= yn + hgitn, y„) = y„ + hy'„. (4) 

De manera semejante, el método de Runge-Kutta puede extenderse a un sistema. Para el 
paso de a ^ se tiene 

+ 2/c„2 + 2/c„3 + /C„4) 

>'/!+ l = V/í + + 2/„2 -I- 2/„3 + /„4), 

en donde 

^ y ni 

Kl = íVn + Wll x„ + (/i/2)/c„p y„ + {hlDln.l 

(o) 

^'«3 - fitn + {h/2)y X„ + (/i/2)/c„2, 

~ y (tfj ^^n3'! J'n 

y 

Itl 0Í^n'< y ni 

la = QÜn + W2l x„ + {h/2)k„,y + (/?/2)/„i], 

^fi3 = fj[^n + {k/2l X„ + {h/2}k„2, y'n + (^/2)1„2]í 
U = gUn ^hyX„-\- hk„^y y„ + hl„^l 

En el problema 9 se dan las fórmulas del método de Adams-Moulton según se aplica al 
problema con valor inicial (1), (2). 
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Ejemplo 1 


= —, m = —--—. (lo) 

En primer lugar, apliqúese el método de Euler. Para este problema, y y ^ + 

y^; de donde, 

X' = 1 -(4)(0)= 1, yó= -1+0= -1. 

Entonces, por las fórmulas de Euler (3) y (4), se obtiene 

X, = 1 + (0.1)(1) = Ll, >’i = 0 + (0.1)(~ 1) = -0.1. 

En el siguiente paso, 

x', = 1.1 -(4)(-0.1)- 1.5, /i - -1.1 +(-0.1)= -1.2. 

Como consecuencia, 

X2 = 1.1 + (0.1)(1.5) = 1.25, = -0.1 + (0.1)(- 1.2) - -0.22. 

Los valores de la solución exacta, correctos hasta ocho dígitos, son <^(0.2) = 1.3204248 y y/(0.2) 
= -0.25084701. Por tanto, los valores calculados a partir del método de Euler son erróneos en 
alrededor de 0.0704 y 0.0308, respectivamente, lo cual corresponde a errores porcentuales aproxi¬ 
mados de 5.3% y 12.3%. 

A continuación, apliqúese el método de Runge-Kutta para aproximar 0(0.2) y i//(0.2). Con h 
= 0.2 se obtienen los siguientes valores a partir de las ecuaciones (6) y (7): 

^01 =/(l,0)= 1, /oi =^(1,0)= -I; 

^02 =/(Ll, -0.1)= 1.5, /o2 -^(Ll, -0.1)= -1.2; 

^o3=/(115, -0.12) = 1.63, /o 3 = ^(1.15, -0.12) = -1.27; 

/co 4 = /(1.326, -0.254) = 2.342, /04 = é/(1.326, -0.254) = - 1.58. 

Entonces, si se sustituyen estos valores en la ecuación (5) se obtiene 

JC, = 1 + ^(9.602) = 1.3200667, y, = 0 + ^(-7.52) = -0.25066667. 

O 6 

Estos alores de y y^ son erróneos en alrededor de 0.000358 y 0.000180, respectivamente, 
con errores porcentuales mucho menores que un décimo del uno por ciento. 

Una vez más, este ejemplo ilustra las grandes ganancias en exactitud que es posible obtener al 
aplicar un método de aproximación más exacto, como el de Runge-Kutta. En los cálculos que 
acaban de describirse, el método de Runge-Kutta. En los cálculos que acaban de describirse, el mé¬ 
todo de Runge-Kutta requiere solamente el doble de evaluaciones de funciones que para el 
método de Euler, pero el error en el método de Runge-Kutta es alrededor de 200 veces menor 
que en el de Euler. 


Determinar valores aproximados de la solución x = y = del problema con valor inicial 

x' = X — 4y, y = — X -I- 

x(0) = 1, y(0) = 0, (9) 

en el punto t = 0.2. Apliqúese el método de Euler con = 0.1 y el método de Runge-Kutta con h 
= 0.2. Compárense los resultados con los valores de la solución exacta 
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Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 6 determine valores aproximados de la solución x = ^(t), 
y = del problema con valor inicial dado en / = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0. 

a) Al aplicar el método de Euler con h = 0.1. 

b) Al aplicar el método de Runge-Kuíía con h = 0.2. 

c) Al aplicar el método de Runge-Kutta con = 0.1. 

Compare los resultados obtenidos por los diferentes métodos y los diferentes tamaños de 
paso. 

1. x' = X + y + t, y' = 4x ~ 2y; x(0) = 1, y(0) = 0 

2. x' = 2x + ty, y' = xy; x(0) = 1, y{0) = 1 

3. x' = — íx — y ~ 1, / = x; x(0) = 1, y(0) = 1 

4. x' — X — y xy, y' = 3x — 2y — xy; x(0) = 0, y(0) = 1 

5. x' = x(l - 0.5x - 0.5y), y' = y(-0.25 + 0.5x); x(0) = 4, y(0) = 1 

6. x' = exp(--x + y) — eos x, y' = sen(x — 3y); x(0) = 1, y(0) = 2 

7. Considere el problema ejemplo x' = x - 4y, y' = -~x + y con la condiciones inicialesx(O) 
= 1 y y(0) = 0. Aplique el método de Runge-Kutta para resolver este problema sobre el 
intervalo 0 ^ < 1, Empiece con h = 0.2 y, a continuación repita el cálculo con tamaños 
de paso h = 0.1, 0.05, . . . , cada una igual a la mitad del tamaño del paso anterior. 
Continúe el proceso hasta que los cinco primeros dígitos de la solución en /= 1 no se 
alteren para los tamaños sucesivos de paso. Determine si estos dígitos son exactos al 
compararlos con la solución exacta dada en las ecuaciones (10) del texto. 

8. Considere el problema con valor inicial 

x" + í^x' -h 3x = í, x(0) = 1, x'(0) = 2. 

Transforme este problema en un sistema de dos ecuaciones y determine valores aproxi¬ 
mados de la solución en í = 0.5 y ? = 1.0 al aplicar el método de Runge-Kutta con /i = 0.1. 

9. Considere el problema con valor inicial x' =/(í, x, y) y y' = g(t, x, y) con x(íq) = Xq y y (íq) 
= y^. La generalización del método predictor-corrector de Adams-Moulton de la sec¬ 
ción 8.6 es 


++ fih(55x'„ - 59x;_, + - 9x;,-3), 

y«+i=yn + 2*H55y'„ - 59y„., + 37y„-2 - 9,v;_3), 


y 

~ X„ + ^^(9x„+j + 19x„ 5x„_j + X„_ 2 )) 

yn +1 = y» + 2ih{9y„+^ + w, - + yL-z)- 

Determine un valor aproximado de la solución en í = 0.4 para el problema ilustrativo con 
valor inicial x' = x~ 4y, y' = - x + y, con x (0) = l,y(0) = 0. Considere h = 0.1. Corrija una 
vez el valor predicho. Para los valores de x^ ..., y^ use los valores de la solución exacta 
redondeados hasta seis dígitos: x^ = 1.12883, X 2 = 1.32042, X 3 = 1.60021, yj = -0.110527, 
y 2 = -0.250847 y y 3 = -0.429696. 
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Ecuaciones diferenciales no 
lineales y estabilidad 


Existen muchas ecuaciones diferenciales, en especial las no lineales, que no admiten la so¬ 
lución analítica de alguna manera razonablemente conveniente. Los métodos numéricos, 
como los que se analizaron en el capítulo anterior, proporcionan un medio para tratar estas 
ecuaciones. Otro enfoque, que se presenta en este capítulo, es de carácter geométrico y da 
una comprensión cualitativa del comportamiento de las soluciones, en vez de información 
cuantitativa detallada. 


9.1 Plano fase: sistemas lineales 

En virtud de que muchas ecuaciones diferenciales no pueden resolverse convenientemente 
mediante métodos analíticos, es importante considerar qué información cualitativa^ es po¬ 
sible obtener acerca de sus soluciones sin resolver en realidad las ecuaciones. Las cuestio¬ 
nes que se consideran en este capítulo están asociadas con la idea de estabilidad de una 
solución y los métodos que se emplean son básicamente geométricos. Tanto el concepto de 
estabilidad como la aplicación del análisis geométrico se introdujeron en la sección 2.6 
para una ecuación simple de primer orden de la forma 

dy/dt=f(y). (I) 


^ La teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales fue creada por Henri Poincaré (1854-1912) en varios 
artículos importantes entre 1880 y 1886. Poincaré fue profesor en Ja Universidad de París y suele ser conside¬ 
rado como el matemático más importante de su época. Realizó varios descubrimientos en diferentes áreas de 
las matemáticas incluyendo teoría de las funciones complejas, ecuaciones diferenciales parciales y mecánica 
celeste. En una serie de artículos que empezó a publicar en 1894 inició el empleo de los métodos modernos 
en topología. En ecuaciones diferenciales fue un pionero en el uso de las series asintóticas, uno de los instru¬ 
mentos más poderosos de las matemáticas aplicadas contemporáneas. Entre otras cosas, utilizó los desarro¬ 
llos asintóticos para obtener soluciones alrededor de puntos singulares irregulares, extendiendo de esta mane¬ 
ra el trabajo de Fuchs y Frobenius analizado en el capítulo 5. 
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En este capítulo se afinan estas ideas y se extiende el análisis a los sistemas de ecuaciones. 

Se empezará con una consideración del sistema más sencillo; a saber, un sistema lineal 
homólogo de segundo orden con coeficientes constantes. Este sistema tiene la forma 

d\/dt = Ax, (2) 

en donde A es una matriz constante de 2 x 2 y x es un vector columna de 2 x 1. En las 
secciones 7.5 a 7.7 se resolvieron sistemas de este tipo. Recuérdese que si se buscan solu¬ 
ciones de la forma x = por sustitución de x en la ecuación (2) se encuentra que 

(A - rí)^ = 0. (3) 

Por tanto r debe ser un eigenvalor y § un eigenvector correspondiente de la matriz de 
coeficientes A. Los eigenvalores son raíces de la ecuación polinomial 

det(A — r\) — 0 (4) 

los eigenvectores se determinan a partir de la ecuación (3) hasta una constante multiplicativa 
arbitraria. 

En la sección 2.6 se aprendió que los puntos en los que el segundo miembro de la ecua¬ 
ción (1) es cero tienen una importancia especial. Estos puntos se denominan puntos críti¬ 
cos. De manera semejante, para el sistema (2) los puntos críticos son puntos en donde Ax = 0. 
Dado que también en estos puntos d x/dt = 0, corresponden a soluciones constantes o 
soluciones de equilibrio de la ecuación diferencial (2), Se supondrá que A es no singular, 
o bien, que det A 9^ 0. Se concluye que x = 0 es el único punto crítico del sistema (2). 

Recuérdese que una solución de la ecuación (2) es una función vectorial x = (f>(t) que 
satisface la ecuación diferencial. Esta función puede concebirse como una representación 
paramétrica de una curva en el plano A menudo es útil considerar esta curva como la 
trayectoria recorrida por una partícula en movimiento cuya velocidad dx/dt queda espe¬ 
cificada por la ecuación diferencial. El propio plano x^X 2 se conoce como plano fase y el 
conjunto de trayectorias se menciona como retrato fase. 

Al analizar el sistema (2) es necesario considerar diferentes casos, dependiendo de la 
naturaleza de los eigenvalores de A. Estos casos también se presentan en las secciones 7.5 
a 7.7, en donde el interés principal era hallar una fórmula conveniente para la solución ge¬ 
neral. Ahora, la meta principal es caracterizar la ecuación diferencial según el patrón geo¬ 
métrico formado por sus trayectorias. En cada caso se analiza el comportamiento de las 
trayectorias en general y se ilustra en un ejemplo. Es importante que el lector se familiarice 
con los tipos de comportamiento que tienen las trayectorias en cada caso, ya que éstas cons¬ 
tituyen los principios básicos de la teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales. 

CASO 1 Eigenvalores reales y desiguales del mismo signo. La solución general de la ecuación 
(2) es 

X = (5) 

en donde Tj y Tj son los dos positivos y los dos negativos. Supóngase en primer lugar que 
<r^<0 y que los eigenvectores y son como se indica en la figura 9.1.1a, Por la 

ecuación (5) se sigue que x -> 0 cuando r oo, sin importar los valores de y c^; en otras 

palabras, todas las soluciones tienden al punto crítico en el origen cuando í -► co. Si la 
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(a) (b) 

FIGURA 9.1.1 Nodo impropio; r^< r 2 < 0. a) Plano fase, b) contra t. 


solución parte de un punto inicial de la recta que pasa por entonces C 2 = 0. Como 
consecuencia, la solución permanece sobre la recta que pasa por para toda í, y se 
aproxima al origen cuando í ^ 00. De manera semejante, si el punto inicial está sobre la 
recta que pasa por entonces la solución se aproxima al origen a lo largo de esa recta. En 
la situación general, es útil volver a escribir la ecuación (5) en la forma 

X == -j- (6) 

En tanto que C 2 ^ 0, el término ^ ^ 2 )^] despreciable en comparación con 

para t suficientemente grande. Por tanto, cuando r 00, la trayectoria no sólo se 
aproxima al origen, también tiende hacia la recta que pasa por De donde, todas las 
soluciones se aproximan al punto crítico tangente a excepto aquellas que se inician 
exactamente sobre la recta que pasa por En la figura 9.1.la se muestran varias trayec¬ 
torias. En la figura 9.1.IZ? se presentan algunas gráficas típicas de jc^ contra í, que ilustran 
que todas las soluciones exhiben un decaimiento exponencial en el tiempo. El comporta¬ 
miento deJC 2 contra íes semejante. Este tipo de punto crítico se llama nodo, o algunas veces 
nodo impropio, para distinguirlo de otro tipo de nodo que se menciona después. 

Si tanto rj como r 2 son positivos y 0 < < r 2 , entonces las trayectorias tienen el mismo 

patrón que el de la figura 9.1.la, pero la dirección de movimiento se aleja del punto crítico 
en el origen, en vez de acercarse a éste. En este caso aTj y JC 2 crecen exponencialmente como 
funciones de í. 

Un ejemplo de un nodo impropio se tiene en el ejemplo 2 de la sección 7.5 y sus trayec¬ 
torias se muestran en la figura 7,5.2. 


CASO 2 Eigenvalores reales de signos opuestos. La solución general de la ecuación (2) es 

X = -f (7) 

en donde > 0 y r 2 < 0, Supóngase que los eigenvectores y son como se mues¬ 
tra en la figura 9.1.2^. Si la soluciónl parte de un punto inicial de la recta que pasa por 
se concluye que C 2 = 0. Como consecuencia, la solución permanece sobre la recta que pasa 
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(a) (b) 

FIGURA 9.1.2 Punto silla; r^> 0, r 2 < 0. a) Plano fase, b)contra t. 


por para toda t y, como > 0, ||x|| oo cuando í oo. Si la solución parte de un punto 
inicial sobre la recta que pasa por entonces la situación es semejante, excepto que ||x¡| 
-► 00 , cuando t-^co porque < 0. Las soluciones que parten de otros puntos iniciales si¬ 
guen trayectorias como las que se muestran en la figura 9.1.2a, El exponencial positivo es 
el término dominante en la ecuación (7), para / grande, de modo que al final todas estas 
soluciones tienden al infinito asintóticamente a la recta determinada por el eigenvector 
correspondiente al eigen valor positivo Las únicas soluciones que se aproximan al punto 

crítico en el origen son las que se inician precisamente sobre la recta determinada por 
En la figura 9.1.26 se muestran algunas gráficas típicas dex^ contra t. Para ciertas condicio¬ 
nes iniciales, la solución no cuenta con el término exponencial positivo, de modo que 0 
cuando r -► oc. Para todas las demás condiciones iniciales, ei término exponencial positivo 
termina por dominar y hace que se vuelva no acotada. El comportamiento de ^2 es seme¬ 
jante. El origen se conoce como punto silla en este caso. 

Un ejemplo específico de un punto silla se tiene en el ejemplo 1 de la sección 7.5, y sus 
trayectorias son las que se muestran en la figura 7.5.1. 


CASO 3 Eigenvalores iguales. Supóngase ahora que ''i = ^2 ^ considerará ei caso en que 
los eigenvalores son negativos; si son positivos, las trayectorias son semejantes, pero se 
invierte la dirección del movimiento. Existen dos subcasos, dependiendo de si el eigenvalor 
repetido tiene dos eigenvectores independientes o solamente uno. 
a) Dos eigenvectores independientes. La solución general de la ecuación (2) es 

X = (8) 

en donde y son los eigenvectores independientes. La razón X 2 lx^ es independiente 
de t, pero depende de las componentes de y así como de las constantes arbitrarias 
y C 2 . Por tanto, todas las trayectorias se encuentran sobre una recta que pasa por el origen, 
como se muestra en la figura 9.1.3a. En la figura 9,1.36 se muestran gráficas típicas de Xj o 
X 2 contra t. El punto crítico se llama nodo propio. 
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(a) (b) 

FIGURA 9.1.3 Nodo propio, dos eigenvectores independientes; = 7*2 < 0. Pla¬ 
no fase, b) Xj contra t. 


b) Un eigenvector independiente. Como se muestra en la sección 7.7, en este caso la 
solución general de la ecuación ( 2 ) es 

X = (9) 

en donde ^ es el eigenvector y if] es el eigenvector generalizado asociado con el eigenvalor 
repetido. Para t grande, el término dominante en la ecuación (9) es Por tanto, cuan¬ 

do í -► x, todas las trayectorias se aproximan al origen tangentes a la recta que pasa por el 
eigenvector. Esto es cierto incluso si C 2 = 0, porque entonces la solución x = se en¬ 
cuentra sobre esta recta. De manera semejante, para í negativa grande, el término C 2 ^íc'^^es 
de nuevo el dominante, de modo que, cuando í - x, cada trayectoria es asintótica a una 
recta paralela a 

La orientación de las trayectorias depende de las posiciones relativas de ^ y iq. En la 
figura 9.1.4a se muestra una situación posible. Para localizar las trayectorias resulta útil 
escribir la solución (9) en la forma 

X = [(Ci^ + CzH) + (10) 

en donde y = + C 2 IÍ 1 ) + C 2 SÍ. Obsérvese que el vector y determina la dirección de x, 

mientras que la cantidad escalar sólo afecta a la magnitud de x. Nótese también que para 
valores fijos de y la expresión para y es una ecuación vectorial de la recta que pasa por 
el punto + C 2 ti y es paralela a 

Para trazar la trayectoria correspondiente a una pareja dada de valores de Cj y C 2 , es 
posible proceder de la siguiente manera. En primer lugar trácese la recta dada por + 
C 2 T 1 ) + € 2^1 y nótese la dirección de la t creciente sobre esta recta. En la figura 9.1.4 a se 
muestran dos de esas rectas, una para C 2 > 0 y la otra para C 2 < 0. A continuación, nóte¬ 
se que la trayectoria dada pasa por el punto + € 2 ^] cuando í = 0. Además, a medida que 
t crece, la dirección del vector x dado por la ecuación ( 10 ) sigue la dirección de la t crecien¬ 
te sobre la recta, pero la magnitud de x decrece con rapidez y tiende a cero, debido al factor 
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(c) 

FIGURA 9.1.4 Nodo impropio, un eigenvector independiente: r^-r 2 < 0. a) Plano fase, b) contra t, 
c) Plano fase. 


exponencial decreciente Por último, cuando t decrece hacia -co, la dirección de x queda 
determinada por los puntos sobre la parte correspondiente de la recta y la magnitud de x 
tiende al infinito. De esta manera, se obtienen las trayectorias de trazo grueso de la figura 
9.1.4 a. Para completar el diagrama también se trazaron algunas de las otras trayectorias 
con líneas más tenues. En la figura 9.1.4¿> se muestran gráficas típicas dex^ contra t 

La otra situación posible se observa en la figura 9.1,4 c, en donde está invertida la orien¬ 
tación relativa de ^ y iq. Como se indica en la figura, esto da por resultado una inversión en 
la orientación de las trayectorias. 

Si f'] = r 2 > 0, es posible trazar las trayectorias si se sigue el mismo procedimiento. En 
este caso, las trayectorias se recorren en la dirección hacia afuera y también se invierte la 
orientación de las trayectorias con respecto a las de ^ y iq. 
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Cuando un eigenvalor doble sólo tiene un eigenvector independiente, el punto crítico se 
conoce una vez más como nodo impropio. Un ejemplo específico de este caso es el 1 de la 
sección 7.7 y las trayectorias se muestran en la figura 7.7.1. 


CASO 4 Eigenvalores complejos. Supóngase que los eigenvalores son A ± /¿u, en donde A y ¿uson 
reales, A 0 y ^ > 0. Es posible escribir la solución general en términos de los eigenvalores 
y los eigenvectores, como se indica en la sección 7.6. Sin embargo, aquí se procederá de 
manera diferente. 

Los sistemas que tienen los eigenvalores A ± ifx se tipifican por 



o, en forma escalar, 

X\ = + fiX2, X2 = —/iXj 4- Á.X2. 

Se introducen las coordenadas polares r, 6 definidas por 


( 11 ) 

( 12 ) 


+ X 2 , tan 0 = X 2 /X 1 . 

Al derivar estas ecuaciones se obtiene 

r/ = Xix\ + X2X2, (sec^ 6 ) 0 ' = (X1X2 — X2x'i)lx\. (13) 

Si se sustituyen las ecuaciones (12) en la primera de las (13), se encuentra que 


y, de donde, 


/Ir, 


r — ce 


Xt 


( 14 ) 

( 15 ) 


en donde c es una constante. De manera semejante, si se sustituyen las ecuaciones (12) en 
la segunda de las (13) y se aplica el hecho de que scc^d = r^/x^, se tiene 


6' = -fi, ( 16 ) 

De donde, 

0= -//Í + 6 I 0 , (17) 

en donde 6^ es el valor de 6 cuando í = 0 . 

Las ecuaciones (15) y (17) son las ecuaciones paramétricas en coordenadas polares de 
las trayectorias del sistema ( 11 ). Como ¡lí > 0, por la (17) se deduce que 6 decrece cuando 
t crece, por lo que la dirección del movimiento sobre una trayectoria es en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj. Cuando í 00, por la ecuación (15) se ve que r 0 
siÁ<0yr“>oosiA>0. Por tanto, las trayectorias son espirales que se aproximan o se 
alejan del origen, dependiendo del signo de A. Las dos posibilidades se muestran en la 
figura 9.1.5, junto con algunas gráficas típicas de contra t. En este caso, el punto crítico 
se conoce como punto espiral. 
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FIGURA 9.1.5 Punto espiral; = A + = A - / /x a) A < 0, plano fase, b) A < 0, contra r. c) A > 0, 

plano fase, d) A > 0, contra t. 


De manera más general, es posible demostrar que para cualquier sistema con eigenvalores 
complejos A ± ¿¡a, en donde A 0, las trayectorias siempre son espirales; dirigidas hacia 
dentro o hacia fuera, respectivamente, dependiendo de si A es negativa o positiva. Pueden 
ser alargadas o sesgadas con respecto a los ejes de coordenadas, y la dirección del movi¬ 
miento puede ser en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj o en sentido 
contrario. Aunque un análisis detallado es un poco difícil, es fácil obtener una idea general 
de la orientación de las trayectorias directamente a partir de las ecuaciones diferenciales. 
Supóngase que 


dxjdt\ ía b\/x\ 
dy/dt) \c d) 


( 18 ) 


tiene los eigenvalores complejos A ± y considérese el punto (0,1) sobre el eje y positivo. 
En este punto, por las ecuaciones (18) se concluye que dx/dt = by dy/dt = d. Dependiendo 
de los signos de y es posible inferir la dirección del movimiento y la orientación aproxi¬ 
mada de las trayectorias. Por ejemplo, si b y d son negativos, entonces las trayectorias 
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FIGURA 9.1.6 Punto espiral; r- k± ifi con A < 0, 


cruzan el eje y positivo como si se dirigiesen hacia abajo y hacia el segundo cuadrante. Si 
también A < 0, entonces las trayectorias deben ser espirales hacia adentro como la de la 
figura 9.1.6. En el ejemplo 1 de la sección 7.6 se dio otro caso, cuyas trayectorias se mues¬ 
tran en la figura 9.6.1. 


CASO 5 Eigenvalores imaginarios puros. En este caso, A = 0 y el sistema (11) se reduce a 


X = 




( 19 ) 


con eigenvalores ±i^ Si se aplica el mismo argumento que en el caso 4, se encuentra que 


r' = 0, (20) 

y, por consecuencia, 

r = c, 0 = —fit + 00^ (21) 

en donde c y 6^ son constantes. Por tanto, las trayectorias son circunferencias con cen¬ 
tros en el origen que se recorren en el sentido del movimiento de los manecillas del reloj si 
jU > 0 y en sentido contrario si < 0. Se realiza un circuito completo alrededor del origen 
en un intervalo de tiempo de duración por lo que todas las soluciones son periódicas 
con periodo El punto crítico se llama centro. 

En general, cuando los eigenvalores son imaginarios puros, es posible demostrar (ver el 
problema 19) que las trayectorias son elipses con centro en el origen. Una situación típica 
se muestra en la figura 9.1.7, en la que también se ilustran algunas gráficas típicas de contra í. 

Al reflexionar en estos cinco casos y analizar las figuras correspondientes, es posible 
realizar varias observaciones. 

1 . Después de mucho tiempo cada trayectoria individual exhibe sólo uno de tres tipos de 
comportamiento. De hecho, cuando /-►oo, cada trayectoria tiende al infinito, se aproxima 
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al punto crítico x = 0 o, de manera repetida, recorre una curva cerrada, correspondien¬ 
te a una solución periódica, que rodea al punto crítico. 

2. Considerado como un todo, el patrón de las trayectorias en cada caso es relativamente 
simple. Para ser más específicos, por cada punto (jTq, y^) en el plano fase existe sólo 
una trayectoria; por tanto, las trayectorias no se cortan entre sí. No hay que malinter- 
pretar las figuras, en lo que a veces parece que muchas trayectorias pasan por el punto 
crítico X = 0. De hecho, la única solución que pasa por el origen es la solución de 
equilibrio x = 0. Las otras soluciones que parecen pasar por el origen en realidad sólo 
se aproximan a este punto í oc o t -oc. 

3. En cada caso, el conjunto de todas las trayectorias es tal que ocurre una de tres situa¬ 
ciones. 

a) Todas las trayectorias se aproximan al punto crítico x = 0 cuando t^oo. Este es el 
caso si los eigenvalores son reales y negativos o complejos con parte real negativa. 

b) Todas las trayectorias permanecen acotadas pero no se aproximan al origen cuando 
/ co. Este es el caso si los eigenvalores son imaginarios puros. 

c) Por lo menos una de las trayectorias (o quizá todas) tiende al infinito cuando i-* ce. 
Este es el caso, si por lo menos uno de los eigenvalores es positivo o si los eigenva¬ 
lores tienen parte real positiva. 

Las situaciones descritas en a), b) y c) ilustran los conceptos de estabilidad asintótica, 
estabilidad e inestabilidad, respectivamente, o la solución de equilibrio x = 0 del sistema (2), 
Las definiciones precisas de estos términos se dan en la sección 9.2, pero su significado 
básico debe quedar claro con base en el análisis geométrico de esta sección. En la tabla 9.1.1 
se resume la información obtenida acerca del sistema (2). Ver también los problemas 20 y 
21, y la figura 9.1.9 que acompaña a estos problemas. 

El análisis hecho en esta sección sólo es válido para los sistemas de segundo orden x' = 
Ax cuyas soluciones se representan geométricamente como curvas en el plano fase. Es 
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TABLA 9.1.1 Propiedades de estabilidad de los sistemas lineales. 


II 

> 

det(A - rl) = 0 
detA?^0 

Eingenvalores 

Tipo de punto crítico 

Estabilidad 

V 

V 

o 

Nodo impropio 

Inestable 

Tj < r2 < 0 

Nodo impropio 

Asintóticamente estable 

r2 < 0 < 

Punto silla 

Inestable 

r, = r 2 > 0 

Nodo propio o impropio 

Inestable 

T; = r2 < 0 

Nodo propio o impropio 

Asintóticamente estable 

Tj, r2 = A ± ¿fi 

Punto espiral 


A >0 


Inestable 

A<0 


Asintóticamente estable 

rj = í|U, = -í/i 

Centro 

Estable 


posible hacer un análisis semejante, aunque más complicado, para un sistema de «>ésimo 
orden, con una matriz de coeficientes A de ai x n cuyas soluciones sean curvas en un espa¬ 
cio fase n-dimensional. 

Los casos que pueden ocurrir en los sistemas de orden superior son esencialmente combi¬ 
naciones de los que se han visto en dos dimensiones. Por ejemplo, en un sistema de tercer 
orden con un espacio fase tridimensional, una posibilidad es que las soluciones en cierto 
plano puedan describir espirales hacia el origen, mientras que otras pueden tender al infini¬ 
to a lo largo de una recta transversal a este plano. Este sería el caso si la matriz de coeficien¬ 
tes tiene dos eigenvalores complejos con parte real negativa y un eigenvalor real positivo. 
Sin embargo, debido a su complejidad, aquí no se analizarán sistemas de orden superior al 
segundo. 


Problemas 


Para cada uno de los sistemas de los problemas 1 a 12: 

a) Encuentre los eigenvalores y los eigenvectores. 

b) Clasifique el punto crítico (0, 0) según su tipo y determine si es estable, asintóticameníe 
estable o inestable. 

c) Trace varias trayectorias en el plano fase y también la gráfica de contra t. 

d) En caso de ser posible, use una computadora para trazar con exactitud las curvas solicita¬ 
das en el inciso c). 
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9. 


d\ 

Jt 



II. 


d\ 

dt 




10 . 

12 . 


dx 

dt 

dx 

dt 



X 


En cada uno de los problemas 13 a 16 determine el punto crítico x = x^; a continuación 
clasifique su tipo y examine su estabilidad al realizar la transformación x = x® + u. 



17. La ecuación del movimiento de un sistema resorte-masa con amortiguamiento (ver la 
sección 3.8) es 

d^u du 

m -—y + c + /cw = 0, 
dt^ di 


en donde m,cyk son positivos. Escriba esta ecuación de segundo orden como un siste¬ 
ma de dos ecuaciones de primer orden para x-u,y = du/dt. Demuestre que x = 0, y = 0 
es un punto crítico y analice la naturaleza y estabilidad de ese punto crítico como una 
función de los parámetros m,cyk. Se puede aplicar un análisis semejante a la ecuación 
del circuito eléctrico (ver la sección 3.8) 



di 1 

+ R j + -- / = 0. 
dt C 


18. Considere el sistema x' = Ax y suponga que A tiene un eigenvalor igual a cero. 

a) Demuestre que x = 0 es un punto crítico, pero no aislado, 

b) Sean r^ = 0 y r 2 ^ 0 y §^^^y los eigenvectores correspondientes. Demuestre que 
las trayectorias son como se indica en la figura 9.1.8. ¿Cuál es la dirección del movi¬ 
miento sobre las trayectorias? 

19. En este problema se indica cómo demostrar que las trayectorias son elipses cuando los 
eigenvalores son imaginarios puros. Considere el sistema 




(i) 


a) Demuestre que los eigenvalores de la matriz de coeficientes son imaginarios puros si 
y sólo si 


a ^ d — 0, ad — he > 0. 


(ii) 


b) Pueden hallarse las trayectorias del sistema (i) al convertir las ecuaciones (i) en la 
ecuación 


(iii) 
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Aplique la primera de las ecuaciones (ii) para demostrar que (iii) es exacta, 
c) Integre la ecuación (iii) para demostrar que 

cx^ + 2dxy — by^ ~ /c, (iv) 

en donde k es una constante. Use las ecuaciones (ii) para concluir que la gráfica de la 
ecuación (iv) siempre es una elipse. Sugerencia: ¿cuál es la discriminante de la forma 
cuadrática dada en la ecuación (iv)? 
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20. Considere el sistema lineal 

dx/dt — ax + by, dyjdt — ex 4- dy\ 

en donde a, b, cy d son constantes reales. Sean p - a d, q - ad - be y ¿s - Aq. 
Demuestre que el punto crítico (0, 0) es un 
a) nodo si ^ > 0 A > 0; b) punto silla si ^ < 0; 

c) punto espiral si /? 4 0 y A < 0; d) centro si /? = 0 y (? > 0. 

Sugerencia: Es posible llegar a estas conclusiones al estudiar los eigenvalores y r^. 
También puede ser útil demostrar, y luego aplicar, las relaciones rp ^2 = í Y + ^2 ~ 

21. Continuando con el problema 20, demuestre que el punto crítico (0, 0) es 

a) asintóticamente estable si ^ > 0 y /? < 0; 

b) estable siq> Oy p-0; 

c) inestable si q < 0 o p > 0, 

Observe que los resultados a), b) y c), junto con el hecho de que q 0, demuestran que 
el punto crítico es asintóticamente estable si y sólo si q > 0 y p < 0. Los resultados de los 
problemas 20 y 21 se resumen de manera conveniente en la figura 9.1.9. 


9.2 Sistemas autónomos y estabilidad 

En esta sección se empiezan a reunir y desarrollar las ideas geométricas introducidas en la 
sección 2.6, para ciertas ecuaciones de primer orden, y en la sección 9.1, para los sistemas 
lineales homogéneos de segundo orden con coeficientes constantes. Estas ideas tienen que 
ver con el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales y el concepto de estabilidad, 
concepto que se definirá con precisión posteriormente en esta sección. 

Sistemas autónomos. Se tiene interés en los sistemas de dos ecuaciones diferenciales si¬ 
multáneas de la forma 


dx/dt = F(x, yX dy/dt = G(x, y). (1) 

Se supone que las funciones FyG son continuas y que tienen derivadas parciales continuas 
en algún dominio D del plano xy. Si punto en este dominio entonces, por el 

teorema 7.1.1, existe una solución única x = y = del sistema (1) que satisface las 
condiciones iniciales 


x(to) = Xo, y(to) = >'o- (2) 

La solución está definida en algún intervalo I que contiene el punto 
Con frecuencia, el problema con valor inicial (1), (2) se escribirá en la forma vectorial 

dx/dt = f(x), x(ío) == (3) 

en donde x = xi + yj, f(x) = F(x, y)i + G(x, y)j y x® = x^i + y^j. En este caso, la solución se 
expresa como x = donde (f){t) = <f>(t)i + Como de costumbre, una solución 

x = íf)(t) se interpreta como una curva recorrida por un punto móvil en el plano xy, el pla¬ 
no fase. 



92 Sistemas autónomos y estabilidad 


487 


Obsérvese que el sistema (1) no contiene de manera explícita a la variable independiente 
t. Se dice que un sistema con esta propiedad es autónomo. El sistema 

x' =: Ax, (4) 

en donde A es una matriz constante, es el ejemplo más sencillo de un sistema autónomo 
bidimensional. Por otra parte, si uno o más de los elementos de la matriz de coeficientes A 
es una función de la variable independiente t, entonces el sistema es no autónomo. La 
distinción entre sistemas autónomos y no autónomos es importante porque el análisis geomé¬ 
trico cualitativo de la sección 9.1 puede extenderse eficazmente a sistemas autónomos 
bidimensionales en general, pero no es tan útil para los sistemas no autónomos. A fin de 
aclarar esta diferencia importante entre los sistemas autónomos y los no autónomos, se 
considerarán dos ejemplos sencillos. 


Ejemplo 1 M Describir las trayectorias que pasan por el punto (1,2) para el sistema 

1 dx/dt = X, dy/dt = y. (5) 

■ Este problema puede visualizarse al suponer que en el punto (1, 2) se emiten partículas de 
1 manera continua y, a continuación, se mueven en el plano xy según las ecuaciones diferenciales 
M (5). La partícula emitida en el instante t = ssQ especifica por las condiciones iniciales x{s) = 1, 
B y{s) = 2. ¿Cuál es la trayectoria de la partícula para t ^ s? La solución de las ecuaciones (5) que 
* satisface estas condiciones iniciales es 

J X = </)(í; s) = y = s) = 2e^ ~ \ t > s. (6) 

í Las trayectorias seguidas por las partículas que se emiten en diferentes instantes x pueden 
m visualizarse con más facilidad si de las ecuaciones (6) se elimina t; esto da 

i ^ 

m en donde, a partir de las ecuaciones (6), es evidente que x > 1, y ^ 2. En la figura 9.2.1 se 
1 observa la parte de la recta y - 2x correspondiente a las ecuaciones (6), con la dirección de 
I movimiento indicada por una flecha. Lo que importa es que en la ecuación (7) no aparece el 



FIGURA 9.2.1 Para un sistema autónomo hay una trayectoria que pasa por cada 
punto. 
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Ejemplo 2 


Sinstante inicial s. Por consiguiente, no importa cuándo se emita una partícula desde el punto (1, 
p2), siempre se mueve a lo largo de la misma curva; sólo existe una trayectoria que pasa por el 
Jpunto (1, 2), 


y Describir las trayectorias que pasan por el punto (1, 2) para el sistema 

S 

J dx/dt = x/t, dy/dt = y. (8) 

^ Obsérvese que la primera de las ecuaciones (8) comprende explícitamente a í en el segundo 
^ miembro de la ecuación; de donde, el sistema (8) es no autónomo. La solución de las ecuaciones 
;| (8) que satisface las condiciones inicialesx(5) = l,y(s) = 2 es 

l X = (¡>{1; s) = í/s, y = {¡/{t; s) ~ t > s. (9) 

^ Al resolver la primera de las ecuaciones (9) se obtiene t = sx. Luego, al sustituir en la segunda de 
ellas se obtiene 

% 

I y = (10) 

en donde una vez más x > 1. En virtud de que s aparece en la ecuación (10), la trayectoria que 
^ siga una partícula depende del instante en el que se emite; es decir, el instante en el que se aplica 
É la condición inicial. Por tanto, existen una infinidad de trayectorias que se originan en el punto 
j (1, 2). En la figura 9.2.2 están trazadas las trayectorias seguidas por partículas que se emiten en 
instantes diferentes. 



FIGURA 9.2.2 Para un sistema no autónomo hay muchas trayectorias que pasan 
por cada punto. 


En el primer ejemplo, cuando se eliminó la variable /, automáticamente también se elimi¬ 
nó 5 , ya que ty s sólo aparecían en la combinación í - .y. En el segundo ejemplo no fue así, 
y 5 permaneció en el resultado final (10). Estos ejemplos ilustran una propiedad básica de 
los sistemas autónomos, a saber, todas las partículas que pasan por un punto dado siguen la 
misma curva en el plano fase. Como resultado, el patrón de trayectorias en el plano fase es 
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relativamente sencillo. Por otra parte, para un sistema no autónomo por lo general existe 
una infinidad de trayectorias distintas por cada punto y, por lo tanto, la colección de trayec¬ 
torias es notablemente confusa. 

Una proposición más analítica de la propiedad que se da en el párrafo anterior es la 
siguiente: supóngase quex = (f>(t),y = ip(t) es una solución de las ecuaciones (1) para -oo 
< í < 00 . Si 5 es cualquier constante, entonces x = (j>(t - 5 ), y = íp(t - 5 ) también es una 
solución de ellas para -00 < t < 00. Esto se verifica con facilidad al sustituir las últimas 
expresiones para a: y y en las ecuaciones diferenciales (1). Por tanto, la misma curva en el 
plano fase se representa paramétricamente por muchas soluciones distintas que difieren 
entre sí por traslaciones de la variable de tiempo í; es decir, por selecciones diferentes del 
instante inicial. Esto se ilustra en la figura 9.2.1, en donde todas las soluciones del sistema 
(5) que pasan por el punto (1, 2) están sobre la recta y = Zx. 

Pueden hallarse las trayectorias de sistemas bidimensionales autónomos, como en el ejem¬ 
plo 1, al resolver el sistema y luego eliminar el parámetro t. En muchos casos, también es 
posible encontrarlas si se resuelve una ecuación diferencial relacionada de primer orden. 
De las ecuaciones (1) se tiene 

dy ^ dyidt ^ G{x, y) 
dx dxj'dt F(x, y)' 

que es una ecuación de primer orden en las variables xyy. Obsérvese que esta reducción no 
suele ser posible si F y G también dependen de t. Si la ecuación (11) puede resolverse por 
cualquiera de los métodos del capítulo 2, su solución suministra una ecuación para las 
trayectorias del sistema (1). 

Por ejemplo, para el sistema 


dx/dt — X, dyidt = y 

del ejemplo 1, se tiene 

dy/dx = y/x, 

cuya solución general esy = ex. Si el punto inicial es (1,2), entonces es necesario elegir c = 
2, de modo que y = 2x, con x > 1, es la ecuación de la trayectoria que pasa por (1, 2). 

Los sistemas autónomos se presentan con frecuencia en las aplicaciones. Físicamente, un 
sistema autónomo es aquel cuya configuración, incluyendo parámetros físicos y fuerzas o 
efectos externos, es independiente del tiempo. Entonces, la respuesta del sistema a las condi¬ 
ciones iniciales dadas es independiente del instante en el que se imponen esas condiciones. 

Estabilidad e inestabilidad. Ya se han mencionado varias veces en este libro los conceptos 
de estabilidad, estabilidad asintótica e inestabilidad. Es el momento de dar una definición 
matemática precisa de estos conceptos, al menos para los sistemas autónomos de la forma 

X' = f(x). (12) 

En las siguientes definiciones, y en todo lo demás, se usa la notación x para designar la 
longitud o magnitud del vector x. 

Los puntos, si los hay, en donde f(x) = O se llaman puntos críticos del sistema autónomo 
(12), En esos puntos, también x' = O, por lo que los puntos críticos corresponden a solucio¬ 
nes constantes, o de equilibrio, del sistema de ecuaciones diferenciales. Se dice que un 
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punto crítico del sistema (12) es estable si, dado cualquier e > 0, existe un ó > 0 tal que 
la solución x = del sistema (1), que en í = 0 satisface 


existe y satisface 


10(0) - x°|| < 

(13) 

||0(í) - xl < € 

(14) 


para toda / ^ 0. Esto se ilustra geométricamente en la figura 9.2.3fl y b. Estas proposiciones 
matemáticas afirman que todas las soluciones que se inician lo “suficientemente cerca” (es 
decir, a menos de la distancia ó) de x^ permanecen “cerca” (a menos de la distancia é) de x^. 
Nótese que en la figura 9.2.3a la trayectoria está dentro del círculo ||x - x^i! = ó en í = 0 y, 
aunque pronto sale de este círculo, permanece en el interior del círculo j|x ~ x^|| = e para toda 
í > 0. Sin embargo, la trayectoria de la solución no tiene que aproximarse al punto crítico 
x*^ cuando / oo, como se ilustra en la figura 9.2.3¿. Se dice que un punto crítico es inesta¬ 
ble si es no estable. 

Se dice que un punto crítico x° es asintóticamente estable si es estable y si existe un 
con 0 < < ó, tal que si una solución x = </>(í) satisface 


110(0) - x«ll < ¿o, (15) 

entonces 


lím 0(t) = x^. (16) 

r~» cx) 

Por tanto, las trayectorias que se inician “suficientemente cerca” de x^ no sólo deben per¬ 
manecer “cerca”, al final deben aproximarse a x^ cuando t ce. Este es el caso de la trayec¬ 
toria de la figura 9.2.3a, pero no para la de la figura 9.2.3b, Nótese que la estabilidad 
asintótica es una propiedad más fuerte que la estabilidad, ya que un punto crítico debe ser 
estable antes de que incluso sea posible hablar sobre si es asintóticamente estable. Por otra 
parte, la condición límite (16), que es una característica esencial de la estabilidad asintótica, 
no implica por sí misma ni siquiera estabilidad ordinaria. De hecho, es posible construir 
ejemplos en los que todas las trayectorias se aproximen a x® cuando t oo, pero para los 
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que no sea un punto crítico estable^. Geométricamente, todo lo que se necesita es una 
familia de trayectorias que tenga elementos que se inicien arbitrariamente cerca de y 
luego se aparten una distancia arbitrariamente grande, antes de, por último, aproximarse a 
cuando oo. 

Aunque originalmente se especificó que el sistema (2) es de segundo orden, las defini¬ 
ciones que acaban de darse son independientes del orden del sistema. Si el lector interpreta 
los vectores de las ecuaciones (12) a (16) como «-dimensionales, las definiciones de estabi¬ 
lidad, estabilidad asintótica e inestabilidad también se aplican a los sistemas de «-ésimo 
orden. Estas definiciones se pueden hacer más concretas al interpretarlas en términos de un 
problema físico específico. 

Péndulo oscilante. Los conceptos de estabilidad asintótica, estabilidad e inestabilidad 
pueden visualizarse con facilidad en términos de un péndulo oscilante. Considérese la con¬ 
figuración que se muestra en la figura 9.2.4, en la cual una masa m está sujeta a uno de los 
extremos de una varilla rígida, pero sin peso, de longitud /. El otro extremo de la varilla está 
sostenido en el origen O y la varilla puede girar con libertad en el plano del papel. La 
posición del péndulo se describe por el ángulo Centre la varilla y la dirección vertical hacia 
abajo, en donde la dirección en contra del sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj se considera positiva. La fuerza gravitacional mg actúa hacia abajo, mientras que la 
fuerza de amortiguamiento ódd ldt\, en donde c es positiva, siempre es opuesta a la direc¬ 
ción del movimiento. Se supone que 6 y dO /dt son positivas. Las ecuaciones del movi¬ 
miento puede deducirse rápidamente a partir del principio de la cantidad de movimiento 
angular, la que afirma que la razón de cambio de la cantidad de movimiento angular, con 
respecto a cualquier punto, es igual al momento de la fuerza resultante en torno a ese punto. 
La cantidad de movimiento angular con respecto al origen es ml\dd ldt\ por lo que la 
ecuación que rige es 


ml^ 


d^e 

dt^ 



mgl sen 9. 



FIGURA 9.2.4 Péndulo oscilante. 


(17) 


^ Estos ejemplos son bastante complicados (ver Cesari, p. 96). 
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Los factores / y / sen 6 del segundo miembro de la ecuación (17) son los brazos de momen¬ 
to de la fuerza de resistencia y de la fuerza gravitacional, respectivamente, mientras que los 
signos negativos se deben al hecho de que las dos fuerzas tienden a hacer que el péndulo 
gire en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj (negativo). El lector debe 
comprobar, como ejercicio, que para las otras tres posibles combinaciones de signo de 0 y 
dd Idt se obtiene la misma ecuación. 

Mediante operaciones algebraicas directas es posible escribir la ecuación (17) en la for¬ 
ma estándar 


d^O c dO g 

~T 2 -; — + 7 sen 0 == 0. 

dt mi dt l 


( 18 ) 


Para transformar la ecuación (18) en un sistema de dos ecuaciones de primer orden, se hace 
X = 0 y = dOldt; entonces, 


dx 

dt 


y. 


dy 

dt 


9 c 

— 7 sen X- V. 

l mi 


( 19 ) 


Como c, g,ly m son todas constantes, el sistema (19) es autónomo de la forma (1). 
Los puntos críticos de las ecuaciones (19) se encuentran al resolver 


y = 0, -(^//)sen X - (c/ml)y = 0. 

Como consecuencia, y = 0yx = ±rt;r, en donde n es un entero. Estos corresponden a dos po¬ 
siciones de equilibrio físico, una con la masa directamente debajo del punto de apoyo (6 = 0) 
y la otra con la masa directamente arriba del punto de apoyo (6 = jt). La intuición sugiere 
que la primera es estable y que la segunda es inestable. 

Con más precisión, si la masa se desplaza ligeramente de la posición de equilibrio infe¬ 
rior, oscilará de uno a otro lado con una amplitud gradualmente decreciente, aproximándo¬ 
se al final de la posición de equilibrio, a medida que se disipa la energía potencial inicial 
por la fuerza de amortiguamiento. Este tipo de movimiento ilustra la estabilidad asiníótica. 

Por otra parte, si la masa se desplaza ligeramente de la posición de equilibrio superior, 
cae rápidamente por efecto de la gravedad y jamás regresa a la posición de equilibrio origi¬ 
nal o se aproxima a ella. De hecho, también en este caso, la masa se aproximará al final a la 
posición de equilibrio inferior. Este tipo de movimiento ilustra la inestabilidad. En la prác¬ 
tica, es imposible mantener el péndulo en su posición de equilibrio superior, durante cual¬ 
quier intervalo de tiempo, sin un mecanismo externo de restricción, ya que la más ligera 
perturbación provocará la caída de la masa. 

Por último, considérese la situación ideal en la que el coeficiente de amortiguamiento c 
es cero. En este caso, si la masa se desplaza ligeramente desde su posición de equilibrio 
inferior, oscilará indefinidamente con amplitud constante alrededor de esa posición de equi¬ 
librio. Dado que en el sistema no hay disipación, la masa permanecerá cerca de la posición 
de equilibrio, pero no se aproximará a ésta de manera asintótica. Este tipo de movimiento 
es estable, pero no asintóticamente estable. En general, es imposible lograr experimental¬ 
mente este movimiento porque el más ligero grado de resistencia del aire o fricción en el 
punto de sostén provocará al final que el péndulo se aproxime a su posición de reposo. 

En la figura 9.2.5 se ilustra de manera esquemática estos tres tipos de movimiento. 
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(a) (b) (c) 

FIGURA 9.2.5 Movimiento cualitativo de un péndulo, a) Con resistencia del aire, 
b) Con o sin resistencia del aire, c) Sin resistencia del aire. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 4, trace la trayectoria correspondiente a la solución que 
satisface las condiciones iniciales especificadas e indique la dirección del movimiento para 
la t creciente. 


1. 

1 

11 

dy/dt = 

- -2y; 

x(0) = 4, >'(0) = 2 



2. 

dx/dt = — X, 

dy/dt = 

= 2)-; 

x(0) = 4, y(0) = 2 y 

II 

O 

o 

II 

o 

3. 

1 

II 

dy/dt = 

= x; 

x(0) = 4, y(0) = 0 y 

x{0) = 0, 

y(0) = 4 

4. 

II 

dy/dt = 

— ¿7X, 

a > 0,b > 0; x(0) = 

Va, y(0) = 

= 0 


En cada uno de los problemas 5 a 8, determine los puntos críticos del sistema dado. 

5. dx/dt = X — xy, dy/dt = y -y 2xy 

6. dx/dt = X — x^ ~ xy, dy/dt = ^y ~ iy^ — |xy 

7. dx/dt — y, dy/dt = —(g/l) senx — (c/ml)y\ g, l, c, m > 0 

8. La ecuación de Van der Pool: dx/dt = y, dyidt = ju(l = x^)y -x, jU > 0 

9. Dado que x = (/>(/), y = xp{t) es una solución del sistema autónomo 

dx/dt = F(x, y), dy/dt = G(x, y) 

para a < t < /B, demuestre que x = <í>(í) = <f>(t - s),y = ^(í) = ip(t - í) es una solu¬ 
ción para a + 5<r<j3 + 5. 

10. Demuestre por integración directa que aun cuando el segundo miembro del sistema 

dx X dy y 

dt 1 + í dt 1 í 

depende de t, las trayectorias seguidas por las partículas emitidas en (xg^yp), en el instan¬ 
te /= 0, son las mismas sin importar el valor de s. ¿A qué se debe esto? 

Sugerencia: considere la ecuación (11) para este caso. 

11. Considere el sistema 


dx/dt = F(x, y, í), dy/dt = G(x, y, /). 
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Demuestre que si las funciones y GI{F^ + son independientes de /, 

entonces las soluciones correspondientes a las condiciones iniciales x(s) = Xq, y ( 5 ) = 
dan las mismas trayectorias sin importar al valor de s. 

Sugerencia: aplique la ecuación (11). 

12. Demuestre que las trayectorias de la ecuación no lineal del péndulo no amortiguado 
d^BIdt^ + (gf [)scn 0 = 0 se expresan por 

- eos x) + (y^/2) = c, 

en donde x= dy =d6¡dt. 

Sugerencia: demuestre que d~6ldt^ =y(dy/dx). 

13. Determine una ecuación para las trayectorias de 

d^0/dF + 61 ~ - 0 , 

en donde a es una constante. Haga x = 0 y dO/dt, 

14. Demuestre que las trayectorias de 

d^e/dt^ + m = 0 

se expresan por 

i^(jc) + (y2/2) = c, 

en donde F es una antiderivada de/, x = 6y y = dO/dt. 

15. Demuestre que para el sistema 

dxjdt = F{x, y), dyjdt = G{x, y) 

existe cuando más una trayectoria que pasa por un punto dado (x^, y^). 

Sugerencia: sean Cq la trayectoria generada por la solución x = (fy^Q), y = ipjíí) con <^q(íq) 
= -^0 ^o(^o) “ yo* y ^1 trayectoria generada por la solución x = y = con 
= Xq ipft) = y^. Aplique el hecho de que el sistema es autónomo y también el 
teorema de existencia y unicidad para demostrar que Cq y son la misma. 

16. Demuestre que si una trayectoria se inicia en un punto no crítico del sistema 

dx/dt = F(x, y), dyjdt = G(x, y), 

no puede llegar a un punto crítico (xq, y^) en un intervalo de tiempo finito. 

Sugerencia: suponga lo contrario; es decir, suponga que la solución x = </>(/), y ^ 
satisface d>{á) - x^, xp{á) = y^. Luego aplique el hecho de que x = Xq, y = y^ es una 
solución del sistema dado, que satisface la condición inicial ^ = =yo> en6 = ¿^. 

17. Si se supone que la trayectoria correspondiente a una solución x = 4>(f), y = i/; (í), - oc < 

í < oc, de un sistema autónomo es cerrada, demuestre que la solución es periódica. 
Sugerencia: dado que la trayectoria es cerrada, existen por lo menos un punto (xQ,yQ) tal 
que = Xp, = yp y un número T > 0 tal que + T) = x^, tpiÍQ + T) = y^. 
Demuestre que x = (/) = </)(/ + T) y = W(í) = igit + T) es una solución y luego apli¬ 

que el teorema de existencia y unicidad para demostrar que ^(t) = 0(0 y '^(O = 0(0 
para toda /. 
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9.3 S^ist emas^c^ 

En la sección 9.1 se dio una descripción informal de las propiedades de estabilidad de la 
solución de equilibrio x = 0 del sistema lineal bidimensional 

x' = Ax. (1) 

En la tabla 9.1.1 se resumen los resultados. Recuérdese que se requirió que det A 0, de 
modo que x = 0 es el único punto crítico del sistema (1). Ahora que se definieron con más 
precisión los conceptos de estabilidad asintótica, estabilidad e inestabilidad, es posible vol¬ 
ver a plantear estos resultados en el siguiente teorema. 



Con base en este teorema o en la tabla 9.1.1 resulta evidente que los eigenvalores r 2 de 
la matriz de coeficientes A determinan el tipo de punto crítico en x = 0 y sus características 
de estabilidad. A su vez, los valores de y dependen de los coeficientes del sistema (1). 
Cuando un sistema de este tipo surge en algún campo de aplicación, los coeficientes suelen 
ser el resultado de las mediciones de ciertas cantidades físicas. A menudo estas mediciones 
están sujetas a pequeñas incertidumbres, por lo que es de interés investigar si cambios 
(perturbaciones) pequeños en los coeficientes pueden afectar la estabilidad o inestabilidad 
de un punto crítico o alterar significativamente el patrón de las trayectorias o las dos cosas. 

Recuérdese que los eigenvalores r 2 son las raíces de la ecuación polinomial 

det(A-rI) = 0. (2) 

Es posible demostrar que las perturbaciones pequeñas en alguno o en todos los coeficientes 
se reflejan en perturbaciones pequeñas en los eigenvalores. La situación más delicada ocu¬ 
rre cuando = ipy es decir, cuando el punto crítico es un centro y las trayectorias 

son curvas cerradas que lo rodean. Si se hace un ligero cambio en los coeficientes, los 
eigenvalores y tomarán los nuevos valores rj = A' + y = A' - en donde p' es 
pequeño en magnitud y p! ^ ^(ver la figura 9.3.1). Si A' ^ 0, lo que ocurre casi siempre, 
las trayectorias del sistema perturbado son espirales en vez de curvas cerradas. El sistema 
es asintóticamente estable si A' < 0, pero inestable si A' > 0. Por tanto, en el caso de un 
centro, perturbaciones pequeñas en los coeficientes bien pueden cambiar un sistema esta¬ 
ble en uno inestable y, cuando en cualquier caso, es de esperar que se altere radicalmente el 
patrón de trayectorias en el plano fase (ver el problema 18). 

Otro caso ligeramente menos sensible ocurre si los eigenvalores y son iguales; en 
este caso el punto crítico es un nodo. Perturbaciones pequeñas en los coeficientes normal¬ 
mente hacen que las dos raíces iguales se separen (se bifurquen). Si las raíces separadas son 
reales, entonces el punto crítico del sistema perturbado sigue siendo un nodo, pero si las 
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FIGURA 9.3.1 Perturbación esquemática de = /ju, ^*2 = “ 


raíces separadas son complejas conjugadas, entonces el punto crítico se vuelve un punto 
espiral. En la figura 9.3.2 se ilustran esquemáticamente estas dos posibilidades. En este 
caso, la estabilidad o inestabilidad del sistema no es afectada por perturbaciones pequeñas 
en los coeficientes, pero las trayectorias pueden alterarse de manera considerable (ver el 
problema 19). 

En todos los demás casos no se cambia la estabilidad o inestabilidad del sistema, ni se 
altera el tipo de punto crítico, por perturbaciones suficientemente pequeñas en los coefi¬ 
cientes del sistema. Por ejemplo, si y son reales, negativos y distintos, un cambio 
pequeño en los coeficientes no modifica el signo de y ni les permite unirse. Por tanto, 
el punto crítico sigue siendo un nodo impropio asintóticamente estable. 

A continuación se considera un sistema autónomo no lineal bidimensional 

x' = f(x). (3) 

El interés principal es examinar el comportamiento de las trayectorias del sistema (3) en la 
vecindad de un punto crítico x°. Es conveniente elegir que el punto crítico esté en el origen. 
Esto no significa pérdida de generalidad, ya que si ^ 0, siempre es posible sustituir 
u = X - x^ en la ecuación (3); entonces u satisfará un sistema autónomo con un punto crítico 
en el origen. 

Lo primero es considerar sistemas no lineales (3) que sean próximos, en algún sentido 
apropiado, a un sistema lineal (1). En consecuencia supóngase que 

x' = Ax + g(x) (4) 

y que x = 0 es un punto crítico aislado del sistema (4). Esto significa que existe algún 
círculo alrededor del origen dentro del cual no hay otros puntos críticos. Además, se supon¬ 
drá que det A ^ 0, de modo que x = 0 también es un punto crítico aislado del sistema lineal 


P t 


n =r2 

r2 rf k 


P 


-> 

X 

O r2 =X~i\Ji 



FIGURA 9.3.2 Perturbación esquemática de = r^. 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


x' = Ax. Por último, se supondrá que las componentes de g tienen primeras derivadas par¬ 
ciales continuas y que satisfacen la condición límite 

llgWII/lixHO cuando x-^0; (5) 

es decir, cerca del origen ||g|| es pequeño en comparación con el propio ||x||. A un sistema de 
este tipo se le conoce como sistema casi lineal en la vecindad del punto crítico x = 0. 

Puede ser de utilidad expresar la condición (5) en forma escalar. Si se hace x^ = (x, y), 
entonces ||x|| = (x^ + y'^) = r. De manera semejante, si g^(x) = (^^(x, y), g^{x, y)), entonces 

||g(x)|l = [ g\{x, y) + (g^ix, y)] Así, se concluye que la condición (5) se satisface°si y sólo si 

g^(x, y)lr -► 0, ^ cuando r 0. (6) 


Determinar si el sistema 

xV íl ^ \í^\ í — xy 

0.5/V-0.75xy-0.25/ 

es casi lineal en la vecindad del origen. 

Obsérvese que el sistema (7) es de la forma (4), que (0,0) es un punto crítico y que det A ^ 0. 
No es difícil demostrar que los otros puntos críticos de las ecuaciones (7) son (0,2), (1,0) y (0.5, 
0.5); como consecuencia, el origen es un punto crítico aislado. En la comprobación de la condi¬ 
ción (6) es conveniente introducir coordenadas polares al hacerx = r eos d,y-r sen 0; entonces, 

5 i(x, y) ~~x^—xy — cos^ 0 — senO eos 0 

r r r 

= — r(cos^ 0 4- sen 0 eos 0) -► 0 

cuando r -► 0. De manera semejante es posible demostrar que g^ixy y)/r -► 0 cuando r -► 0. De 
donde, el sistema (7) es casi lineal cerca del origen. 



El movimiento no amortiguado de un péndulo se describe por el sistema [ver la ecuación (19) de 
la sección 9.2 con c = 0] 



dt 


9 

-- senx. 


( 8 ) 


Los puntos críticos son (0, 0), (±;r, 0), (±2.7r, 0),..., de modo que el origen es un punto crítico 
aislado de este sistema. Demostrar que el sistema es casi lineal cerca del origen. 

A fin de comparar las ecuaciones (8) con la ecuación (4) es necesario volver a escribir aqué¬ 
llas de modo que se identifiquen con claridad los términos lineal y no lineal. Si se escribe sen x 
= X + (sen X - x) y se sustituye esta expresión en la segunda de las ecuaciones (8), se obtiene el 
sistema equivalente 



(9) 


Al comparar la ecuación (9) con la (4) se ve que g^{x,y) = 0 y g^ix, y) = -(p^//)(senx~x). Por la 
serie de Taylor para sen x se sabe que sen x - x se comporta como -xV3! = -(r^ cos^ 0)/3! 
cuando x es pequeña. Como consecuencia, (sen x ~x)/r 0 cuando r 0. Por tanto, se satisfa¬ 

cen las condiciones (6) y el sistema (9) es casi lineal cerca del origen. 
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Ejemplo 3 


Ahora se escribirá el sistema no lineal general (3) en la forma escalar 

x' = F{x, y), y' = G(x, y). (10) 

El sistema (10) es casi lineal en la vecindad de un punto crítico (jCp, y^) siempre que las 
funciones F y G tengan derivadas parciales continuas hasta el orden dos. Para demostrar 
esto, apliqúense los desarrollos de Taylor en turno al punto (x^, y^), para escribir F(x, y) y 
G(x, y) en la forma 


F(x, y) = F(xo, yo) + FJ^Xq, yo){x - Xo) + F/xq, yo){y - yo) + y). 

G(x, y) = G(xo, yo) + >'o)(^ - ^o) + Gyi^o^ yo)iy " >’o) + y). 

en donde í 7 ^(x, y)/[(x - x^)- + (y “ yo)^]*'^^ ^ 0 cuando (x, y) -► (Xq, y^), y, de manera 

semejante Nótese que F(x^j, y^^) = G(Xq, y^) = 0 y que dxidt = d(x - x^)/í/í y dyidt - d(y 

-yQ)/dt. Entonces el sistema (10) se reduce a 

^/x-Xo\/F^Xo,yo) Fy{xo,yo)\íx - Xo\íiliix,y)\ 
dt \y - yo) VG;<(xo, J'o) Gj,(xo, yo)) \y - yo) \thix, y))' 

o, en notación vectorial, 

= 021 

en donde = (x -x^^, y -yo) y 'H ~ (^7j > {Obsérvese que la parte lineal de las ecuaciones 
(ll)o(12) tienen la matriz de coeficientes que consta de las derivadas parciales de F y G 
evaluadas en el punto crítico (Xq, yy)- Las ecuaciones (11) o (12) proporcionan un método 
general para encontrar el sistema lineal correspondiente a un sistema casi lineal cerca de un 
punto crítico dado. 


Aplicar la ecuación (11) para hallar el sistema lineal correspondiente a las ecuaciones del pén¬ 
dulo (8) cerca del origen y cerca del punto crítico (ti, 0 ). 

En este caso, 

F(x, y) = y, G(x, y) = -(g/l) sen x, (13) 

por tanto, 

F^ = 0, F^.= l, G^. = -(^//)cosx, G^ = 0. (14) 

De este modo, en el origen, el sistema lineal correspondiente es 



0 

-g/i o, 


lo cual concuerda con la ecuación (9). 

De manera semejante, si se evalúan las derivadas parciales (14) en (jt, 0), se obtiene 


(15) 


0 1 
0/i 0 


(16) 


B en donde u = x~JT,v = y. Este es el sistema lineal correspondiente a las (8) cerca del punto (tt, 0). 








93 Sistemas casi lineales 


499 


Ahora se regresa al sistema casi lineal (4). Como el término no lineal g(x) es pequeño en 
comparación con el término lineal Ax, cuando x es pequeño, es razonable esperar que las 
trayectorias del sistema lineal (1) sean buenas aproximaciones a las del sistema no lineal 
(4), por lo menos cerca del origen. Esto resulta ser cierto en muchos casos (pero no en 
todos), como afirma el siguiente teorema. 



En esta etapa, es bastante difícil dar la demostración de este teorema por lo que se acep¬ 
tarán sus resultados sin demostrar. Los resultados para la estabilidad asintótica y la inesta¬ 
bilidad se concluyen como consecuencia de un resultado analizado en la sección 9.6, y se 
describió una demostración en los problemas 10 a 12 de esa sección. En esencia, el teorema 
9.3.2 afirma que para x pequeño los términos no lineales también son pequeños y no afec¬ 
tan la estabilidad ni el tipo de punto crítico, según quedan determinados por los términos 
lineales, excepto en dos casos sensibles: y r 2 imaginarios puros, yr^yr 2 reales e iguales. 
Recuérdese que antes en esta sección se afirmó que perturbaciones pequeñas en los coefi¬ 
cientes del sistema lineal (1) y, por tanto, en los eigenvalores y r2, pueden modificar el 
tipo y la estabilidad del punto crítico sólo en estos dos casos sensibles. Resulta razonable 
esperar que el término no lineal pequeño de la ecuación (4) podría tener un efecto sustan¬ 
cial semejante, por lo menos en estos dos casos sensibles. Esto es así, pero el principal 
significado del teorema 9.3.2 es que en todos los demás casos el término no lineal pequeño 
no altera el tipo o la estabilidad del punto crítico. Por tanto, excepto en los dos casos sensi¬ 
bles, pueden determinarse el tipo y la estabilidad del punto crítico del sistema no lineal (4) 
a partir de un estudio del sistema lineal mucho más sencillo (1). 


TABLA 9.3.1 Propiedades de estabilidad e inestabilidad de los sistemas lineales y casi lineales. 


>'v^2 

Sistema lineal 

Sistema casi lineal 

Tipo'^ 

Estabilidad 

Tipo^ 

Estabilidad 

r, > > 0 

NI 

Inestable 

NI 

Inestable 

Ti < r2 < 0 

NI 

Asintóticamente 

NI 

Asintóticamente 



estable 


estable 

> 0 < Tj 

PS 

Inestable 

PS 

Inestable 

Ti = r2 > 0 

NPoNI 

Inestable 

NP, NI 0 PEs 

Inestable 

Ti = Tz < 0 

NPoNI 

Asintóticamente 

NP, NI 0 PEs 

Asintóticamente 



estable 


estable 

r^, r2 = A ± ipL 





A> 0 

PEs 

Inestable 

PEs 

Inestable 

A<0 

PEs 

Asintóticamente 

PEs 

Asintóticamente 



estable 


estable 

Tj = ¿fA, r2 = 

C 

Estable 

C o PEs 

Indeterminada 


" NI, nodo impropio; NP, nodo propio; PS, punto silla; PEs, punto espiral; C, centro. 
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Aun si el punto crítico es del mismo tipo que ei del sistema lineal, las trayectorias del 
sistema casi lineal pueden tener una apariencia considerablemente diferente a las del siste¬ 
ma lineal correspondiente, excepto muy cerca del punto crítico. Sin embargo, es posible 
demostrar que la pendiente con la que las trayectorias “entran” o “salen” del punto crítico 
quedan dadas correctamente por la ecuación lineal. 


Péndulo amortiguado. Como ilustración de la relación entre los sistemas lineales y casi 
lineales, se considera el movimiento de un péndulo amortiguado. Las ecuaciones del movi¬ 
miento se dedujeron en la sección 9.2 y son 


dx dy 

(it dt 


9 c 

— 7 sen X ~ y. 
/ mi 


( 17 ) 


En estas ecuaciones x= dy y = dd/dt, en donde 0es el ángulo que forma el péndulo con la 
dirección vertical hacia abajo. Ver la figura 9.2.4. Los puntos críticos de este sistema son 
(njT, 0), en donde n es cualquier entero. 

En primer lugar se considera el punto crítico (0, 0). Debido al mecanismo de amortigua¬ 
miento, es de esperar que cualquier movimiento pequeño alrededor de ^ = 0 decaiga en 
amplitud. Por tanto, intuitivamente el punto de equilibrio (0, 0) debe ser asintóticamente 
estable. Para demostrar que esto es cierto, se vuelve a escribir el sistema (17) como 


dx dy g 

dt^ ~~i 


--¡y-j (senx - x). 


(18) 


En el ejemplo 2 se demostró que (sen x-x)/r 0 cuando r -► 0, de modo que el sistema (18) 
es un sistema casi lineal; de donde, puede aplicarse el teorema 9.3.2. Los eigenvalores del 
sistema lineal correspondiente 


dx 


dt 




dy 

dt 




son 




-c/ml ± y/{c/ml)^ — 4g/l 


( 19 ) 


( 20 ) 


La naturaleza de las soluciones de las ecuaciones (17) y (19) depende del signo de {dml)^ 
~ 4^//, como sigue: 


1. Si {dml) - - Agil > 0, entonces los eigenvalores son reales, distintos y negativos. El 
punto crítico (0, 0) es un nodo impropio asintóticamente estable del sistema lineal (19) 
y del sistema casi lineal (17). 

2. Si {dmiy - Agil = 0, entonces los eigenvalores son reales, iguales y negativos. El 
punto crítico (0, 0) es un nodo asintóticamente estable del sistema lineal (19). Puede 
ser un nodo asintóticamente estable o un punto espiral asintóticamente estable del 
sistema casi lineal (17). 

3. (ciml)- - Agil < 0, entonces los eigenvalores son complejos con parte real negativa. El 
punto crítico (0,0) es un punto espiral asintóticamente estable del sistema lineal (19) y 
del sistema casi lineal (17). 
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Por lo tanto, el punto crítico (0, 0) es un punto espiral del sistema (17) si el amortigua¬ 
miento es pequeño, y un nodo si el amortiguamiento es suficientemente grande. En cual¬ 
quiera de los dos casos, el origen es asintóticamente estable. 

A continuación se consideran los otros puntos críticos. Sobre bases físicas, se espera que 
el comportamiento del sistema cerca de 0 = ±2 jt, ±4;r,... sea semejante al que tiene cerca 
de 0 = 0. Por tanto, es de esperar que los puntos críticos correspondientes a estos valores de 
0sean puntos espiral asintóticamente estables si c es suficientemente grande. También 
es de esperar, una vez más por razones físicas, que los puntos críticos correspondientes a 
6 = ±71, ±2>7t, ... sean inestables. 

Para determinar la naturaleza del punto crítico x = 7t, y = 0, por ejemplo, es posible 
encontrar el sistema lineal correspondiente a partir de la ecuación (11), como se hizo para el 
péndulo no amortiguado en el ejemplo 3. De manera alternativa, se puede introducir el 
cambio de variables 


X = n + u, y = 0 V, (21) 

e investigar el sistema resultante para uy v pequeñas. Si se sustituyen xyycn las ecuaciones 
(17) y se aplica el hecho de que sen (^ + «) = -sen w, se obtiene 


du dv c g 

— =- - V -f -senu. 

dt dt mi l 


( 22 ) 


Interesa estudiar el punto crítico w = n = 0 del sistema (22), que corresponde al punto crítico 
X = ;r, y = 0 del sistema (17). Al volver a escribir la segunda de las ecuaciones (22), se tiene 


du 


dv g c g ^ 

-- = -M-+ 7 (sen u — u). 

dt l mi l 


(23) 


El sistema (23) es el mismo sistema (18), excepto que se sustituyó -gil por g/L Por tanto, el 
sistema (23) es casi lineal y los eigenvalores del sistema lineal correspondiente son 


__ -c/m/ ± y¡(clmlf + 4g/l 

——— — _ 

Un eigenvalor (r^) es positivo y el otro ( 7 * 2 ) es negativo. Por lo tanto, sin importar la canti¬ 
dad de amortiguamiento, el punto crítico x = ;rr, y = 0 es un punto silla inestable tanto del 
sistema lineal (19) como del sistema casi lineal (17). 

El resto de los puntos críticos del sistema (17) se pueden analizar de manera semejante. 
Los puntos (±n7T, 0), con n par son puntos espiral o nodos asintóticamente estables, mien¬ 
tras que los puntos (±njt, 0 ), con n impar, son puntos silla inestables. 

Considérese ahora con más detalle el caso (c/m /) ^ - 4g/l < 0, correspondiente a un amor¬ 
tiguamiento pequeño. Se mostrará cómo elaborar un diagrama esquemático de las trayecto¬ 
rias en el plano (fase) A:y. Se vio que el punto crítico (0,0) es un punto espiral asintóticamente 
estable y se hizo notar que lo mismo es cierto para los puntos (2njt, 0 ), para cualquier valor 
entero de n. Estos puntos corresponden al péndulo que cuelga verticaímente hacia abajo 
con velocidad cero. La dirección del movimiento sobre las espirales cerca de (0, 0) puede 
obtenerse directamente de las ecuaciones (17). Considérese el punto en el que una espiral 
se interseca con el eje y positivo (x = 0 y y > 0). En ese punto, por las ecuaciones (17) se 
concluye que dxidt > 0. Por tanto, el punto (x, y) sobre la trayectoria se mueve hacia la 
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FIGURA 9.3.3 Puntos espirales asintóticamente estables para el péndulo 
amortiguado. 


derecha, de modo que la dirección del movimiento sobre las espirales es en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj. La situación es igual cerca de los puntos críticos 
{2njT, 0) con n = ±1, ±2,. . . En la figura 9.3.3 se muestran las espirales. 

Antes se demostró que el punto crítico (jz, 0) es un punto silla y se hizo notar que lo 
mismo es cierto para los puntos críticos {{2n + l)jr, 0) con cualquier valor entero de n. Estos 
puntos corresponden al péndulo en una posición vertical hacia arriba con velocidad cero. 
Por tanto, en el plano fase los puntos espiral asintóticamente estables se entremezclan con 
puntos silla inestables. Recuérdese que sólo un par de trayectorias ‘‘entra” a un punto silla. 
Para determinar la dirección de las trayectorias que entran al punto silla (n, 0), se conside¬ 
rará el sistema lineal correspondiente al sistema (23); a saber, 


du dv g c 

= . = ~u - .V. 

dt dt l mi 


(25) 


Al aplicar la ecuación (24) y la primera de las ecuaciones (25), es posible escribir la solu¬ 
ción general de estas últimas en la forma 


en donde y C 2 son constantes arbitrarias. Dado que > 0 y r 2 < 0, se concluye que la 
solución que tiende a cero cuando / oc corresponde a = 0. Para esta solución viu = 
de modo que la pendiente de las trayectorias que entran es negativa; una está en el segundo 
cuadrante < 0) y la otra en el cuarto cuadrante (C2 > 0), Para C2 = 0, se obtiene el par 
de trayectorias que “salen” del punto silla. Estas trayectorias tienen la pendiente > 0; una 
está en el primer cuadrante (C^ > 0) y la otra en el tercer cuadrante (C^ < 0). La situa¬ 
ción es la misma para todos los demás puntos silla. En la figura 9.3.4 se muestra un diagra¬ 
ma de las trayectorias en la vecindad de los puntos silla inestables. 

Si se juntan las figuras 9.3.3 y 9.3.4, se obtiene el diagrama de las trayectorias en el plano 
fase que se muestra en la figura 9.3.5. Nótese que las trayectorias que entran a los puntos 
silla separan el plano fase en regiones. Una trayectoria de este tipo se llama separatriz. Las 
condiciones iniciales sobre 6 y dOldt determinan la posición de un punto inicial (x, y) en el 
plano fase. El movimiento subsecuente del péndulo queda representado por la trayectoria 
que pasa por el punto inicial a medida que describe una espiral hacia el punto crítico 
asintóticamente estable en esa región. Nótese que matemáticamente es posible (pero física¬ 
mente irrealizable) elegir condiciones iniciales sobre una separatriz de modo que el movi¬ 
miento resultante dé un péndulo balanceado en una posición vertical hacia arriba de equili¬ 
brio inestable. 
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FIGURA 9.3.4 Puntos silla inestables para eJ péndulo amortiguado. 



FIGURA 9.3.5 Retrato fase para el péndulo amortiguado. 


Una diferencia importante entre sistemas autónomos no lineales y los sistemas lineales 
analizados en la sección 9.1 se ilustra mediante las ecuaciones del péndulo. Recuérdese que 
el sistema lineal (11), sólo tiene un punto crítico, x = 0, y que las soluciones son en esencia 
funciones exponenciales. Por tanto, si el origen es asintóticamente estable, entonces no 
sólo las trayectorias que se inician cerca del punto crítico tienden a éste, de hecho, toda 
trayectoria tiende al punto crítico. En este caso se dice que el punto crítico es asintóticamente 
estable globalmente. En general, esta propiedad de los sistemas lineales no se cumple para 
los no lineales. Para un sistema no lineal, un importante problema práctico es estimar el 
conjunto de condiciones iniciales para las que un punto crítico dado es asintóticamente 
estable. El conjunto de condiciones iniciales se conoce como región de estabilidad asintó- 
tica o cuenca de atracción del punto crítico. Para las ecuaciones del péndulo, cada punto 
crítico asintóticamente estable tiene su propia cuenca de atracción, que está acotada por las 
separatrices que pasan por los puntos silla inestables vecinos. En la figura 9.3.5 está 
sombreada la cuenca de atracción del origen. 
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Problemas 




En cada uno de los problemas 1 a 10, compruebe que (0, 0) es un punto crítico, demuestre 
que el sistema es casi linea) y analice el tipo de la estabilidad del punto crítico (0, 0). 

1. dx/dt = X ~ y + xy 

2. dx/dt = X + x^ -f y^ 

dy/dt = 3x — 2y “ xy 

dy/dt = y “ xy 

3. dx/dt = —2x — y — x(x^ + y^) 

4. dx/dt = y + x(l - x^ — y^) 

dy/dt = X - y + y(x“ + y") 

dy/dt = -x + y(l - x^ - y^) 

5. dx/dt = 2x + y -f xy^ 

6. dx/dt = X + 2x“ y^ 

dy/dt = X — 2y — xy 

dy/dt = x — 2y + x'^ 

7. dx/dt = y 

8. dx/dt = 1 H- y — 

dy/dt = — X + /yv(l — x^), /i > 0 

dy/dt = y — sen x 

9. dx/dt = (1 + x) sen y 

10, dx/dt = — eos x 

dyidt = 1 — X — eos y 

dy/dt = sen(x — 3 y) 

En cada uno de los problemas 11 a 14, determine todos los puntos críticos reales del sistema 
de ecuaciones dado y analice su tipo y estabilidad. 

11. dx/dt = X + y^ 

12. dx/dt ~ 1 ~ xy 

dy/dt = X + y 

dy/dt = X — y^ 

13. dx/dt = X — x^ — xy 

14, dx/dt = 1 — y 

dy/dt ^ 3y xy — 2y^ 

dy/dt — x^ — y^ 

15. Considere el sistema autónomo 



dxidt = y, dyidt = x 2x^. 

a) Demuestre que el punto crítico (0, 0) es un punto silla. 

b) Trace las trayectorias del sistema lineal correspondiente al integrar la ecuación para 
¿fy/íic. A partir de la forma paramétrica de la solución, demuestre que la única trayectoria 
para la que jc -► 0, y -► 0 cuando t x es y = -x. 

c) Determine las trayectorias del sistema no lineal al integrar la ecuación para dy/dx. 
Trace las trayectorias para el sistema no lineal que corresponde ay = ~x y y~x para 
el sistema lineal. 

16. Considere el sistema autónomo 

dx/dt = ;c, dyidt = - 2y + 

a) Demuestre que el punto crítico (0, 0) es un punto silla. 

b) Trace las trayectorias del sistema lineal correspondiente y demuestre que la trayecto¬ 
ria para la que x 0, y -► 0 cuando t x está dada por x = 0. 

c) Determine las trayectorias del sistema no lineal para x ^ 0 al integrar la ecuación 
para dyidx. Demuestre que la trayectoria correspondiente a x = 0 para el sistema lineal 
permanece sin cambio, pero que la correspondiente a y = 0 es y ^/5. Trace varias de las 
trayectorias del sistema no lineal. 

17. El teorema 9.3.2 no proporciona información sobre la estabilidad de un punto crítico de 
un sistema casi lineal, si ese punto es un centro del sistema lineal correspondiente. Que 
éste debe ser el caso se ilustra mediante los dos sistemas siguientes. 


dxldt = y + x(x^ + y^), 
dy!dt - — X + y(x^ + y^); 


. dx/dt = y - x{x^ 4- y^), 
dy/dt = -X - y(x^ -h y^). 
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a) Demuestre que (0, 0) es un punto crítico de cada sistema y, además, es un centro del 
sistema lineal correspondiente. 

b) Demuestre que cada sistema es casi lineal. 

c) Sea y observe que x dxidt + y dyídt = r drldt. Para el sistema (ii), 

demuestre que drfdt < 0 y que r —► 0 cuando por tanto, que el punto crítico es 

asintóticamente estable. Para el sistema (i), demuestre que la solución del problema con 
valor inicial para r, con r = en í = 0, se vuelve no acotada cuando t -► 1/2 y, por 
tanto, que el punto crítico es inestable. 

18. En este problema se muestra cómo cambios pequeños en los coeficientes de un sistema 
de ecuaciones lineales pueden afectar a un punto crítico que sea centro. Considere el 
sistema 


x' = 



X. 


Demuestre que los eigenvalores son ± í, de modo que (0,0) es un centro. A continuación, 
considere el sistema 



en donde e es arbitrariamente pequeño. Demuestre que los eigenvalores son e ± /. Por 
tanto, no importa cuán pequeño sea e =5^ 0, el centro se convierte en un punto espiral. Si 
6 < 0, entonces el punto espiral es asintóticamente estable; si 6 > 0, entonces el punto 
espiral es inestable. 

19. En este problema se muestra cómo cambios pequeños en los coeficientes de un sistema 
de ecuaciones lineales pueden afectar la naturaleza de un punto crítico cuando los eigen¬ 
valores son iguales. Considere el sistema 



Demuestre que los eigenvalores son -1 de modo que el punto crítico (0, 0) 

es un nodo asintóticamente estable. En seguida, considere el sistema 



en donde e es arbitrariamente pequeño. Demuestre que si € > 0, entonces los eigenvalores 
son -1 ± i\fe, de modo que el nodo asintóticamente estable se convierte en un punto 
espiral asintóticamente estable. Si e < 0, entonces las raíces son -1 ± V^, y el pun¬ 
to crítico sigue siendo un nodo asintóticamente estable. 

20. La ecuación del movimiento de un péndulo no amortiguado es d^dldt'^ + (g/l) sen 6 = 0. 
Sean x= d,y = dOldty = gil para obtener el sistema de ecuaciones 

dx/dt = y, dy/dt = -k^ sen X. 


a) Demuestre que los puntos críticos son (±«7c, 0), « = 0, 1,2, . .., y que el sistema es 
casi lineal en la vecindad de cada punto crítico. 
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>2k^ 
= 2k^ 
< 2¿2 


= 2á:2 
>2k^ 


b) Demuestre que el punto crítico (0, 0) es un centro (estable) del sistema lineal corres¬ 
pondiente. Al aplicar el teorema 9.3.2, ¿qué se puede afirmar acerca del problema casi 
lineal? La situación es semejante en los puntos críticos (±2«jc, 0), n =: 1, 2, 3,..., ¿Cuál 
es la interpretación física de estos puntos? 

c) Demuestre que el punto crítico (jt, 0) es un punto silla (inestable). La situación es 
semejante en los puntos críticos [±(2n - l)jt, 0], n = 1, 2, 3,.... ¿Cuál es la interpreta¬ 
ción física de estos puntos críticos? 

21. En este problema se dan algunos de los detalles del análisis para trazar las trayectorias 
del péndulo no amortiguado del problema 20. Demuestre ai eliminar r, que la ecuación de 
las trayectorias pueden escribirse como 

+ k\l — eos x) = E. 

Para descubrir el significado de la constante £, observe que jy ^ = \{dxldt)'^ = \{d6 Idt)^ es 

proporcional a la energía cinética del péndulo. También, k\l - eos x)=\k^ sen 5 ds 

^ o 

es proporcional a la energía potencial del péndulo, debida a la fuerza de la gravedad. Por 
tanto, la constante E es la “energía” del movimiento. Esta es constante a lo largo de una 
trayectoria (durante el curso del movimiento) y queda determinada por los valores ini¬ 
ciales átxyy. 

Al trazar las trayectorias es necesario considerar solamente el intervalo -;r < ;c < jt, ya 
que la ecuación es periódica en jc, con periodo 2n. Para^ = 2k^, demuestre que y = ±2k 
eos Jc/2 y trace estas trayectorias. Observe que las trayectorias entran o salen de los 
puntos silla inestables en (±Jt, 0). Determine la dirección del movimiento sobre cada 
trayectoria al aplicar las ecuaciones diferenciales dadas en el problema 20. 

Es posible demostrar que las trayectorias son curvas cerradas para E <2k^ y que no 
son cerradas para E > 2k^. Aquí no se abordarán estos detalles, pero en la figura 9.3.6 se 
da un esquema de las trayectorias para un péndulo no amortiguado. Las trayectorias para 
E <2k^ corresponden a movimientos periódicos al rededor del centro, y las trayectorias 
para£ > 2 k^ corresponden a movimientos anemolinados. 

*22. En este problema se deduce una fórmula para el periodo natural de un péndulo no lineal 
y no amortiguado [c = 0 en la ecuación (17)]. Suponga que se tira de la lenteja hasta 
formar un ángulo a y luego se suelta con velocidad cero. Suponga que puede despejarse 
t como función de 6 de la expresión para 6 como* función de í, de modo que puede 
considerarse ddidt como función de d. Deduzca la siguiente sucesión de ecuaciones: 



¿Por qué en la última ecuación se eligió la raíz cuadrada negativa? 

Si T es el periodo natural de oscilación del péndulo, deduzca la fórmula 


T _ _ /T de 

4 \ Ja yj eos o — eos a 

Al hacer el cambio de variables eos 0=1-2 sen^ 0/2, eos a - 1 - 2 sen^ a/2 seguido por 
sen 0/2 = k sen cf) con /: = sen a/2, demuestre que 


T = 4 


n rna 


\ 9 Jo yjl — sen <p 


• = 4 ~F{k,n/2y 


La función F se conoce como integral elíptica de primera clase. Observe que el periodo 
depende de la razón l/gy también del desplazamiento inicial a, a través átk = sen a 12. 
El periodo correspondiente para el péndulo linealizado es 2n{¡lgy^^ y es independiente 
del desplazamiento inicial. Para obtener este resultado especial a partir de la fórmula 
general, es necesario considerar el caso límite de a pequeño (desplazamiento angular 
pequeño), en cuyo caso k es pequeña. En el límite 0, la fórmula precedente da T = 
4(l/gy^^F(0, jt/2) = 27t(llgy^^ 

23. Una generalización de la ecuación del péndulo amortiguado analizada en el texto, o de 
un sistema amortiguado, resorte-masa es la ecuación de Liénard, 


d^x , ,dx 

^ + c(x)- + iKx)-0. 

Si c(x) es una constante y = kx, entonces esta ecuación tiene la forma de la ecuación 
lineal del péndulo [sustituya sen 0 por 0 en la ecuación (18) de la sección 9.2]; en caso 
contrario, la fuerza de amortiguamiento c(x) dxidt y la fuerza de restitución g(x) son no 
lineales. Suponga que c es continuamente diferenciable, g es dos veces continuamente 
diferenciable y ^(0) = 0. 

a) Escriba la ecuación de Liénard como un sistema de dos ecuaciones de primer orden 
al introducir la variable y = dxldt, 

b) Demuestre que (0, 0) es un punto crítico y que el sistema es casi lineal en la vecindad 
de (0, 0). 

c) Demuestre que si c(0) > 0 y g\0) > 0, entonces el punto crítico es asintóticamente 
estable, y que si c(0) < 0 o ^'(0) ^ entonces el punto crítico es inestable. 
Sugerencia: aplique la serie de Taylor para aproximar c y pen la vecindad de = 0. 
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En esta sección y en la siguiente se examina la aplicación del análisis del plano fase a 
algunos problemas de dinámica de poblaciones. En estos problemas intervienen dos pobla¬ 
ciones que interactúan entre sí y son extensiones de los analizados en la sección 2 . 6 , que 
trataban de una sola población. Aunque las ecuaciones analizadas aquí son extremadamen¬ 
te sencillas, en comparación con las muy complejas relaciones que existen en la naturaleza, 
todavía es posible adquirir cierta comprensión de los principios ecológicos a partir del 
estudio de estos problemas modelo. 

Suponga que en un ambiente cerrado hay dos especies semejantes que compiten por un 
suministro de alimento limitado; por ejemplo, dos especies de peces en un estanque que no 
son presa una de la otra, pero compiten por el alimento disponible. Seanx y y las poblaciones 
de las dos especies en el instante t. Como se analizó en la sección 2.6, se supone que la po¬ 
blación de cada especie, en ausencia de la otra, se rige por una ecuación logística. Por tanto, 


dx/dt = x(ei — ajx), (la) 

dyidt = y(e 2 - 02 y), (Ib) 

respectivamente, en donde y €2 son los índices de crecimiento de las dos poblaciones y 
e^/cr^ y € 21^2 son sus niveles de saturación. Sin embargo, cuando las dos especies están 
presentes, cada una afecta el suministro de alimento disponible para la otra. De hecho, se 
reducen mutuamente los índices de crecimiento y las poblaciones de saturación. La expre¬ 
sión más simple para reducir el índice de crecimiento de la especie x por la presencia de la 
especie y, es sustituir el factor del índice de crecimiento - a^x de la ecuación (la) por 
- a^x - y, en donde es una medida del grado en el que la especie y interfiere con la 
especie x. De manera semejante, en la ecuación (Ib) se sustituye 62 - cr^y por 62 ” <^2 “ 
De esta manera se tiene el sistema de ecuaciones 

dx/dt — x(Ci — (XiX — ajy), { 2 a) 

dy/dt = y (62 - íT 2 y - « 2 ^). ( 2 b) 

Los valores de las constantes positivas a^, a^, 62 , 02 y «2 dependen de las especies 
particulares que se consideren y en general deben determinarse a partir de observaciones. 
Interesan las soluciones de las ecuaciones (2) para las que xy y sean no negativas. En los 
dos ejemplos siguientes se analizan con cierto detalle dos problemas típicos. Al final de la 
sección se regresa a las ecuaciones generales ( 2 ). 


Ejemplo 1 


Analizar el comportamiento cualitativo de las soluciones del sistema. 

dx/dt = x(l — X — y), 
dy/dt = y(0.75 ~ y - 0.5x). 

Se encuentran los puntos críticos al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas 


(3a) 

(3b) 


x(l — X — y) — 0, 


y(0.75 - y - 0.5x) = 0. 


(4) 
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Existen cuatro puntos que satisfacen las ecuaciones (4); a saber, (0, 0), (0, 0.75), (1, 0) y (0.5, 
0.5); estos corresponden a las soluciones de equilibrio del sistema (3). Los tres primeros de estos 
puntos incluyen la extinción de una o las dos especies; solamente el último corresponde a la 
supervivencia a largo plazo de las dos. Otras soluciones se representan como curvas o trayecto¬ 
rias en el plano xy. Para empezar a descubrir su comportamiento cualitativo, es posible proceder 
de la siguiente manera: 

En virtud de que x es no negativa, por la ecuación (3a) se concluye que x aumenta o disminuye 
sil-A:-y>0ól-Jc~y<0;de manera análoga, por la ecuación (3b) se ve que y aumenta o 
dismimuye según 0.75 -y - 0.5x > 0 ó 0.75 -y - 0.5x < 0. Esta situación se muestra en la figura 
9.4.1. La recta jc+y-l = 0se llama nuliclina jc debido a que x ' es cero en cada uno de los puntos 
de ella. Por tanto, siempre que una trayectoria corta la nuliclina x, su recta tangente debe ser 
paralela al eje y. De manera semejante, la recta 0.5;c + y ~ 0.75 = 0 se llama nuliclina y; las 
trayectorias que cruzan esta recta tienen tangentes paralelas al eje x. Para ver lo que le sucede a 
las dos especies simultáneamente, es necesario superponer los dos diagramas de la figura 9.4.1; 
es decir, trazar el campo direccional del sistema (3). Esto se hizo en la figura 9.4.2, en donde 
también se indican las soluciones de equilibrio mediante los puntos gruesos. 

Las dos nuliclinas crean cuatro zonas en el primer cuadrante del plano xy. En la zona I se 
observa que x' > 0 y y' > 0, por lo tanto, siempre que el punto (jc, y) esté en la zona I se debe 
estar moviendo hacia arriba y hacia la derecha. De manera semejante, el punto (x, y) se mueve 
hacia arriba y hacia la izquierda en la zona II, hacia abajo y hacia la izquierda en la zona III 
y hacía abajo y hacia la derecha en la zona IV. Por tanto, en todos los casos el punto (x, y) se 
desplaza hacia el punto crítico (0.5,0.5). Como consecuencia, si los dos valores iniciales dex^ y 
y^ son positivos, entonces, después de que haya transcurrido un tiempo largo, es de esperar ver 
al punto (x, y) cerca del punto crítico (0.5, 0.5), que representa los niveles de población de las 
dos especies que pueden coexistir en equilibrio mutuo y con abastecimiento de alimento dispo¬ 
nible. Esta configuración de equilibrio no depende de las poblaciones iniciales x^ y yQ, mientras 
sean positivas. 

Si Xq = 0, entonces sólo está presente la especie y. En este caso, el punto (x, y) permanece 
sobre el eje y y tiende al punto crítico (0, 0.75), que representa el nivel de saturación de la 
especie y. La situación es semejante si y^ = 0, excepto que las soluciones están sobre el eje x y 
tienden al punto (1, 0). 




FIGURA 9.4.1 Nuliclinas para el sistema de especies competidoras (3). 
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FIGURA 9.4.2 Puntos críticos y campo direccional para el sistema (3). 


El paso siguiente para comprender las soluciones del sistema (3) es determinar su comporta¬ 
miento local cerca de cada punto crítico. Como el sistema (3) es casi lineal en la vecindad de 
cada punto crítico, se puede hacer esto al resolver los sistemas lineales apropiados. Existen dos 
formas de obtener el sistema lineal cerca de un punto crítico {X, F). En primer lugar, es posible 
aplicar la sustituciónx = A^ + //,y = y+ í;enlas ecuaciones (3), conservando sólo los términos 
que son lineales en « y r De manera alternativa, se puede usar la ecuación (11) de la sección 9.3, 
es decir, 


d íu\ ^ Y) i")YíA 

dt \v) \G,{X, Y) G,.(X, F)A^/ 


en donde, para el sistema (3), 


F(x, y) = x(l — X — y), G(x, y) = y(0.75 — y - 0.5x). 


Por tanto, la ecuación (5) queda 


dt\v) v -0,51' 0.75-21'-055rA‘'/ 

jc = 0, y = 0. Este punto crítico corresponde a un estado en el que las dos especies se extin¬ 
guen como resultado de su competencia. Al volver a escribir el sistema (3) en la forma 

K;)=(ó 075)0 

o al hacer A" = Y = 0 en las ecuaciones (7), se ve que cerca del origen el sistema lineal correspon¬ 
diente es 

d íx\ /I 0 \íx\ 


dt\yj \0 0J5 J\y 
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Lx)s eigenvalores y eigenvectores del sistema (9) son 

1 > 


r, = 1, = 


or 


por lo que la solución general del sistema es 


r, = 0.75, 


e' -f c. 


|i(2) _ 


( 10 ) 


( 11 ) 


Por tanto, el origen es un nodo impropio inestable tanto del sistema lineal (9) como del sistema 
no lineal (8). En la vecindad del origen, todas las trayectorias son tangentes al eje y, excepto por 
un par de trayectorias que se encuentran a lo largo del eje x. 

jr = 1, y = 0. Esto corresponde a un estado en el que la especie x sobrevive a la competencia, 
pero la especie y no. El sistema lineal correspondiente es 


(:)=(■: ¿)(:)^ 


Sus eigenvalores y eigenvectores son 
ri = -l, = 


r2 = 0.25, = 


4' 

-5 


y la solución general es 




( 12 ) 


(13) 


(14) 


Dado que los eigenvalores tienen signos opuestos, el punto (1, 0) es un punto silla y, de donde, 
es un punto de equilibrio inestable del sistema lineal (12) y del sistema no lineal (3). El compor¬ 
tamiento de las trayectorias cerca de (1, 0) puede verse a partir de la ecuación (14). Si C 2 = 0, 
entonces existe un par de trayectorias que tiende al punto crítico a lo largo del eje x. Todas las 
demás trayectorias salen de la vecindad de (1, 0). 

a: = 0, y = 0.75. En este caso, la especie y sobrevive pero la x no. El análisis es semejante al 
del punto (1, 0). El sistema lineal correspondiente es 


dt \vj 

Los eigenvalores y eigenvectores son 
ri = 0.25, = 


0.25 0 

-0.375 -0.75 


-3 


= -0.75, = 


(15) 


(16) 


de modo que la solución general de la ecuación (15) es 

Por tanto, el punto (0,0.75) también es un punto silla. Todas las trayectorias salen de la vecindad 
de este punto, excepto por un par que se aproxima a lo largo del eje y. 


(17) 
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j X = 0.5, = 0.5. Este punto crítico corresponde a un estado de equilibrio mixto o de coexis- 

tencia; un empate, por así decirlo, en la competencia entre las dos especies. Los eigenvalores y 
B eigenvectores del sistema lineal correspondiente 


d fu 
dt 117 


-0.5 

-0.25 


-0.5 

-0.5 


(18) 


son 


:(-2 +v"2)/4s -0.147, 


C(I) . 


>/5 

-1 


(19) 


I = (- 2 - V2)/4 s - 0.853, = 

P Por lo tanto, la solución general de la ecuación (18) es 




V2 

1 


- 0.8531 


( 20 ) 


j En virtud de que todos los eigenvalores son negativos, el punto crítico (0.5, 0.5) es un nodo 
J impropio asintóticamente estable. Todas las trayectorias tienden al punto crítico cuando t~*oo. 
m Un par de trayectorias tiende al punto crítico a lo largo de la recta cuya pendiente es y/2/2 
J determinada a partir del eigenvector |^^\Todas las demás trayectorias tienden al punto crítico 
J tangentes a la recta con pendiente -\/2/2 determinada a partir del eigenvector 
í En la figura 9.4.3 se muestra un diagrama de las trayectorias en la vecindad de cada punto 
j crítico. Al juntar estos diagramas es posible obtener una imagen razonablemente buena de las 
p trayectorias en todo el primer cuadrante. Además, nótese que todos los términos cuadráticos del 



0.5 



■ 


W 

m 



0.5 


FIGURA 9.4.3 Trayectorias cerca de cada punto crítico para el sistema (3). 
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segundo miembro de las ecuaciones (3) son negativos. Como para x y y grandes y positivas 
estos términos son los dominantes, se concluye que lejos del origen en el primer cuadrante x' y 
y' son negativas, es decir, las trayectorias se dirigen hacia adentro. Por tanto, se concluye que 
todas las trayectorias que se inician en un punto primer cuadrante tienden finalmen> 

te al punto (0.5,0.5). En la figura 9.4.4 se muestran varias trayectorias calculadas del sistema (3) 
el patrón de estas trayectorias confirma las conclusiones a las que se llegó al analizar los puntos 
críticos del sistema. 


Ejemplo 2 ^ Analizar el comportamiento cualitativo de las soluciones del sistema 

dx/dt = x{l ~ X ~ y), (21a) 

dy/dt = y(0.5 - 0.25y - 0.75x), (21b) 

en donde xy y son no negativas. Obsérvese que este sistema también es un caso especial del 
I sistema (2) para dos especies en competencia. 

Una vez más, existen cuatro puntos críticos; a saber, (0, 0), (1, 0), (0, 2) y (0.5, 0.5), corres- 

I pendientes a las soluciones de equilibrio del sistema (21). Procediendo como en el ejemplo 1, 
por la ecuación (21a) se observa que x' > 0 ó x' < 0 según si 1 - x- y es positiva o negativa. De 
manera semejante, el signo de y’ es el mismo que el de 0.5 - 0.75x -0.25y. Esto se indica en la 
figura 9.4.5. Al superponer los diagramas de la figura 9.4.5, se obtiene la figura 9.4.6. Las 
nuliclinas x + y = 1 y 0.75x + 0.25y = 0.5 dividen el primer cuadrante en cuatro zonas, en cada 
una de las cuales las trayectorias del sistema tienen las direcciones indicadas. La solución de 
equilibrio mixto (0.5,0.5) tienen un interés especial por que corresponde a la coexistencia entre 
las dos especies. En la figura 9.4.6 se indica que en las zonas I y ÍI parece que las trayectorias 
tienden a (0.5,0.5), en tanto que en las zonas II y IV parece que las trayectorias se alejan de este 
punto crítico. Esto sugiere que este punto es un punto silla y, por lo tanto, representa una confi¬ 
guración de equilibrio inestable. Obsérvese la diferencia entre la figura 9.4.6 y la 9.4.2 del 
ejemplo 1, en la que la solución de equilibrio mixto es un nodo asintóticamente estable. Para 
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FIGURA 9.4.5 Nuliclinas para el sistema de especies competidoras (21). 



0.5 1 1.5 X 


FIGURA 9.4.6 Puntos críticos y campo direccional para el sistema (21). 

analizar aún más el sistema (21), es posible observar las aproximaciones lineales válidas en la 
vecindad de cada uno de los puntos críticos. 

X = 0, y = 0. Si se desprecian los términos no lineales de las ecuaciones (21), se obtiene el 
sistema lineal 
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dt\yj 0.5j\yr 

que es válido cerca del origen. Los eigenvalores y eigenvectores del sistema (22) son 


- L = 

por lo que la solución general es 


Por consiguiente, el origen es un nodo impropio inestable del sistema lineal (22) y también del 
sistema no lineal (21). Todas las trayectorias salen del origen tangentes al eje y, excepto por un 
par de trayectorias que están a lo largo del eje x. 

jc = l,y = 0. El sistema lineal correspondiente es 


0 -0.25/Vu 


= -0.25, 


Sus eigenvalores y eigenvectores son 


y su solución general es 


El punto (1,0) es un nodo impropio asintóticamente estable del sistema lineal (25) y del sistema 
no lineal (21). Si los valores iniciales dtxy y están lo suficientemente próximos a (1, 0) enton¬ 
ces el proceso de interacción da finalmente ese estado; es decir, la sobrevivencia de la especien 
y la extinción de la especie y. Existe un par de trayectorias que tienden al punto crítico a lo largo 
del eje x. Todas las demás trayectorias tienden a (1, 0) tangentes a la recta con pendiente -3/4 
que queda determinada por el eigenvector 

a: a 0, y a 2. En este caso, el análisis es semejante al del punto (1, 0). El sistema lineal 
adecuado es 


-0.5/Va 


Los eigenvalores y eigenvectores de este sistema son 




y su solución general es 


= c 


( 30 ) 
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ü 

i 


Por tanto, el punto crítico (0, 2) es un nodo impropio asintóticamente estable. Todas las tra¬ 
yectorias tienden al punto crítico a lo largo del eje y, excepto por un par, que tiende a lo largo de 
la recta con pendiente 3. 

X - 0.5, y - 0.5. El sistema lineal correspondiente es 


d_íu\ _ /-0.5 -0.5 

^ VV V-0-375 -0.125/Vü/ 


Los eigenvalores y eigenvectores son 


(31) 


((- 3 -^/^)/ 8 )“(- 1 . 3187 )’ 

^ ((-3 + ^ ( 0 . 5687 )’ 

(:)-‘(-¡.3187)^“'"^'-<a5687)-“-^^^^' 

En virtud de que los eigenvalores tienen signos opuestos, el punto crítico (0.5, 0.5) es un pun¬ 
to silla y, por lo tanto, es inestable, como se supuso antes. Un par de trayectorias tienden al punto 
crítico cuando f-> oc; las demás se alejan de éste. A medida que las trayectorias se aproximan al 
punto crítico, las que entran son tangentes a la recta con pendiente (V^- 3)/8 = 0.5687 de¬ 
terminada a partir del eigenvector 

En la figura 9.4.7 se muestra un diagrama de las trayectorias en la vecindad de cada punto 
crítico. Con base en la información mostrada en esta figura, así como en la figura 9.4.6, es 




16 

-5- 


-0.7844, 


de modo que la solución general es 



FIGURA 9.4.7 Trayectorias cerca de cada punto crítico para el sistema (21). 
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0.5 1 1.5 x 

FIGURA 9.4.8 Trayectorias del sistema (21). 


posible concluir con bastante confianza que en casi todos los casos una de las especies lleva a la 
otra a la extinción. En otras palabras, casi todas las trayectorias que se inician en el primer 
cuadrante al final tienden a uno o al otro de los dos nodos estables. La única excepción ocurre si 
el estado inicial está exactamente en el punto silla (0.5, 0.5) o sobre uno de los pares de trayec¬ 
torias que terminan por entrar a este punto. Aun así, la más ligera perturbación a medida que se 
sigue esta trayectoria desalojará el punto (x, y) y, por el contrario, lo hará tender hacia uno de los 
nodos. Las trayectorias que entran al punto silla forman una curva a partir del origen que pasa 
por el punto (0,5,0.5) y se va al infinito. Esta curva se llama separatriz, ya que separa (o divide) 
el primer cuadrante en dos partes conocidas como regiones (o cuencas) de atracción de los 
nodos respectivos. Todas las trayectorias que se inician en una de estas regiones terminan por ten¬ 
der al punto (0, 2), mientras que las trayectorias que se inician en la otra región terminan por 
aproximarse a (1, 0). 

La información que se ha obtenido del examen cualitativo del sistema (21) puede confirmarse 
numéricamente al calcular varias soluciones y trazar las gráficas de las trayectorias correspon¬ 
dientes. En la figura 9.4.8 se dan algunas trayectorias representativas del sistema (21). 

Los ejemplos 1 y 2 muestran que, en algunos casos, la competencia entre dos especies 
produce un estado de equilibrio de coexistencia, mientras que en otros casos la competen¬ 
cia da por resultado la extinción de una de las especies. Para comprender con mayor clari¬ 
dad cómo y por qué sucede esto y aprender a predecir qué situación ocurrirá, es útil volver 
a considerar el sistema general (2). Existen cuatro casos a considerar, dependiendo de la 
orientación relativa de las nuliclinas, 


6i — (jjX — oí^y = 0 


y 


€2 - (T 2 y - 0Í2X = 0 , 


(34) 
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como se observa en ia figura 9.4.9. Sea (Z, Y) cualquier punto crítico en cualquiera de los 
cuatro casos. Como en los ejemplos 1 y 2, el sistema (2) es casi lineal en la vecindad de este 
punto porque el segundo miembro de cada ecuación diferencial es un polinomio cuadrático. 
Para estudiar el sistema (2) en ia vecindad de este punto crítico se puede hacer 

X - X + u, y = Y + (35) 

y sustituir en las ecuaciones (2). De manera alternativa, es posible usar ia ecuación (11) de 
la sección 9.3. En cualquier caso, se obtiene el sistema lineal correspondiente 

d íu\ — 2 g^X — ol^Y —oí^X \/u 

~dt Vr j "" \ -y - 2(7. Y - V 

A continuación apliqúese la ecuación (36) para determinar las condiciones en las que el 
modelo escrito por las ecuaciones (2) permite la coexistencia de Jas dos especies .r y y. De 
ios cuatro casos posibles que se muestran en la figura 9.4.9, sólo es posible la coexistencia 
en los casos c) y d). En estos casos, los valores de X y Y diferentes de cero se obtienen 
fácilmente al resolver las ecuaciones algebraicas (34); el resultado es 

Y ^ y ^ 





(C) (d) 

FIGURA 9.4.9 Los diversos casos para el sistema de especies competidoras (2). 
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Además, como ^ ^ y - ~ a^X = 0, la ecuación (36) se reduce de 

inmediato a 


-~oi,X\íu\ 

ityvj^y-oi.Y -a.yjW' 

Los eigenvalores del sistema (38) se encuentran a partir de la ecuación 


(38) 


Por tanto, 


+ (cFlX + <y2^y + ~ 


(39) 


-i(T¡X + ( 72 Y) ± y/iffiX + aiYf - 4(<7i<T2 - a^cc2)XY 

r^2 =-^-• (40) 

Si <JjCr 2 - <^ 1^2 entonces el radicando de la ecuación (40) es positivo y mayor que 
(cr^^ + los eigenvalores son reales y tienen signos opuestos. Como 

consecuencia, el punto crítico (X, Y) es un punto silla inestable y no es posible la coexis¬ 
tencia, Este es el caso del ejemplo 2, en donde = 1, = 1, ^2 - 0.25, ” ^-^3 y crjO-^ 

— =~0.5. 

Por otra parte, si -a^a 2 > 0, el radicando de la ecuación (40) es menor que (g^X + 
0 * 2 ^)^. Por tanto, los eigenvalores son reales, negativos y distintos, o complejos con parte 
real negativa. Un análisis directo de dicho radicando muestra que los eigenvalores no pue¬ 
den ser complejos (ver el problema 7), De este modo, el punto crítico es un nodo impropio 
asintóticamente estable y es posible la coexistencia sostenida. Esto se ilustra mediante el 
ejemplo 1, en donde aj = 1, = 1 (12 = 1, «2 ~ ^ ^ 1^2 “ ^ 1^2 “ 

Relaciónese este resultado con las figuras 9,4.9c y 9.4.9^. En la figura 9.4.9c se tiene 

— >— o eiOC 2 >€ 2 (^i y —>— o 62 ai > € 1 ^ 2 . (4Ij 

(Ti (X 2 (T 2 

Estas desigualdades acopladas con la condición de queXy Y dadas por las ecuaciones (37) 
sean positivas da lugar a la desigualdad 0 '^cr 2 < donde, en este caso, el estado 

mixto es un punto silla. Por otra parte, en la figura 9ÁSd se tiene 

^<— o Cia2 < €20-1 y -<--0 62»! < €1(72. ( 42 ) 

Oi «2 (72 Oíi 

Ahora, la condición de que XyY sean positivas da cr^<T 2 > «^(^ 2 * donde, el estado mixto 
es asintóticamente estable. Para este caso también es posible demostrar que los otros pun¬ 
tos críticos (0, 0) (c^/cTj, 0) y (0, ^Jg^ son inestables. Por tanto para cualesquiera valores 
iniciales positivos de jcy y, las dos poblaciones tienden al estado de equilibrio de coexisten¬ 
cia dado por las ecuaciones (37). 

Las ecuaciones ( 2 ) proporcionan la interpretación biológica del resultado de que la co¬ 
existencia ocurre o no, dependiendo de si G 1 G 2 ~ «i «2 positiva o negativa. Las cr son 
una medida del efecto inhibitorio que el crecimiento de cada población tiene sobre sí mis¬ 
ma, en tanto que las a son una medida del efecto inhibitorio que el crecimiento de cada 
población tiene sobre la otra especie. Por tanto, cuando CJj<J 2 > intc^-acción (com¬ 
petencia) es “débil” y las especies pueden coexistir; cuando G 1 G 2 < interacción 

(competencia) es “fuerte” y las especies no pueden coexistir: una debe extinguirse. 
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Problemas 




Cada uno de los problemas 1 a 6 puede interpretarse como si describiese la interacción de 
dos especies con poblaciones jc y y. En cada uno de estos problemas efectúe los siguientes 
pasos: 

a) Encuentre los puntos críticos. 

b) Para cada punto crítico, halle el sistema lineal correspondiente. Encuentre los eigenvalores 
y eigenvectores del sistema lineal; clasifique cada punto crítico según el tipo y determine si 
es asintóticamente estable, estable o inestable. 

c) Trace las trayectorias en la vecindad de cada punto crítico. 

d) En caso de ser posible, calcule y trace las gráficas de suficientes trayectorias del sistema 
dado para mostrar con claridad el comportamiento de las soluciones. 

e) Determine el comportamiento límite de x y y cuando t -+ oc e interprete los resultados en 
términos de las poblaciones de las dos especies. 


1. dx/dt = x(1.5 — X - 0.5y) 
dy/dt = y(2 - y - 0.75x) 
3. dx/dt = x(1.5 — 0.5x — y) 
dy/dt = y(2 — y — 1.125x) 
5, dx/dt = x(l — X — y) 
dy/dt = y (1.5 — y — x) 

7. Demuestre que 


2. dx/dt = x(1.5 — X — 0.5y) 
dy/dt = y(2 - 0.5y - 1.5x) 

4. dx/dt = x(1.5 — 0.5x — y) 
dy/dt = y (0.75 — y — 0.125x) 
6. dx/dt = x(l — X + 0.5y) 
dy/dt - y(2.5 ~ 1.5y + 0.25x) 


(<J^X + (T2y)^ — 4(íTiÍ72 ~ 0íi0Í2)2(Y = (o — ¿72 T)^ + 40íi0Í2XY. 


De donde, que los eigenvalores dados por la ecuación (40) nunca pueden ser complejos. 

8. Dos especies de peces que compiten entre sí por el alimento, pero ninguna es presa de la 
otra, son el bluegill (Lepomus machrochirus) y el redear (Lepomis microlophus). Su¬ 
ponga que se colocan en un estanque estas dos especies y sean x y y las poblaciones de 
bluegill y de redear, respectivamente, en el instante L Además, suponga que la compe¬ 
tencia la representan las ecuaciones 


dx/dt = x(6i — ¿T^x — a^y), 
dy/dt = y(e 2 - (t 2 y - «-ix). 

a) Si ¿ 2/^2 ^ y ^ demuestre que las únicas poblaciones de equilibrio 
en el estanque son ningún pez, ningún redear o ningún bluegill ¿Qué sucederá? 

b) Si > e^/a^ y demuestre que las únicas poblaciones de equilibrio 

en el estanque son ningún pez, ningún redear o ningún bluegill ¿Qué sucederá? 

9. Considere la competencia entre el bluegill y el redear mencionada en el problema 8. 
Suponga que e^/a^ > y > e^/a^, de modo que, como se demuestra en el 
texto, existe un punto de equilibrio estable en el que las dos especies pueden coexistir. Es 
conveniente volver a escribir las ecuaciones del problema 8 en términos de la capacidad 
de carga del estanque para el bluegill (B = sin la presencia del redear, y para el 

redear (R = e^/af), sin la presencia del bluegill 
a) Demuestre que las ecuaciones del problema 8 toman la forma 


dx 

dt 


e,x 





1 

R 
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en donde y 72 “ Determine el punto de equilibrio de coexistencia 

{X, Y) en términos de B, R, y^ y y 2 ^ 

b) Suponga ahora que una persona pesca solamente bluegill^ con el efecto de que se re¬ 
duce B. ¿Qué efecto tiene esto en las poblaciones en equilibrio? ¿Es posible, al pescar, 
reducir la población de bluegill a un nivel en el que se extinga? 

10. Considere el sistema (2) del texto, y suponga que crj<T 2 - oi^o ¿2 = 0. 

a) Encuentre todos los puntos críticos del sistema. Observe que el resultado es diferen¬ 
te, dependiendo de si 0^62 - « 2^1 ^ 

b) Si cj^e 2 - 0 : 2 ^^ > 0, clasifique cada punto crítico y determine si es asintóticamente 
estable, estable o inestable. Observe que el problema 5 es de este tipo. Luego, haga lo 
mismo si g ^€2 - «261 < 0 . 

c) Analice la naturaleza de las trayectorias cuando ^^€2 - cx 2 €^ = 0. 

11. Considere el sistema (3) del ejemplo 1 del texto. Recuerde que este sistema tiene un 
punto crítico asintóticamente estable en (0.5, 0.5), correspondiente a la coexistencia es¬ 
table de las dos especies de poblaciones. Suponga ahora que hay inmigración o emigra¬ 
ción a las razones constantes 5a y Sb, para las especies x y y, respectivamente. En este 
caso, las ecuaciones (3) se sustituyen por 

dx/dt := x(l — X — y) -\r Óa, 

(j) 

dy/dt = y(0.75 — y — 0.5x) + Sh. 

La pregunta es qué efecto tiene esto en la ubicación del punto de equilibrio estable, 
a) Para encontrar el nuevo punto crítico es necesario resolver las ecuaciones 


x(l - X -- y) + = 0, 


(ii) 


y(0.75 — y — 0.5x) -i- Óh - 0. 

Una manera de proceder es si supone que x y y se dan en series de potencias en el 
parámetro 5; de este modo. 


X = Xq + Xi(5 + • ■ ■ , y = >0 + 11(5 4- • ■ '. (iii) 

Sustituya la ecuaciones (iii) en las (ii) y agrupe los términos según las potencias de 5. 

b) A partir de los términos constantes (los términos que no contienen ¿), demuestre que 
Xq = 0.5 yyo = 0.5, confirmando así que, sin inmigración o emigración del punto crítico 
es (0.5, 0.5). 

c) A partir de los términos lineales en 5 demuestre que 

Xi = 4a — 4b, yi = —la 4b, (iv) 

d) Suponga que a> Oy b> 0, de modo que en las dos especies se tiene inmigración. 
Demuestre que la solución de equilibrio resultante puede representar un aumento en las 
dos poblaciones, o un aumento en una y una disminución en la otra. Explique intuitiva¬ 
mente por qué este resultado es razonable. 
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En la sección anterior se analizó un modelo de dos especies que interactúan compitiendo 
por un suministro común de alimento o algún otro recurso natural. En esta sección se con- 
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sidera la situación en la que una de las especies (el depredador) se alimenta de la otra (la 
presa), mientras que ésta vive de otra fuente de alimento. Un ejemplo lo constituyen los 
zorros y los conejos en un bosque cerrado; los zorros cazan a los conejos y estos se alimen¬ 
tan de la vegetación del bosque. Otros ejemplos son la perca en un lago como depredador y 
el redear como presa, o las mariquitas como depredadoras y los pulgones como presas. 
Otra vez se insiste en que un modelo que incluye sólo a dos especies no puede describir por 
completo las complejas relaciones entre especies que en realidad ocurren en la naturaleza. 
Empero, el estudio de modelos simple es el primer paso hacia la comprensión de fenóme¬ 
nos más complicados. 

Las poblaciones de la presa y del depredador en el instante t se denotarán por x y y, 
respectivamente. Al construir un modelo de la interacción de las dos especies, se hacen las 
siguientes suposiciones. 

1. En ausencia del depredador, la presa crece con una razón proporcional a la población 
actual; por tanto, dxidt - ax,a> 0 , cuando y = 0. 

2. En ausencia de la presa, el depredador se extingue; por tanto, dy/dt = - cy, c > 0, 
cuando x~0. 

3. El número de encuentros entre el depredador y la presa es proporcional al producto de 
sus poblaciones. Cada uno de esos encuentros tiende a favorecer el aumento de los 
depredadores y a inhibir el aumento de las presas. Por tanto, la razón de aumento de 
los depredadores se incrementa en un término de la forma yxy, mientras que la razón 
de aumento de las presas decrece en un término -axy, en donde 7 y a son constantes 
positivas. 

Como consecuencia de estas suposiciones, se tienen las ecuaciones 

dxjdt = ax — oíxy == x(a — ay), 
dy/dt = ~C 7 + yxy = y(~~c + yx). 

Todas las constantes a,c,ay y son positivas; ay c son la razón de aumento de las presas y 
el índice de mortalidad de los depredadores, respectivamente, y a y 7 son medidas del 
efecto de la interacción entre las dos especies. Las ecuaciones (1) se conocen como ecuaciones 
de Lotka-Volterra; su desarrollo se publicó en artículos por Lotka^ en 1925 y por Volterra"^ 
en 1926. Aunque éstas son ecuaciones más bien sencillas, caracterizan a una amplia clase 
de problemas. Al final de esta sección y en los problemas se analizan algunas formas de 
hacerlas más realistas. La meta aquí es estudiar el comportamiento cualitativo de las solu¬ 
ciones (trayectorias) del sistema (1) para valores iniciales positivos arbitrarios de x y y. Esto 


3 Alfred J. Lotka (1880-1949), biofísico estadounidense, nació en lo que ahora se conoce como Ucrania y se 
educó principalmente en Europa. Se le recuerda sobre iodo por su planteamiento de las ecuaciones de Lotka- 
Volterra. También fue el autor, en 1924, del primer libro biología matemática, en la actualidad se le encuentra 
como Elements of Mathemaíical Biology (New York: Dover, 1956). 

4 Vito Volterra (1860-1940), distinguido matemático italiano, trabajó como profesor en Pisa,Turín y Roma. Es 
famoso en particular por su trabajo en ecuaciones integrales y análisis funcional. De hecho, una de las clases 
más importantes de ecuaciones integrales lleva su nombre; ver el problema 20 de la sección 6.6. Su teoría de 
las especies Ínter actuantes fue motivada por los datos reunidos por un amigo suyo, D’Ancona, relacionados 
con la pesca en el Mar Adriático. Se puede hallar una traducción de su artículo de 1926 en un apéndice del 
libro de R. N. Chapman, AnimalEcology with Special Reference to Insects (New York: McGraw-Hill, 1931). 
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Ejemplo 1 


se hace primero para un ejemplo específico y después se regresa a las ecuaciones generales 
(1), al final de esta sección. 


Analizar las soluciones del sistema 

dx/dt = x(l - 0.5y) - X - 0.5xy, 

( 2 ) 

dy/dt = y(-0J5 + 0.25x) = -0.75y + 0.25xy 

para x y y positivas. 

Los puntos críticos de este sistema son las soluciones de las ecuaciones algebraicas 

x(l-0.5y) = 0, y(-0.75 + 0.25x) = 0, (3) 

a saber, los puntos (0,0) y (3,2). Las nuliclinasx y y son las rectas y = 2 y x = 3, respectivamente, 
así como los ejes de coordenadas. En la figura 9.5.1 se muestran los puntos críticos, las nuliclinas 
y el campo direccional del sistema (2). A partir de esta figura se concluye tentativamente que las 
trayectorias en el primer cuadrante deben ser curvas cerradas que rodean al punto crítico (3, 2). 

En seguida, examina el comportamiento local de las soluciones cerca de cada punto crítico. 
Cerca del origen es posible despreciar los términos no lineales que de las ecuaciones (2), para 
obtener el sistema lineal correspondiente 



1 0 
0 -0.75 


(4) 


Los eigenvalores y eigenvectores de la ecuación (4) son 


= 1 , 



= -0.75, 



(5) 


y A 


/ 

/ 



-- 

— 1 

— 

s 

s 

s 

S 


N 

N 


N 

/ 

/ 






\ 


N 

\ 

N 

\ 

N. 

\ 


_/ 

/ 

/ 



— ! 

— 


\ 

N 

N 

\ 

N 

\ 

\ 

\ 

/ 

/ 

/ 



--; 

— 

N 

N 

\ 


N 

\ 

N. 

N 

N 

/ 

/ 

/ 



1 

— 

N 

S 

N 


N 

N. 

N 

N 

N 

/ 

/ 

/ 



—; 

— 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

“ 1 

/ 

/ 



—! 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

1 

/ 

/ 


X 

— ! 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

1 

/ 

/ 

✓ 


—; 

s 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

N 

\ 

\ 

\ 

-i- 

-I-- 



n - 



--V- 

-1- 

-I - 

-1- 

4- 

A- 

4- 

-1 


I \ I 



X 


FIGURA 9.5.1 Nuliclinas, puntos críticos y campo direccional para el sistema 
depredador-presa (2). 
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' por lo que su solución general es 


I Por tanto, el origen es un punto silla del sistema lineal (4) y del sistema no lineal (2) por consi- 
I guiente, es un punto crítico inestable. Un par de trayectorias entran al origen a lo largo del eje y; 
i todas las demás trayectorias salen de la vecindad del origen. 

Para examinar el punto crítico (3, 2) es posible hacer la sustitución 

X = 3 + w, y = 2 ^ V (7) 

I en las ecuaciones (2) y luego despreciar los términos no lineales en « y en o bien, hacer 
1 referencia a la ecuación (11) de la sección 9.3. En cualquiera de los dos casos, se obtiene el 
I sistema lineal 


1.5\/« 


Los eigenvalores y eigenvectores de este sistema son 


I En virtud de que los eigenvalores son imaginarios, el punto crítico (3,2) es un centro del sistema 
I lineal (8) y, por lo tanto, es un punto crítico estable de ese sistema. Recuérdese por lo visto en la 
I sección 9.3, que este es uno de los casos en los que el comportamiento del sistema lineal puede 
I trasladarse o no hacia el sistema no lineal, de modo que la caracterización del punto (3, 2) del 
I sistema no lineal (2) puede no ser determinada a partir de esta información. La manera más 
I sencilla de encontrar las trayectorias del sistema lineal (8) es dividir la segunda de las ecuaciones 
I (8) entre la primera para obtener la ecuación diferencial 

; dv dv/dt 0.5u u 

¡ du du/dt — 1.5l’ 3v 


: Como consecuencia. 


u du 3vdv- 0. 


U 2 + 3v^ = k, 


en donde k es una constante arbitraria no negativa de integración. 

En la figura 9.5.2 se muestra el comportamiento local de las soluciones de las ecuaciones (2), 
I cerca de cada punto crítico. Obsérvese que este comportamiento es coherente con el campo 
I direccional que se muestra en la figura 9.5.1. 

Ahora, vuélva al sistema no lineal (2). Si se divide la segunda de las ecuaciones (2) entre la 
primera, se obtiene 


dy _ y(-Q.75 H-Q.25X) 
dx x(l — 0.5y) 
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I FIGURA 9.5.2 Trayectorias cerca de cada punto crítico para el sistema (2). 

La ecuación (12) es una ecuación separable y es posible ponerla en la forma 

I l“0.5y, -0.75 + 0.25X, 

I —-— dy — ———— -ax, 

y X 

a partir de la cual se concluye que 

0.75 In X + In y — 0.5y — 0.25x = c, (13) 

en donde c es una constante de integración. Aunque la ecuación (13) no se puede resolver explí¬ 
citamente para cualquiera de las variables en términos de la otra, es posible demostrar que la 
gráfica de la ecuación para un valor fijo de c es una curva cerrada que rodea al punto crítico (3, 
2). Así entonces, el punto crítico también es un centro del sistema no lineal (2) y las poblaciones 
del depredador y de la presa muestran una variación cíclica. 

En la figura 9.5.3 se muestran varias trayectorias del sistema (2) calculadas numéricamente. 
Para algunas condiciones iniciales, la trayectoria representa pequeñas variaciones en x y y alre¬ 
dedor del punto crítico y su forma es casi elíptica, como lo sugiere el análisis lineal. Para otras 
condiciones iniciales, las oscilaciones en x y y son más pronunciadas, y la forma de la trayecto¬ 
ria es notablemente diferente a una elipse. Obsérvese que las trayectorias se recorren en el 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. En la figura 9.5.4 se muestra la 
dependencia de x y y con respecto a t para un conjunto típico de condiciones iniciales. Nótese 
que X y y son funciones periódicas de r, como debe ser, dado que las trayectorias son curvas 
cerradas. Además, la oscilación de la población del depredador va a la zaga de la presa. Si se 
parte de un estado en el que las dos poblaciones, del depredador y de la presa, son relativamente 
pequeñas, las presas aumentan primero porque hay poca caza de ellas; en seguida, con alimento 
abundante, también aumenta la población de los depredadores. Esto causa una cacería más in¬ 
tensa y el número de presas tiende a disminuir. Por último, al disminuir el suministro de alimen¬ 
to, la población de depredadores también disminuye y el sistema regresa a su estado original. 
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FIGURA 9»5.4 Variaciones de las poblaciones del depredador y de la presa con 
el tiempo, para el sistema (2). 


El sistema general (1) se puede analizar exactamente de la misma manera que en el 
ejemplo. Los puntos críticos del sistema (1) son las soluciones de 

x(a — ay) = 0, y( — c -f yx) = 0, 

es decir, los puntos (0, 0) y (c//, a/a). Se analizarán primero las soluciones del sistema 
lineal correspondiente cerca de cada punto crítico. 

En la vecindad del origen se desprecian los términos no lineales de las ecuaciones (1) 
para obtener el sistema lineal correspondiente; a saber, 



dt 


( 14 ) 
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Los eigenvalores y eigenvectores son 

de modo que la solución general es 



Por tanto, el origen es un punto silla y, en consecuencia, inestable. La entrada al punto silla 
es a lo largo de la recta x = 0; todas las demás trayectorias salen de la vecindad del punto 
crítico. 

A continuación, considérese el punto crítico {dy, ala). Si jr = (c/y) + w y y = {ala) + v, el 
sistema lineal correspondiente es 


/ 0 - 0 Lcly\íu\ 

dt\v) \ya/a 0 )\v)' 


(17) 


Los eigenvalores del sistema (17) son r = ± i'-Jac, por lo que el punto crítico es un centro 
(estable) del sistema lineal. Para hallar las trayectorias del sistema (17) se puede dividir la 
segunda ecuación entre la primera para obtener 


dv dv/dt {yaloi)u 

du dujdt {oicly)v ’ 

0 bien, 

(18) 

ya . ac , 

—w du H- V dv = 0, 

a y 

(19) 

Como consecuencia, 


ya 2 2 

—u^ + = k, 

a y 

(20) 

en donde k es una constante no negativa de integración. Por tanto, las trayectorias del siste¬ 
ma lineal (17) son elipses, como en el ejemplo, y el punto crítico (c/y, ala) es un centro. 

Si se regresa brevemente al sistema no lineal (1), obsérvese que es posible reducirlo a la 
simple ecuación 

dy dy/dt y(~c-yyx) 
dx dx/dt x{a — ay) 

(21) 

La ecuación (21) es separable y tiene la solución 


a \n y - ay + c In X - yx - C, 

(22) 

en donde C es una constante de integración. Una vez más, es posible demostrar que la 
gráfica de la ecuación (22), para C fija, es una curva cerrada que rodea al punto crítico (c/y, 
ala). Por tanto, este punto crítico también es un centro para el sistema no lineal general (1). 
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La variación cíclica de las poblaciones de depredadores y de presas se puede analizar con 
más detalle cuando las desviaciones con respecto al punto (c/y, a/a) son pequeñas y es 
posible usar el sistema lineal (17). La solución del sistema (17) puede escribirse en la forma 

u — - K cos{^/act + (/>), V — - - K scn(y/act + (/)), (23) 

7 cc\j a 

en donde las constantes Ky (t> quedan determinadas por las condiciones iniciales. Por tanto, 

c c /— 

X = - H- - K cos(v cic t H- 0), 

7 7 (24) 

^ ^ T. I— 

y = - + - /- K sen(vflc t + ó). 
a aya 

Estas ecuaciones son válidas para las trayectorias elípticas cercanas al punto crítico (c/y, 
a/a); es posible aplicarlas para sacar varias conclusiones con respecto a la variación cíclica 
del depredador y la presa sobre esas trayectorias. 

1. Los tamaños de las poblaciones del depredador y la presa varían sinusoidalmente con pe¬ 
riodo 2ni4ac\ este periodo de oscilación es independiente de las condiciones iniciales. 

2. Las poblaciones del depredador y la presa están desfasadas en un cuarto de ciclo; la de 
la presa va adelante y la del depredador atrás, como se explicó en el ejemplo. 

3. Las amplitudes de las oscilaciones son Kc/y para la presa y a Ve K/a Va para el de¬ 
predador y, por tanto, dependen de las condiciones iniciales, así como de los parámetros 
del problema. 

4. Las poblaciones promedio del depredador y de la presa en un ciclo completo son c/y y 
a/a, respectivamente; estas son las mismas que las poblaciones de equilibrio; ver el 
problema 9. 

Las variaciones cíclicas del depredador y de la presa, como las predicen las ecuaciones 
(1) se han observado en la naturaleza. Un ejemplo sorprendente lo describe Odum (págs. 
191-192); con base en los registros de la Hudson Bay Company de Canadá, la abundancia 
de lince y liebre, según lo indica el número de pieles obtenidas durante el periodo de 1845 
a 1935, muestra una variación periódica distinta con periodo de nueve a diez años. Los 
picos de abundancia son seguidos por disminuciones muy rápidas, y los picos de abundan¬ 
cia del lince y la liebre están desfasados, con los de la liebre adelante de los del lince en un 
años o más. 

El modelo de Lotka-Volterra del problema depredador-presa reveló una variación cíclica 
que quizá pudo haberse anticipado. Por otra parte, la aplicación del modelo de Lotka-Volterra 
en otras situaciones puede llevar a conclusiones que no son evidentes intuitivamente. En el 
problema 11 se da un ejemplo que sugiere un peligro potencial en el uso de insecticidas. 

Una crítica a las ecuaciones de Lotka-Volterra es que, en ausencia del depredador, las 
presas aumentarán sin límite. Esto se corrige si se toma en cuenta el efecto inhibitorio 
natural que una población creciente tiene sobre su índice de crecimiento; por ejemplo, la 
primera de las ecuaciones (1) puede modificarse de modo que cuando y = 0 se reduzca a 
una ecuación logística para x (ver el problema 12). La consecuencia más importante de 
esta modificación es que el punto crítico en (c/y, ai a) se desplaza hacia (c/y, aia—aclocy ) 
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y se vuelve un punto asintóíicamente estable. Este es un nodo o un punto espiral, de¬ 
pendiendo de los valores de los parámetros en las ecuaciones diferenciales. En cualquier 
caso, las demás trayectorias dejan de ser curvas cerradas, aunque tienden al punto crítico 
cuando t oo. 


Problemas 

Cada uno de los problemas 1 a 5 puede interpretarse como si describiera la interacción de dos 
especies con densidades de población jr y y. En cada uno de estos problemas, efectúe los 
siguientes pasos: 

a) Ecuentre los puntos críticos. 

b) Para cada punto crítico, halle el sistema lineal correspondiente. Encuentre los eigenvalores 
y eigenvectores del sistema lineal; clasifique cada punto crítico según su tipo y determine si 
es asintóticamente estable, estable o inestable. 

c) Trace las trayectorias en la vecindad de cada punto crítico. 

d) Si es posible, calcule y trace las trayectorias suficientes del sistema para mostrar con 
claridad el comportamiento de las soluciones. 

e) Determine el comportamiento límite de x y y cuando í oo e interprete los resultados en 
términos de las poblaciones de las dos especies. 

1. dxidt = x(1.5 — 0.5y) 
dy/dt = y{-0.5 -i- x) 

3. dx/dt - x(l - 0.5x - 0.5y) 
áy/¿¿í = y(-0.25 -h0.5x) 

5. dx/dt = x( — 1 -h 2.5x — 0.3y — x^) 
dyidt ~ y(—1.5 + x) 

6. En este problema se examina la diferencia de fase entre las variaciones cíclicas de las 
poblaciones del depredador y de la presa, según se dan en las ecuaciones (24) del texto. 
Suponga que /C> 0 y que t se mide a partir del instante en que la población de la presa 
(x) es un máximo; entonces (/> = 0. Demuestre que la población del depredador (y) es un 
máximo en í = nll^íac = TI4, en donde T es el periodo de oscilación. ¿Cuándo aumenta 
con mayor rapidez la población de la presa, cuándo disminuye más rápido y cuándo es 
un mínimo? Conteste las mismas preguntas para la población del depredador. Trace una 
trayectoria elíptica típica que encierre al punto (c/y, ala) y marque estos puntos en ella. 

7. a) Encuentre la razón entre las amplitudes de las oscilaciones de las poblaciones de la 
presa y del depredador alrededor del punto crítico (c/y, fl/a), si se usa la aproximación 
(24), que es válida para oscilaciones pequeñas. Observe que la razón es independiente de 
las condiciones iniciales. 

b) Evalúe la razón hallada en el inciso a) para el sistema (2). 

c) Calcule la razón entre las amplitudes para la solución del sistema no lineal (2) que se 
muestra en la figura 9.5.4 ¿Concuerda el resultado con el obtenido a partir de la aproxi¬ 
mación lineal? 

*d) Si es posible, determine la razón entre las amplitudes depredador-presa para otras 
soluciones del sistema (2); es decir, para soluciones que satisfagan otras condiciones 
iniciales. ¿Es independiente la razón de las condiciones iniciales? 

8. a) Encuentre el periodo de las oscilaciones de las poblaciones de la presa y el depreda¬ 
dor, si se usa la aproximación (24), que es válida para oscilaciones pequeñas. Observe 
que el periodo es independiente de la amplitud de las oscilaciones. 


2. dxfdt = x(l -- 0.5y) 
dy/dt = y( —0.25 + 0.5x) 

4. í/x/ííí = x(1.125 -x-0.5y) 
dy/dt = y( — 1 + x) 
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b) Para la solución del sistema no lineal (2) que se muestra en la figura 9.5.4, calcule el 
periodo tan bien como sea posible. ¿Es igual el resultado al de la aproximación lineal? 
*c) En caso de ser posible, calcule otras soluciones del sistema (2); es decir, soluciones 
que satisfagan otras condiciones iniciales y determine sus periodos. ¿El periodo es el 
mismo para todas las condiciones iniciales? 

9. Los tamaños promedio de las poblaciones de la presa y el depredador se definen como 


T 


1 


x{t) du y - - 


y(í) dt. 


respectivamente, en donde T es el periodo de un ciclo completo y A es cualquier constan¬ 
te no negativa. 

a) Si se aplica la aproximación (24), válida cerca del punto crítico, demuestre que x = c//, 
y = aja, 

b) Para la solución del sistema no lineal (2) que se muestra en la figura 9.5.4 calculen y 
y tan bien como se pueda. Intente determinar en este caso, sFx y'y se expresan por cjy 
y ala, respectivamente. 

Sugerencia: considere cómo podría estimarse el valor de una integral aun sin contar con 
una fórmula para el integrado. 

*c) Si es posible, calcule otras soluciones del sistema (2); es decir, soluciones que satis¬ 
fagan otras condiciones iniciales y determine 3c y y para estas soluciones. ¿Los valores 
de X y y son los mismos para todas las soluciones? 

10. Suponga que las ecuaciones depredador-presa (l)del texto rigen a los zorros (y) y cone¬ 
jos (x) en un bosque. Una compañía se dedica a atrapar zorros y conejos por sus pieles. 
Explique por qué es razonable que la compañía realice su operación de modo que des¬ 
place a la población de cada especie más cercana al centro (c/y, al a). ¿Cuándo es mejor 
atrapar zorros? ¿Cuándo conejos? ¿Cuándo conejos y zorros? ¿Cuándo ninguno? 
Sugerencia: ver el problema 6. Todo lo que se requiere es un argumento intuitivo. 

11. Suponga que a una población de insectos (x) la controla una población de un depredador 
natural (y), según el modelo (1), de modo que existen pequeñas variaciones cíclicas de 
las poblaciones alrededor del punto crítico (c/y a/a). Suponga que se emplea un insecti¬ 
cida con la meta de reducir la población de insectos y que este insecticida también es 
tóxico para los depredadores; de hecho, suponga que el insecticidas mata tanto a la presa 
como al depredador en razones proporcionales a sus poblaciones respectivas. Escriba las 
ecuaciones diferenciales modificadas, determine el nuevo punto de equilibrio y compá¬ 
relo con el punto de equilibrio original. 

Prohibir los insecticidas con base en este modelo simple y el resultado contrario a la 
intuición ciertamente sería desacertado. Por otra parte, también es imprudente ignorar la 
posible existencia genuina de un fenómeno como el sugerido por este modelo. 

12. Como se mencionó en el texto, una mejora en el modelo depredador-presa es modificar 
la ecuación de la presa de modo que adquiera la forma de una ecuación logística, en 
ausencia del depredador. Por tanto, en lugar de las ecuaciones (1) se considera el sistema 

dx/dt - x(u — o-x — ay), dy/dt = y( — c + yx\ 

en donde a, a, a, c y y son constantes positivas. Determine todos los puntos críticos y 
analice su naturaleza y características de estabilidad. Suponga que ala ^ ciy. ¿Qué 
sucede para los datos iniciales x ^ 0, y 0? 
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En la sección 9.3 se demostró de qué manera suele determinarse la estabilidad de un punto 
crítico de un sistema casi lineal a partir de un estudio del sistema lineal correspondiente. 
Sin embargo, no es posible sacar conclusiones cuando el punto crítico es un centro del sis¬ 
tema lineal correspondiente. Ejemplos de esta situación son el péndulo no amortiguado, las 
ecuaciones (1) y (2) que se dan un poco más adelante y el problema depredador-presa que 
se analizó en la sección 9.5. También, para un punto crítico asintóticamente estable puede 
ser importante investigar la región de estabilidad asiníótica; es decir, ese dominio para el 
que todas las soluciones que inician en su interior tiendan al punto crítico. Dado que la 
teoría de los sistemas casi lineales es una teoría local, no proporciona información sobre 
esta cuestión. 

En esta sección se analiza otro enfoque, conocido como segundo método de Liapunov 
o método directo. El método se menciona como directo porque no se requiere conocimien¬ 
to alguno de la solución del sistema de ecuaciones diferenciales. En vez de ello, las conclu¬ 
siones sobre la estabilidad o inestabilidad de un punto crítico se obtienen al construir una 
función auxiliar adecuada. La técnica es una muy poderosa que proporciona un tipo de 
información más global; por ejemplo, una estimación de la extensión de la región de esta¬ 
bilidad asintótica de un punto crítico. Además, también puede aplicarse el segundo método 
de Liapunov para estudiar sistemas de ecuaciones que no sean casi lineales; sin embargo, 
aquí no se abordarán esos problemas. 

Básicamente, el segundo método de Liapunov es una generalización de dos principios 
físicos de los sistemas conservativos; a saber, i) una posición de reposo es estable si la 
energía potencial es un mínimo local; en caso contrario, es inestable, y ii) la energía total es 
una constante durante cualquier movimiento. Para ilustrar estos conceptos, considérese 
otra vez el péndulo no amortiguado (un sistema mecánico conservativo), que se rige por la 
ecuación 


d^6 y n r, 
q- 7 sen fl = 0. 
dr l 

El sistema correspondiente de ecuaciones de primer orden es 


( 1 ) 


dx 

Tt 


= V, 


dy 9 


( 2 ) 


en donde = 9y y = dOldt. Si se omite una constante arbitraria, la energía potencial í/es el 
trabajo efectuado al elevar el péndulo por arriba de su posición más baja; a saber, 


l]{x, y) ~ mgl{\ — eos x); 


(3) 


^ Aiexandr M. Liapunov (1857-1918), estudiante de Chebyshev en San Petersburgo, enseñó en la Universidad 
de Kharkov desde 1885 hasta 1901, cuando se hizo académico en matemáticas aplicadas en la Academia de 
Ciencias de San Petersburgo. En 1917 se mudó a Odessa debido a la delicada salud de su esposa. Sus inves¬ 
tigaciones sobre estabilidad abarcan tanto análisis teóricos como aplicaciones a varios problemas físicos. 
Su segundo método formó parte de su trabajo más importante, General Problem of Stahility ofMotion, pu¬ 
blicado en 1892. 
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ver la figura 9.2.4. Los puntos críticos del sistema (2) son jc = ±n ;r, y = 0, n = 0,1, 2, 3,..., 
correspondientes a 6 = ±nn, dO/dt = 0. Físicamente, es de esperar que los puntos x = 0, y = 
0; X = ±2;r, y = 0,..., correspondientes a 0 = 0 ± 2;r,..., para los que la lenteja del péndulo 
está vertical con el peso hacia abajo, sean estables, y que los puntos x = ± ;r,y = 0; x = ± 3;r, 
y = 0, . . ., correspondientes a 0 = ±;r, ± 3 ;r,, . ., para los que la lenteja del péndulo está 
vertical con el peso hacia arriba, sean inestables. Esto concuerda con la proposición i) 
porque, en ios primeros puntos, U es un mínimo igual a cero, y en los segundos, U es un 
máximo igual a 2 mgl. 

A continuación, considérese la energía total V, que es la suma de la energía potencial U y 
la energía cinética (dO/dty, En términos de x y y, 

V{x, y) — mgl{\ - eos x) 4- (4) 

Sobre una trayectoria correspondiente a una solución x = </>(/), y = de las ecuaciones 
(2), V puede considerarse como una función de t. La derivada de V[<^(/), y/(t)] se llama 
razón de cambio de V al seguir la trayectoria. Por la regla de la cadena, 


m + W(.). m 'f- 

dx ,, dy 

= (m¿]l sen x) — + mi y —, 
dt di 


en donde se sobreentiende que x = (/)(r), y = \¡/{t). Por último, al sustituir dxidt y dyldt de ia 
(5) por sus expresiones en (2), se encuentra que dYIdi - 0. De donde, V es una constante a 
lo largo de cualquier trayectoria del sistema (2), lo que es la proposición ii). 

Es importante hacer notar que, en cualquier punto (x, y), la razón de cambio de V a lo 
largo de la trayectoria que pasa por ese punto se calculó sin resolver realmente el sistema 
(2). Es precisamente este hecho el que permite usar el segundo método de Liapunov para 
sistemas cuya solución se desconoce y, por tanto, lo convierte en una técnica tan importante. 

En los puntos críticos establex = ± 2 / 7 ;r, y = 0, « = 0, 1 , 2,... , la energía V es cero. Si el 
estado inicial, por ejemplo (xp y^), del péndulo se encuentra suficientemente cerca de un 
punto crítico estable, la energía V(x^ y^) es pequeña y el movimiento (trayectoria) asociado 
con esta energía permanece cercana al punto crítico. Se puede demostrar que si V(Xp Xj) es 
suficientemente pequeña, la trayectoria es cerrada y contiene al punto crítico. Por ejemplo, 
supóngase que (Xp y^) está cerca de (0, 0) y que V(Xp y^) es muy pequeña. La ecuación de 
la trayectoria con energía Vl(Xp y^) es 

[/(.v. 3 ') = mgl(] - eos x) H- hil^y- = L(xi. Vi). 

Para x pequeña se tiene 1 — eos x = 1 — (1 -x^/2! + ••■)— x^/2. Por tanto, la ecuación de la 
trayectoria es aproximadamente 


hnglx^ + \ml^y~ — L(xp y^) 



o bien 
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Ejemplo 1 


Esta es una elipse que encierra al punto crítico (0, 0); mientras más pequeña sea V{x^, y^), 
más pequeños son los ejes mayor y menor de la elipse. Físicamente, la trayectoria cerrada 
corresponde a una solución que es periódica en el tiempo: el movimiento es una pequeña 
oscilación en torno al punto de equilibrio. 

Sin embargo, si existe amortiguamiento, es natural esperar que la amplitud del movi¬ 
miento decaiga con el tiempo y que el punto crítico estable (centro) se vuelva un punto 
crítico asintóticamente estable (punto espiral). Ver el diagrama de las trayectorias para el 
péndulo amortiguado en la figura 9.3.5. Esto casi puede argumentarse al considerar dV/dt, 
Para el péndulo amortiguado, la energía total todavía se expresa por la ecuación (4); pero 
ahora, por las ecuaciones (17), de la sección 9.3, dxidt-y y dyidt = -{gH)stx\x-{cllm)y. 
Si se sustituyen dxidt y dy/dt de la ecuación (5) da dV/dt = ~cly^ ^ 0. Por tanto, la energía 
es no creciente a lo largo de cualquier trayectoria y, excepto por la recta y = 0, el movimien¬ 
to es de tal tipo que la energía disminuye y por consiguiente, cada trayectoria debe tender a 
un punto de energía mínima: un punto de equilibrio estable. Si dV/dt < 0, en vez de dV/dt 
^ 0, resulta razonable esperar que esto sea cierto para todas las trayectorias que se inician 
lo suficientemente cerca del origen. 

Para proseguir más estas ideas, considérese el sistema autónomo 

dx/dt = F(x, y), dyidt = G(jc, y), (6) 

y supóngase que el punto x = 0, y = 0 es un punto crítico asintóticamente estable. Entonces 
existe algún dominio/) que contiene a (0,0) tal que toda trayectoria que se inicie enD debe 
tender al origen cuando t co. Supóngase que existe una función de “energía” V tal que 
V(jr,y) > 0 para (jc, y) en Z), con V = 0 sólo en el origen. Como cada trayectoria en D tiende 
al origen cuando oc, si se sigue cualquier trayectoria particular, V decrece a cero cuando 
t tiende al infinito. El tipo de resultado que se desea demostrar es en esencia el inverso: si, 
sobre toda trayectoria, V decrece a cero cuando t crece, entonces las trayectorias deben 
tender al origen cuando í -► oc y, de donde, el origen es asintóticamente estable. Sin embar¬ 
go, es necesario dar primero varias definiciones. 

Sea V definida sobre algún dominio D que contiene el origen. Entonces se dice que V es 
definida positiva sobre D si V(0, 0) = 0 y V(x, y) > 0 para todos los demás puntos en D. De 
manera semejante, se dice que V es defínida negativa sobre D si y(0, 0) = 0 y V{x, y) < 0 
para todos los demás puntos en D. Si se sustituyen las desigualdades > y < por > y <, se 
dice que V es semidefínida positiva y semidefínída negativa respectivamente. Se hace 
hincapié en que al hablar de una función definida positiva (definida negativa,...) sobre un 
dominio D que contiene al origen, la función debe ser cero en el origen, además de satisfa¬ 
cer la desigualdad adecuada en todos los demás puntos en D. 


La función 


f V(x, y) = sen (jc^ + y ^) 

$- 

I es definida positiva sobre x^ + y^ < nH, ya que V(0, 0) = 0 y V(Xy y) > 0 para 0<x^+y2< nil. 
Sin embargo, la función 

I 

® es sólo semidefínida positiva, ya que V(x, y) = 0 sobre la recta y = -jc. 
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También se desea considerar la función 


T(x, y) == y) 4 Vyix, y)G(x, y), (7) 

en donde Fy G son las mismas funciones que en las ecuaciones (6). Se elige esta notación 
porque V (x, y) puede identificarse como la razón de cambio de a lo largo de la trayectoria 
del sistema (ó) que pasa por el punto (x, y). Es decir, si x = y = y(0 una solución del 
sistema (6), entonces 


. . " dt 


KÍ4>U\ Ht)] 


di 


4- 


yyí<p{i\ ^( 0 ] 




- f;(x, y)f’(x, y) 4 í/(x, y)G(x, y) 
^ É(x, y). 


( 8 ) 


Algunas veces la función Tse menciona como la derivada de V con respecto al sistema (6). 

A continuación se enuncian los dos teoremas de Liapunov; el primero sobre la estabili¬ 
dad y el segundo sobre la inestabilidad. 



La función V se llama función de Liapunov. Antes de presentar demostraciones 
geométricas de los teoremas 9.6.1 y 9.6.2, es conveniente hacer notar que la dificultad en la 
aplicación de estos teoremas es que nada dicen sobre cómo construir una función de 
Liapunov, si se supone que existe. En los casos en los que el sistema autónomo (6) repre¬ 
senta un problema físico, es natural considerar primero la función real de energía total del 
sistema como una función posible de Liapunov. Sin embargo, conviene resaltar que los 
teoremas 9.6.1 y 9.6.2 son aplicables en casos en ios que no es pertinente el concepto de 
energía física. En esos casos puede ser necesario un enfoque prudente por tanteos. 

Considérese ahora la segunda parte del teorema 9.6.1, es decir, el caso V < 0. Sea c ^ 0 
una constante y considérese la curva en el plano xy dada por V(x, y) = c. Para c = 0, la curva 
se reduce al simple punto x = 0,y = 0. Sin embargo, para c > 0 y suficientemente pequeña, 
es posible demostrar que al aplicar la continuidad de L, la curva es cerrada y contiene al 
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origen, como se ilustra en la figura 9.1.6 a. Además se supone que si 0 < < C 2 , la curva 

V{x, y) = Cj está dentro de la curva V{x, y) - Se demostrará que una trayectoria que se 
inicie adentro de una curva cerrada V(x, y) = c no puede salir de ésta. Por tánto, dado un 
círculo de radio e alrededor del origen, al tomar c suficientemente pequeña se puede ase¬ 
gurar que toda trayectoria que se inicie adentro de la curva cerrada V(x, y) - c permanece 
dentro del círculo de radio e; de hecho, permanece en el interior de la propia curva cerrada 
V{x, y) = c. Por tanto, el origen es un punto crítico estable. 

Para demostrar esto, recuérdese por lo visto en cálculo que el vector 

VK(x,y)= K,(x,y)i+ K,(x,y)j, (9) 

conocido como gradiente de V, es normal a la curva V(x,y) = c y apunta en la dirección de 
V creciente. En este caso, V crece hacia afuera del origen, de modo que VV apunta hacia 
afuera del origen, como se indica en la figura 9.6.1 b. Considérese a continuación una tra¬ 
yectoria x = (l)(t),y= del sistema (6) y recuérdese que el vector T(í) = <^'(0^ + 
tangente a la trayectoria en cada punto; ver la figura 9.6.1 b. Sea x^ = y^ - un 
punte de intersección de la trayectoria y una curva cerrada V(x, y) = c. En este punto, 

= F(Xp y^), y/Xt^) = G(Xp y^), de modo que, por la ecuación (7), se obtiene 


l’i) = + K/Xi, 

= ÍKixu yi)i + Vyixu yj}] • [0'(íi)i + ^'(íi)j] ÍIO) 

= VE{x„yO-T(í,). 

Por tanto, V(x^,y^) es el producto escalar del vector VV(Xpyj) y el vector T(/^). Dado que 
^i) — se concluye que el coseno del ángulo entre VV(xp y^) y T(íj) también es 
menor que, o igual a cero de donde, el propio ángulo se encuentra en el intervalo [nll, 3 k! 
2]. Por tanto, la dirección del movimiento sobre la trayectoria es hacia dentro con respecto 
a y(x, y) = c o, en el peor de los casos, tangente a esta curva. Las trayectorias que se inician 
en el interior de una curva cerrada V(x, y) = c (no importa cuán pequeña sea c) no puede 
escapar, de modo que el origen es un punto estable. Si V(x,y) < 0, entonces las trayectorias 
que pasan por los puntos de la curva en realidad apunta hacia adentro. Como consecuencia, 




FIGURA 9.6.1 Interpretación geométrica del método de Liapunov. 
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es posible demostrar que las trayectorias que se inician suficientemente cerca del origen 
deben tener a éste; de donde, el origen es asintóticamente estable. 

Una demostración geométrica del teorema 9.6.2 se deduce mediante argumentos seme¬ 
jantes. Brevemente, suponga que Ves definida positiva y que, dado cualquier círculo alre¬ 
dedor del origen existe un punto interior y^) en el que V{x^, y^) > 0, Considérese una 
trayectoria que se inicie en (xp y^). A lo largo de esta trayectoria, por la ecuación (8) se 
concluye que V debe crecer, ya que V(x, y) > 0; además como V(x^, y^) > 0, la trayecto¬ 
ria no puede tender al origen debido a que Ú(0, 0) = 0. Esto demuestra que el origen no 
puede ser asintóticamente estable. AI aprovechar más el hecho de que Ú(jc, y) > 0, es posi¬ 
ble demostrar que el origen es un punto inestable; sin embargo, aquí no se proseguirá esta 
argumentación. 

Para ilustrar la aplicación del teorema 9.6.1, se considerará la cuestión de la estabilidad 
del punto crítico (0, 0) de las ecuaciones (2) del péndulo no amortiguado. Aunque el siste¬ 
ma (2) es casi lineal, el punto (0, 0) es un centro del sistema lineal correspondiente, por lo 
que nada es posible concluir a partir del teorema 9.3.2. Como el sistema mecánico es 
conservativo, es natural sospechar que la función de energía total V definida por la ecua¬ 
ción (4) es una función de Liapunov. Por ejemplo, si se toma D como el dominio - ntl < 
X < ;r/2, - X < y < oo, entonces Ves definida positiva. Como se ha visto, V(x,y) = 0, de mo¬ 
do que por la segunda parte del teorema 9.6.1 se concluye que el punto crítico (0, 0) de las 
ecuaciones (2) es un punto crítico estable. El péndulo amortiguado se analiza en el problema 7. 

Desde un punto de vista práctico se suele tener más interés en la región de estabilidad 
asintótica. Uno de los resultados más sencillos que se refieren a esta cuestión se da en el 
siguiente teorema. 








i ■ ■ ■■■ ^ 



En otras palabras, el teorema 9.6.3 dice que si a: = y = y/(t) es la solución de las 
ecuaciones (6) para datos iniciales que se encuentren en D^, entonces (x, y) tiende al punto 
crítico (0, 0) cuando t -> oo. Por tanto, da una región de estabilidad asintótica; por su¬ 
puesto, es posible que no toda la región sea de estabilidad asintótica. Este teorema se prue¬ 
ba al demostrar que: i) no existen soluciones periódicas del sistema (6) en y ii) que en 
no existen otros puntos críticos. Entonces, se concluye que las trayectorias que inician 
en no pueden escapar y, por lo tanto, deben tender al origen cuando t tiende al infinito. 

Los teoremas 9.6.1 y 9.6.2 dan las condiciones suficientes para la estabilidad y la inesta¬ 
bilidad, respectivamente; sin embargo, estas condiciones no son necesarias, ni el que no 
pueda determinarse una función adecuada de Liapunov significa que no exista alguna. 
Empero, no existen métodos generales para la construcción de funciones de Liapunov; no 
obstante, se ha investigado bastante sobre la construcción de funciones de Liapunov para 
clases especiales de ecuaciones. Un resultado sencillo del álgebra elemental, que a menudo 
resulta útil en la construcción de funciones definidas positivas o definidas negativas, se 
enuncia sin demostración en el siguiente teorema. 
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En el siguiente ejemplo se ilustra la aplicación del teorema 9.6.4. 


Ejemplo 2 # Demostrar que al punto crítico (0, 0) del sistema autónomo. 

I dx/dt = —X — dy/dt=~y — x^y (14) 

5 es asintóticamente estable. 

É Se intentará construir una función de Liapunov de la forma (11). Entonces VJXy y) = 2ax^byy 
I y)^bx-¥ 2cy de modo que 

■ K(x, y) = (2ax + by){~~x — xy^) -1- {bx + lcy)[—y — 

B = — [2¿i(x^ -h x^y^) + h{2xy + xy^ + yx^) y- 2c{y^ + x^y^)]. 

« Si se elige b = 0y que ay c sean números positivos cualesquiera, entonces V es definida nega- 
B tiva y V es definida positiva, en virtud del teorema 9.6.4. De donde, por el teorema 9.6.1, el 
* origen es un punto crítico asintóticamente estable. 


Ejemplo 3 1 Considérese el sistema 

8 dx/dt = x(l — X — y), 

I dy/dt — y(0.75 — y — 0.5x). 

B En el ejemplo 1 de la sección 9.4 se encontró que este sistema modela cierto par de especies 
B competidoras y que el punto crítico (0.5,0.5) es asintóticamente estable. Confirmar esta conclu- 
I sión al hallar una función de Liapunov adecuada. 

m Resulta conveniente transformar el punto (0.5, 0.5) en el origen. Con este fin, sean 
S x = 0.5 + m, y = 0.5 + z;. (16) 

fl Entonces, si se sustituyen x y y en las ecuaciones (15), se obtiene el nuevo sistema 

I du/dt = — 0.5u — 0.5u ~ ~ uv, 

* dv/dt = — 0.25u — 0.5i; 0.5t/L^ — v^. 

I Para mantener relativamente sencillos los cálculos, considérese la función V(uy v) = 

I como una posible función de Liapunov. Es obvio que esta función es definida positiva, por lo 
ii que la única cuestión es si existe una región que contenga al origen en el plano uv, en donde la 
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derivada V con respecto ai sistema (17) sea definida negativa. Se calcula V{u, v) y se encuen¬ 
tra que 


o bien, 


= 2m(~0.5w ~ 0.5t^ — — Mi;) + 2 í;( —0.25m — 0.5í; — O.Swi; — v % 


V(u, i;) — — [(m^ H- l.Sui; + v^) -h (2 m^ -I- 2m^i; -!- mí;^ + 2i;^)], 


(18) 


en donde se han agrupado los términos cuadráticos y cúbicos. Se desea demostrar que la expre¬ 
sión entre corchetes de la ecuación (18) es definida positiva, por lo menos para u y i; suficiente¬ 
mente pequeñas. Obsérvese que los términos cuadráticos pueden escribirse como 

u' + 1.5ui; -h = 0.25 (m^ + i;^) + 0.75 (m -h v)^, (19) 


de modo que tales términos son definidos positivos. Por otra parte, el signo de los términos 
cúbicos de la ecuación (18) puede ser cualquiera de los dos. Por tanto, se debe demostrar que, en 
alguna vecindad de m = 0, 0, los términos cúbicos son menores en magnitud que los términos 

cuadráticos; es decir, 


|2w'^ + 2w^t; + uv^ -f 2i;^j < 0.25(w^ -f- 4- 0.75 (m -f v)^. (20) 


Para estimar el primer miembro de la ecuación (20) se introducen las coordenadas polares m = r 
eos 0, v=v sen 0. Entonces, 

|2m^ -i- 2u^t’ + uv^ + 2i;'*| = r^|2 cos^ 0-1-2 cos^ 0 sen 0 -f eos 0 sen^ 0 + 2 sen^ 0| 

< r^[2|cos^ 0| + 2 cos^ 0|sen0| + |cos 0|sen^ 0 + 2|sen^ 0|] 

< lr\ 

en virtud de que i sen 0 , eos 0; < 1. Para satisfacer esta ecuación ahora resulta obvio que basta 
con satisfacer el requisito más estricto 

7r^<0.25(M2+ i;2) = 0.25r2, 

lo da r < 1/28. Por tanto, al menos en este disco, se satisfacen las hipótesis del teorema 9,6.1, 
por lo que el origen es un punto crítico asintóticamente estable del sistema (17). Entonces lo 
mismo es cierto para el punto crítico (0.5, 0.5) del sistema original (15). 

Con referencia al teorema 9.6.3, el argumento anterior muestra también que el disco con 
centro en (0.5,0.5) y radio 1/28 es una región de estabilidad asintótica para el sistema (15). Ésta 
es una grave subestimación de la región completa de estabilidad asintótica, como se demuestra 
en el análisis efectuado en la sección 9.4. Para obtener una mejor estimación de la región real de 
estabilidad asintótica, con base en el teorema 9.6.3, tendrían que estimarse con más exactitud 
los términos de la ecuación (20), aplicar una mejor (y quizá más complicada) función de Liapunov 
o las dos cosas. 


Problemas mm 


En cada uno de ios problemas 1 a 4 construya una función de Liapunov adecuada de la forma 
ax'^ + cy^, en donde deben determinarse a y c. A continuación, demuestre que el punto crítico 
en el origen es el del tipo indicado. 
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1. dxidt = + xy'^, dyidt = -Ix'^y -y^; asintóticamente estable 

2. dxidt = ~\x^2xy^y dyidt-~y^; asintóticamente estable 

3. dxldt = ~x^+ 2y^, dyidt = -2xy^; estable (por lo menos) 

4. dxidt = x^ dyidt = 2xy^ -k- Ax^y 2y^; inestable 

5. Considere el sistema de ecuaciones 

dxjdt = y - x/(x, y), dy¡dt = -x - y/(x, y), 

en donde/es continua y tiene primeras derivadas parciales continuas. Demuestre que si 
/(x,y) > 0 en alguna vecindad del origen, entonces éste es un punto crítico asintóticamente 
estable y, si/(x, y) < 0, en alguna vecindad del origen, entonces éste es un punto crítico 
inestable. 

Sugerencia: construya una función de Liapunov de la forma c(x^ + y^). 

6. Una generalización de la ecuación del péndulo no amortiguado es 

d^uldt^^g(u) = 0, (i) 

en donde ^(0) = 0, g{u) > 0 para 0<u<k,y g(u) < 0 para -/: < w < 0; es decir, ug(u) > 
0 para ui^0,-k<u<k. Observe que g(u) = sen u tiene esta propiedad sobre (-;r/2,7r/2). 

a) Haga x^ u, y = duldu escriba la ecuación (i) como un sistema de dos ecuaciones y 
demuestre que x = 0, y = 0 es un punto crítico. 

b) Demuestre que 

K(x, y) = jy^ -f- jj" g{s) ds, —k<x< /c, (ii) 

es definida positiva y aplique este resultados para demostrar que el punto crítico (0,0) es 
estable. Observe que la función de Liapunov V dada por la ecuación (ii) corresponde a la 
función de energía V(x, y) = ^y ^ + (1 - eos x) para el caso g(u) = sen w. 

7. Ai introducir variables adimensionables adecuadas, el sistema de ecuaciones no lineales 
para el péndulo amortiguado [ecuaciones (17) de la sección 9.3] puede escribirse como 

dxidt s: y, dyidt = -y - sen x. 

a) Demuestre que el origen es un punto crítico. 

*b) Demuestre que aunque V(x, y) = + y^ es definida positiva, V(x, y) toma valores 

positivos como negativos en cualquier dominio que contenga al origen, por lo que V no 
es una función de Liapunov. 

Sugerencia: x ~ sen x > 0 para x>0yx-senx<0 para x < 0. Considere estos casos con 
y positiva, pero lo suficientemente pequeña que pueda ignorarse y ^ en comparación con y. 

c) Aplique la función de energía V(x, y) = ^y ^ + (1 - eos x) mencionada en el problema 
6 b) para demostrar que el origen es un punto crítico estable. Sin embargo, observe que 
aunque haya amortiguamiento y pueda esperarse que el origen sea asintóticamente esta¬ 
ble, no es posible llegar a esta conclusión si se utiliza esta función de Liapunov. 

*d) Para demostrar la estabilidad asintótica es necesario construir una mejor función de 
Liapunov que la usada en el inciso c). Demuestre que V(x,y) = 5 (x +y)^ + x^ + \y'^ es esa 
función de Liapunov y concluya que el origen es un punto crítico asintóticamente estable. 
Sugerencia: ApdírXxr de la fórmula de Taylor con residuo se concluye que senx = x- ax^/ 
3!, en donde a depende de x pero 0 < a < 1 para -nl2 <x< tí 12, Entonces, al hacer x = 
r eos 0,y = r sen 0, demuestre que y(r eos rsen 6) = -r'^[l + h{r, 0)], en donde \h{r, 6) 
< 1 si r es suficientemente pequeña. 
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8 . La ecuación de Liénard (problema 23 de la sección 9.3) es 

d^u du 

en donde g satisface las condiciones del problema 6 y c(w) ^ 0. Demuestre que el punto 
M = 0 , duldt = 0 es un punto crítico estable. 

9. a) Un caso especial de la ecuación de Liénard del problema 8 es 


d^u du 
dt^ ~dt 


+ í7(«) = 0 , 


en donde g satisface las condiciones del problema 6 . Hágase x-u,y- dujdt y demuestre 
que el origen es un punto crítico del sistema resultante. Esta ecuación puede interpretarse 
como si diera el movimiento de un sistema resorte-masa con amortiguamiento propor¬ 
cional a la velocidad y a una fuerza de restitución no lineal. Use la función de Liapunov 
del problema 6 y demuestre que el origen es un punto crítico estable, pero observe que 
incluso con amortiguamiento no es posible concluir la estabilidad asintótica al utilizar 
esta función de Liapunov. 

*b) Puede demostrarse la estabilidad asintótica del punto crítico (0, 0) al construir una 
mejor función de Liapunov que la del inciso d) del problema 7. Sin embargo, el análisis 
para una función general g^s algo complicado, por lo que solamente se mencionará que 
V tendrá la forma 


^'(^7 y) = + Ayg(x) + g(s) ds, 

en donde A es una constante positiva que debe elegirse de modo que V sea definida 
positiva y V sea definida negativa. Para el problema del péndulo [ g(x) = sen x] use V, 
según la da la ecuación anterior, con A = j, para demostrar que el origen es asintóticamen- 
te estable. 

Sugerencia: Use sen x - x - ax^/3\ y eos x 1 - /3 a: ^/2!, en donde ay p depende de x, 
pero 0<a<ly0</3<l, para ~k¡2 < x < nl2\ haga x - r eos 0, y = r sen 0 y 

demuestre que V{r eos r sen 0 = +5 sen 2 0 + /í(r, 0)], en donde /í (r, 0) <k 

si r es suficientemente pequeña. Para demostrar que V es definida positiva use eos x = 1 
- x^/2 + 7 x'^/4!, en donde 7 depende de x, pero 0 < 7 < 1 para -kI2<x < n/2. 

En los problemas 10 y 11 se demostrará la parte del teorema 9.3.2: si el punto crítico (0, 0) 
del sistema casi lineal 

dx/dt = ax + hy -h F^(x, y), dy/dt — ex 4- dy -h Gi(x, y) (i) 

es un punto crítico asintóticamente estable del sistema lineal correspondiente 

dx/dt ~ ax by, dy/dt = ex + dy, (ii) 

entonces es un punto crítico asintóticamente estable del sistema casi lineal (i). El problema 
12 trata del resultado correspondiente para la inestabilidad. 

10. Considere el sistema lineal (ii). 

a) Dado que (0, 0) es un punto crítico asintóticamente estable, demuestre que a + d<0 
y que ad-bc> 0. (Ver el problema 21 de la sección 9.1). 
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b) Construya una función de Liapunov V(Xyy) + Bxy + Cy^ tal que V sea definida 
positiva y V sea definida negativa. Una forma de asegurar que V sea definida negativa es 
elegir A, B y C ác modo que V(x, y) = -x^ -y^. Demuestre que esto da el resultado 

4- + {ad — be) „ bd ac ^ b^ (ad - be) 

- - -, B = ^—. C= , 

en donde A = (a + d){ad - be). 

c) Use el resultado del inciso a) para demostrar que A > 0 y, a continuación demuestre 
(se requieren varios pasos algebraicos) que 

4AC - B^ = + b^ + e^ ^ d^)iad - be) + 2(ad - bc)^ ^ ^ 

A} 

De donde, por el teorema 9.6.4, V es definida positiva. 

11. En este problema se demuestra que la función de Liapunov que se construyó en el pro¬ 
blema anterior también es una función de Liapunov para el sistema casi lineal (i). Es 
necesario demostrar que existe alguna región que contiene al origen en la que V es defi¬ 
nida negativa. 

a) Demuestre que 

K(x, y) = -(x^ y^] 4- (2Ax -h By)F ^{x, y) 4- (Bx 2Cy)Gi(x, y). 

b) Recuerde que Fj(x, y)/r 0 y G^(x, y)/r 0 cuando r = (x y 0. Esto significa 
que dado cualquier € > 0 existe un círculo r-R alrededor del origen tal que para 0 < r 
< R, F^(x, y) < €r y G^(x, y) < er. Si M es el máximo de 2A;, |5| y i2C¡, demuestre al 
introducir coordenadas polares, que puede elegirse R de modo que U(x,y) < 0 para r<R. 
Sugerencia: elija e lo suficientemente pequeño en términos de M. 

12. En este problema se probará una parte del teorema 9.3.2 que se relaciona con la estabilidad. 

a) Demuestre que si p = (ad) > Oy q = ad-be > Oy entonces el punto crítico (0, 0) 
del sistema lineal (ii) es inestable. 

b) Se cumple el mismo resultado para el sistema casi lineal (i). Consulte los problemas 

10 y 11 para construir una función V definida positiva tal que V(x, y) = + y^ y, por 

tanto, sea definida positiva y, en seguida, aplique el teorema 9.6.2. 


En esta sección se analiza con más detalle la posible existencia de soluciones periódicas de 
los sistemas autónomos de segundo orden 

x' = f(x) (1) 

Estas soluciones satisfacen la relación 

^(í+7) = x(0 (2) 

para toda t y para alguna constante no negativa T denominada periodo. Las trayectorias 
correspondientes son curvas cerradas en el plano fase. Las soluciones periódicas a menudo 
tienen una función importante en problemas físicos porque representan fenómenos que 
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ocurren de manera repetida. En muchas situaciones, una solución periódica representa un 
“estado finaF' hacia el que tienden todas las soluciones “vecinas”, como los transitorios, 
debido a que las condiciones iniciales desaparecen gradualmente. 

Un caso especial de una solución periódica es una solución constante x = que corres¬ 
ponde a un punto crítico del sistema autónomo. Evidentemente esta solución es periódica 
con cualquier periodo. En esta sección, cuando se hable de una solución periódica se enten¬ 
derá que es una solución periódica no constante. En este caso, el periodo T es positivo y 
suele elegirse como el menor número positivo para el que la ecuación (2) es válida. 

Recuérdese que las soluciones del sistema lineal autónomo 

x' = Ax (3) 

son periódicas si y sólo si los eigenvaíores de A son imaginarios puros. En este caso, el 
punto crítico en el origen es un centro, como se analizó en la sección 9.1. Conviene resaltar 
que si los eigenvaíores de A son imaginarios puros, entonces toda solución del sistema 
lineal (3) es periódica, mientras que si los eigenvaíores no son imaginarios puros, entonces 
no existen soluciones periódicas (no constantes). Las ecuaciones depredador-presa que se 
estudiaron en la sección 9.5, aunque no lineales, se comportan de manera semejante: todas 
las soluciones en el primer cuadrante son periódicas. El siguiente ejemplo ilustra una mane¬ 
ra diferente en que pueden ocurrir soluciones periódicas de sistemas autónomos no lineales. 


Ejemplo 1 


Analizar las soluciones del sistema 



/ y + A' - x(x- -f y^) \ 
\~x + y- y(x^ + y^)/ 


(4) 


No es difícil demostrar que (0, 0) es el único punto crítico del sistema (4) y también que el 
sistema es casi lineal en la vecindad del origen. El sistema lineal correspondiente 



tiene los eigenvaíores 1 ±í. Por consiguiente, el origen es un punto espiral inestable para el 
sistema lineal (5) y para el sistema no lineal (4). Por tanto, cualquier solución que se inicie cerca 
del origen en el plano fase describirá una espiral que se aleja del origen. En virtud de que no hay 
otros puntos críticos, podría pensarse que todas las soluciones de las ecuaciones (4) correspon¬ 
den a trayectorias que tienden en espiral hacia el infinito. Sin embargo, a continuación se de¬ 
mostrará que esto es incorrecto debido a que muy lejos del origen las trayectorias se dirigen 
hacia adentro. 

Es conveniente introducir las coordenadas polares r y 0, en donde 


X = r eos 0, y = r sen 0, (6) 

y r ^ 0. Si la primera de las ecuaciones (4) se multiplica porx, la segunda por y y se suman los 
resultados, se obtiene 

at at 

Dado que r^=:x^+y^y r(drldt) = x(dxfdt) + y(dyldt\ por la ecuación (7) se deduce que 


(7) 
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Esta ecuación es semejante a las que se estudiaron en la sección 2.6. Los puntos críticos (para r 
S: 0) son el origen y el punto r = 1, que corresponde al círculo unitario en el plano fase. De (8) 
se concluye que dr/dt > 0 si r < 1 y que drfdt < 1 si r > 1. Por tanto, dentro del círculo unitario 
las trayectorias se dirigen hacia afuera, mientras que fuera del mismo se dirigen hacia adentro. 
Aparentemente, el círculo r = 1 es una trayectoria límite para este sistema. 

Para determinar una ecuación para 6 se multiplica la primera de las ecuaciones (4) por y, la 
segunda por x y se restan los resultados, con lo que se obtiene 


dx dy 2 
>'*“**■* +*’■ 


w 


Una vez que se calcula dxidt y dyjdt a partir de las (6), se encuentra que el primer miembro de la 
ecuación (9) es -r\dd/dt) de modo que ésta se reduce a 



( 10 ) 


El sistema de ecuaciones (8), (10), para r y 0, es equivalente al sistema original (4). Una 
solución del sistema (8), (10) es 


r=l, 0=-~í + rQ. 


( 11 ) 



FIGURA 9.7.1 Trayectorias del sistema (4); ciclo límite. 
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en donde es una constante arbitraria. Cuando t crece, un punto que satisfaga las ecuaciones 
(11) se mueve en sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del círculo unita¬ 
rio. Por tanto, el sistema autónomo (4) tiene una solución periódica. Se pueden obtener otras 
soluciones al resolver la ecuación (8) por separación de variables: sir= 5 ¿ 0 yr #1, entonces 


dr 

r(l - r") 


= dt. 


( 12 ) 


La ecuación (12) puede resolverse con aplicación de fracciones parciales, para volver a escribir 
el primer miembro y, a continuación, integrar. Al efectuar estos cálculos se encuentra que la 
solución de las ecuaciones (10) y (12) es 


I 


■4 



-'2f ’ 


0 — 


(13) 


I en donde Cq y son constantes arbitrarias. La solución (13) también contiene la solución (11), 
I que se obtiene al hacer Cq = 0 en la primera de las ecuaciones (13). 

F; La solución que satisface las condiciones iniciales r = p, 0 = a en r = 0 se expresa por 


1 


0 ^ -(f-4 


(14) 


Si p < 1, entonces r 1 desde el interior, cuando í oc; si p > 1, entonces r 1 desde el ex¬ 
terior, cuando / oc. Por tanto, en todos los casos las trayectorias describen espirales hacia el 
círculo r = 1 cuando í ^ 00 . En la figura 9.7.1 se muestran varias trayectorias. 


En este ejemplo el círculo r = 1 no sólo corresponde a soluciones periódicas del sistema 
(4) sino que, además otras trayectorias no cerradas describen espirales hacia aquél cuan¬ 
do t oc. En general, una trayectoria cerrada en el plano fase tal que otras trayectorias no 
cerradas tienden en espiral hacia ella, desde el interior o desde el exterior, cuando í -► 00 , se 
conoce como ciclo límite. De este modo, el círculo r = 1 es un ciclo límite para el sistema 
(4). Si todas las trayectorias que se inician cerca de una trayectoria cerrada (tanto por den¬ 
tro como por fuera) tienden en espiral hacia la trayectoria cerrada cuando t 00 , entonces el 
ciclo límite es estable. Dado que la trayectoria límite es por si misma una órbita periódica, 
en vez de un punto de equilibrio, a este tipo de estabilidad suele dársele el nombre de 
estabilidad orbital. Si las trayectorias en uno de los lados se aproximan en espiral hacia la 
trayectoria cerrada, mientras que las del otro lado se alejan en espiral de ella cuando / -♦ 00 , 
entonces se dice que el ciclo límite es semiestable. Si las trayectorias en los dos lados de la 
trayectoria cerrada se alejan en espiral cuando t -+ oc, entonces la trayectoria cerrada es 
inestable. También es posible tener trayectorias cerradas a las que otras trayectorias no se 
acerquen ni se alejen; por ejemplo, las soluciones periódicas de las ecuaciones depreda¬ 
dor-presa de la sección 9.5; en este caso, la trayectoria cerrada es neutralmente estable. 

En el ejemplo 1, se estableció la existencia de un ciclo límite estable al resolver explíci¬ 
tamente las ecuaciones. Sin embargo, esto casi nunca es posible, de modo que vale la pena 
conocer teoremas generales que se refieran a la existencia o no existencia de ciclos límites 
de sistemas autónomos no lineales. Al analizar estos teoremas, es conveniente volver a 
escribir el sistema (1) en la forma escalar 


dx/dt = F(x, y), dy/dt = G{x, y). 


(15) 
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Aunque se omite la demostración de este teorema, es fácil mostrar ejemplos de él. Uno se 
da mediante el ejemplo 1 y la figura 9.7.1, en el que la trayectoria cerrada encierra al punto 
crítico (0,0), un punto espiral. Otro ejemplo es el de las ecuaciones depredador-presa de la 
sección 9.5; ver la figura 9.5.3. Cada trayectoria cerrada rodea al punto crítico (2, 3); en 
este caso, el punto crítico es un centro. 

El teorema 9.7.1 también es útil en un sentido negativo. Si una región dada no contiene 
puntos críticos, entonces no puede haber trayectoria cerrada que se encuentre por completo 
en la región. La misma conclusión es cierta si la región sólo contiene un punto crítico, y 
éste es un punto silla. Póngase por caso, en el ejemplo 2 de la sección 9.4, uno de especies 
competidoras el único punto crítico en el interior del primer cuadrante es el punto silla (0.5, 
0.5); por lo tanto, este sistema no tiene trayectoria cerrada que se encuentre en el primer 
cuadrante. 

En el siguiente teorema se da un segundo resultado sobre la no existencia de trayectorias 
cerradas. 



Un dominio bidimensional simplemente conexo es un dominio sin huecos. El teorema 
9.7.2 es una consecuencia directa del teorema de Oreen en el plano; ver el problema 13. 
Nótese que si cambia de signo en el dominio, entonces no es posible sacar conclu¬ 

siones; puede haber o no trayectorias cerradas en D. 

Para ilustrar el teorema 9.7.2, considérese el sistema (4). Un cálculo habitual muestra que 

F,(x, y) + G,(x, y) = 2 - Mx^ + y^) = 2(1 - 2r^\ (16) 

en donde, como de costumbre, r^=x^ + y^. Por tanto, es positiva para 0 < r < 1/ V2, 

de modo que, en este disco circular, no existe trayectoria cerrada. Por supuesto, en el ejem¬ 
plo 1 se demostró que en la región más grande r < 1 no existe trayectoria cerrada. Esto 
ilustra que la información dada por el teorema 9.7.2 puede no ser el mejor resultado posi¬ 
ble, Nuevamente, con referencia a la ecuación (16) nótese que < 0 para r > 1/V2. 

Sin embargo, el teorema no es aplicable en este caso por que esta región anular no es 
simplemente conexa. De hecho, como se muestra en el ejemplo 1, contiene un ciclo límite. 

En el siguiente teorema se dan las condiciones que garantizan la existencia de una trayec¬ 
toria cerrada. 
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permanece en H 




Nótese que si R contiene una trayectoria cerrada, entonces necesariamente, por el teore¬ 
ma 9.7.1, esta trayectoria debe encerrar un punto crítico. Sin embargo, este punto crítico no 
puede estar en R, Por tanto, R no puede ser simplemente conexo; debe tener un hueco. 

Como una aplicación del teorema de Poincaré-Bendixson, considérese una vez más el 
sistema (4). Como el origen es un punto crítico, debe excluirse. Por ejemplo, es posible 
considerar la región R definida por 0.5 < r < 2. En seguida, es necesario demostrar que 
existe una solución cuya trayectoria permanece en R para toda t mayor que, o igual a alguna 
/q. Esto se deduce de inmediato por la ecuación (8). Para r = 0.5, dr/dt > 0, de modo que r 
crece, mientras que para r = 2, dr/dt < 0, de modo que r decrece. Por tanto, cualquier 
trayectoria que cruce la frontera de R está entrando en R. Como consecuencia, cualquier so¬ 
lución de las ecuaciones (4) que se inicie en 7? en í = í^, no puede salir, sino que debe perma¬ 
necer en R para t > Por supuesto, pudieron utilizarse otros números en lugar de 0.5 y 2; 
lo que importa es que r - 1 esté incluido. 

No debe inferirse a partir de este análisis de los teoremas anteriores que es fácil determi¬ 
nar si un sistema autónomo no lineal dado tiene o no soluciones periódicas, con frecuencia 
no es fácil en lo absoluto. A menudo los teoremas 9.7.1 y 9.7.2 no llevan a conclusión 
alguna, mientras que para el teorema 9.7.3 muchas veces es difícil determinar una región R 
y una solución que siempre permanezca dentro de ella. 

Se da por terminada esta sección con otro ejemplo de un sistema no lineal que tiene un 
ciclo límite. 


Ejemplo 2 || La ecuación de Van der Pool (1899-1959) 

§ u" ~/i(l-u^)u u-Q, (17) 

1 en donde fj. es una constante positiva, describe la corriente u en un triodo oscilador. Analizar las 
J soluciones de esta ecuación. 

fc Si /i = 0, la ecuación (17) se reduce a «" + w = 0, cuyas soluciones son ondas senoidales o 
p cosenoidales de periodo 2;r. Para ^ > 0 también debe considerarse el segundo término del pri- 
É mer miembro de esta ecuación. Este es el término de resistencia, proporcional a u', con un 
J coeficiente - ^(1 -u^) que depende de u. Para u grande este término es positivo y actúa, como 
fc de costumbre, para reducir la amplitud de la respuesta. Sin embargo, para u pequeña, el término 


^ Ivar Otto Bendixson (1861-1935) fue un matemático sueco. Este teorema apareció en un artículo publicado 
por él en 1901 en Acta Mathematica. 
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de resistencia es negativo, y por lo tanto, hace crecer la respuesta. Esto sugiere que quizá haya 
una solución de tamaño intermedio a la que tienden las otras soluciones cuando t crece. Para 
analizar con más cuidado la ecuación (17), ésta se escribe como un sistema de segundo orden, 
mediante la introducción de las variables x = «, y = Entonces se sigue que 

x' := y, y' = -X + fx(l - x^)y. (18) 

El único punto crítico del sistema (18) es el origen. Cerca del origen el sistema lineal correspon¬ 
diente es 





(19) 


cuyos eigenvalores son (ju± VjU^“4)/2. De este modo, el origen es un punto espiral inestable, 
para 0 < /r > 2, y un nodo inestable, para /r > 2. En todos los casos, una solución que se inicia 
cerca del origen crece cuanto t aumenta. 

Con respecto a las soluciones periódicas, los teoremas 9,7.1 y 9.7.2 sólo proporcionan infor¬ 
mación parcial. Con base en el teorema 9.7.1 se concluye que, si existen trayectorias cerradas, 
deben rodear al origen. A continuación, se calcula F^(x, y) + G^{x^ y), con el resultado 


f,(x, y) + Gy{x, y) = n(l - x^). (20) 

En seguida, por el teorema 9.7.2 se concluye que en la franja ]x\ < 1 no están contenidas trayec¬ 
torias cerradas, en caso de haber alguna, en donde 0. 

La aplicación del teorema de Poincaré-Bendixson a este problema no es tan sencilla como lo 
fue en el ejemplo anterior. Si se introducen coordenadas polares, se encuentra que la ecuación 
para la variable radial r es 


r' = /¿(l — cos^ 6)r scií^ 0. (21) 

Una vez más, considérese una región anular/? dada por en donde es pequeño y 

es grande. Cuando r = el término lineal del segundo miembro de la ecuación (21) domina 
y r' > 0, excepto sobre el eje x, en donde sen 0 = 0 y, en consecuencia, también r' = 0. Por tanto 
las trayectorias entran a /? en todos los puntos del círculo r = Tj, excepto los que están sobre el 
eje JC, en donde las trayectorias son tangentes al círculo. Cuando r = el término cúbico del se¬ 
gundo miembro de la ecuación (21) es el dominante. De este modo, r' < 0, excepto para los 
puntos sobre el eje x, en donde r' = 0, y para los puntos sobre el eje y, en donde el término no 
cúbico es cero y el término lineal hace r' > 0. Por tanto, no importa cuán grande se elija el 
círculo, habrá puntos sobre él (a saber, los puntos sobre el eje y) por donde las trayectorias salen 
de R. Por lo tanto, el teorema de Poincaré-Bendixson no es aplicable, a menos que se conside¬ 
ren regiones más complicadas. 

Es posible demostrar, por medio de un análisis más intrincado, que la ecuación de Van der 
Pool en realidad tiene un ciclo límite único. Sin embargo, no se proseguirá con este razonamien¬ 
to, por el contrario se considerará un enfoque diferente en el que trazan las gráficas de solucio¬ 
nes calculadas numéricamente. Las observaciones experimentales indican que la ecuación de 
Van der Pool tiene una solución periódica estable cuyos periodo y amplitud dependen del 
parámetro ¡x. Puede obtenerse cierta comprensión de este comportamiento periódico al observar 
las gráficas de las trayectorias en el plano fase y de m contra r. 

En la figura 9.7.2 se muestran dos trayectorias de la ecuación de Van der Pool en el plano fase, 
para // = 0,2. La trayectoria que se inicia cerca del origen describe una espiral hacia afuera en el 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj, esto es coherente con el comportamiento de 
la aproximación lineal cerca del origen. La otra trayectoria se inicia en el punto (-3,2) y descri- 
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be una espiral hacia adentro una vez más en el sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj. Las dos trayectorias tienden a una curva cerrada que corresponde a una solución periódica 
estable. En la figura 9.7.3 se muestran las gráficas de u contra t para las soluciones correspon¬ 
dientes a las trayectorias de la figura 9.7.2. La solución que inicialmente es más pequeña crece 
de manera gradual en amplitud, en tanto que la solución más grande decae del mismo modo. Las 
dos soluciones tienden a un movimiento periódico estable que corresponde al ciclo límite. En la 
figura 9.7.3 también se muestra que existe una diferencia de fase entre las dos soluciones, a me¬ 
dida que se aproximan al ciclo límite. Las gráficas de w, contra t tienen una forma casi sinusoi¬ 
dal, coherente con el ciclo límite casi circular de este caso. 

En las figuras 9.7.4 y 9.7,5 se muestran gráficas semejantes para el caso en que ^ = 1. De 
nuevo, las trayectorias se mueven en el plano fase en el sentido del movimiento de las maneci- 



FIGURA 9.7.3 Gráficas de u contra t para las trayectorias de la figura 9.7.2. 
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FIGURA 9.7.4 Trayectorias de la ecuación de Van der Pool (17), para // = 1. 



FIGURA 9.7.5 Gráficas de u contra t para las trayectorias de la figura 9.7.4. 


I lias del reloj, pero el ciclo límite es bastante diferente a un círculo. Las gráficas de u contra t 
tienden más rápido a la oscilación límite y, una vez más, muestran una diferencia en fase. Las 
oscilaciones son algo menos simétricas en este caso, ascendiendo de manera algo más pronun¬ 
ciada que como descienden. 

En la figura 9.7,6 se muestra el plano fase para /r = 5. El movimiento sigue siendo en el 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj y el ciclo límite es todavía más alargado, en 
especial en la dirección y. En la figura 9.7.7 se tiene una gráfica de u contra t. Aunque la solución 
se inicia lejos del ciclo límite, casi se alcanza la oscilación límite en una fracción de periodo. Si se 
parte desde uno de sus valores extremos sobre el eje jc en el plano fase, la solución se mueve al 
principio con lentitud hacia la otra posición extrema, pero una vez que se alcanza cierto punto de 
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FIGURA 9.7.7 Gráfica de u contra t para la trayectoria en espiral hacia afuera de 
la figura 9.7.6. 

la trayectoria, el resto de la transición se completa muy aprisa. Entonces el proceso se repite en 
la dirección opuesta. La forma de onda del ciclo límite, como se muestra en la figura 9.7.7, es 
bastante diferente de una onda sinoidal. 

Estas gráficas muestran con claridad que, en ausencia de excitación externa, el oscilador de 
Van der Pool tiene cierto modo característico de vibración para cada valor de /i. Las gráficas de u 
contra t muestra que la amplitud de esta oscilación cambia muy poco con fi, pero el periodo 
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B aumenta a medida que p crece. Al mismo tiempo, la forma de onda cambia de una que es casi 
71 sinusoidal hacia otra que es mucho menos suave. 

I La presencia de un solo movimiento periódico que atrae a todas las soluciones (cercanas), es de- 
g cir, un ciclo límite estable, es uno de los fenómenos característicos asociados con las ecuaciones 
m diferenciales no lineales. 


Problemas 






En cada uno de los problemas 1 a 6, un sistema autónomo se expresa en coordenadas polares. 
Determine todas las soluciones periódicas, todos los ciclos límite y determine sus caracterís¬ 
ticas de estabilidad. 


1. dr/dt = ~ r^), dO/dt = 1 2. dr/dt ~ r(l ~ rf, dO/dt ~ — 1 

3. dr/dt - r(r - l)(r - 3), dO/dt = 1 4. dr/dt = r(\ - r)(r - 2), dO/dt = - 1 

5. dr/dt = senTir, dO/dt — 1 6. dr/dt = r\r — 2|(r — 3), dO/dt = ~ 1 

7. Si jc = r eos 0,y = r sen 0, demuestre qut y(ebe/dt) ~x{dy/dt) = ~r\dO/dt). 

8. a) Demuestre que el sistema 

dx/dt — —y x/(r)/V, dy/dt = x -y yf(r)/r 

tiene soluciones periódicas correspondientes a los ceros de/(r). ¿Cuál es la dirección del 
movimiento sobre las trayectorias cerradas en el plano fase? 

b) Sea f(r) = r(r - 2)\r^ - 4r + 3). Determine todas las soluciones periódicas y sus 
características de estabilidad. 

9. Determine las soluciones periódicas, en caso de haber, del sistema 


dx X 


(x^ + / - 2), í?- = -X + 

dt 


V X + > 


: ix^ + - 2 ). 


10. Aplique el teorema 9.7.2 para demostrar que el sistema autónomo lineal 


dx/dt = ax -y hy\ dy/dt = ex -f dy 

no tiene una solución periódica (diferente de x = 0, y = 0) si a + í/ 9^ 0. 

En los problemas 11 y 12, demuestre que el sistema dado no tiene otras soluciones periódicas 
que no sean las soluciones constantes. 


11. dx/dt = X + y -f- x^ - dy/dt = —x -y 2y -y x^y + y^/3 

12. dx/dt = — 2x — 3y — xy^, dy/dt — y + x^ — x^y 

13. Demuestre el teorema 9.7.2 al completar el siguiente argumento. Según el teorema de 
Creen en el plano, si C es una curva simple cerrada lo suficientemí^nte suave y si F y G 
son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces 


Jc y) dy - G(x, y) dx] = JJ^ [f,(x, y) + G,(x, >■)] dA, 

en donde C se recorre en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj y R 
es la región encerrada por C. Suponga que x = y = {¡/(t) es una solución del sistema 
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(15) que es periódica con periodo T. Sea C la curva cerrada dada porx = <¡){t),y= 
para 0 ^ í T. Demuestre que, para esta curva, la integral de línea es cero. En seguida 
demuestre que debe llegarse a la conclusión del teorema 9.7.2. 

14. a) Al examinar las gráficas de u contra t de las figuras 9.7.3, 9.7.5 y 9.7.7, calcule el 
periodo T del oscilador de Van der Pool en estos casos. 

b) Si cuenta con equipo de cómputo adecuado, calcule y trace las gráficas de las solu¬ 
ciones de la ecuación de Van der Pool para otros valores del parámetro ¡i. Calcule tam¬ 
bién el periodo T en estos casos. 

c) Trace las gráficas de los valores estimados de T contra //. Describa de qué manera T 
depende de ¡jí. 

15. La ecuación 


u" — //(l - ^u^)u' + u = 0 
a menudo se conoce como ecuación de Rayleigh. 

a) Escriba la ecuación de Rayleigh como un sistema de dos ecuaciones de primer orden. 

b) Demuestre que el origen es el único punto crítico de este sistema. Determine su tipo 
y si es estable o inestable. 

c) Sea jU = 1. Elija condiciones iniciales y calcule la solución correspondiente del siste¬ 
ma sobre un intervalo como 0 < í :< 20 o más largo. Trace la gráfica de u contra t y 
también la trayectoria en el plano fase. Observe que la trayectoria tiende a una curva 
cerrada (ciclo límite). Calcule la amplitud A y el periodo T del ciclo límite. 

d) Repita el inciso c) para otros valores de jU, como p = 0.2, 0.5, 2 y 5. En cada caso, 
calcule la amplitud A y el periodo T. 

e) Describa de qué modo cambia el ciclo límite cuando perece. Por ejemplo, haga una 
tabla de valores o una gráfica de A y T como funciones de po las dos cosas. 


atractores extraños: ecuaciones de Lorenz 


En principio, los métodos descritos en este capítulo para los sistemas autónomos de segun¬ 
do orden también pueden aplicarse a sistemas de orden superior. En la práctica existen 
varias dificultades que surgen al tratar de hacerlo. Un problema es que simplemente hay un 
mayor número de casos posibles que pueden ocurrir, y el número aumenta con el orden del 
sistema (y la dimensión del plano fase). Otro es la dificultad de trazar las gráficas de las 
trayectorias con exactitud en un plano fase de más de dos dimensiones; incluso en tres 
dimensiones puede no ser fácil construir una gráfica clara y comprensible de las trayecto¬ 
rias y esto se hace más difícil a medida que aumenta el número de variables. Por último, y 
esto sólo se aclaró hasta años recientes, existen fenómenos diferentes y muy complejos que 
pueden ocurrir, y que ocurren con frecuencia, en sistemas de órdenes tercero y superiores 
que no se presentan en los sistemas de segundo orden. La meta de esta sección es suminis¬ 
trar una breve introducción a algunos de estos fenómenos, al analizar un sistema autónomo 
particular de tercer orden que se ha estudiado con intensidad en los últimos veinte o veinti¬ 
cinco años. En algunos aspectos, la presentación que se hace es semejante al tratamiento de 
la ecuación logística en diferencias de la sección 2.12. 
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Más frío 
Más caliente 



'"1 Diferencia de 
, temperatura AT 


FIGURA 9.8.1 Capa de fluido calentada desde abajo. 


Un problema importante en meteorología y en otras aplicaciones de la dinámica de flui¬ 
dos se refiere al movimiento de una capa de fluido, como la atmósfera de la Tierra, que está 
más caliente en la parte inferior que en la superior; ver la figura 9,8.1 Si la diferencia ver¬ 
tical AT en las temperaturas es pequeña, existe una variación lineal de la temperatura con la 
altitud, pero ningún movimiento importante de la capa de fluido. Sin embargo, si AT es 
suficientemente grande, el aire más caliente sube, desplazando aire más frío que está arriba, 
y se produce un movimiento de convección estable. Si la diferencia en las temperaturas 
aumenta más entonces, finalmente, el flujo estable de convección se rompe y sobreviene un 
movimiento más complejo y turbulento. 

Cuando estudiaba este fenómeno, Edward N. Lorenz^ llegó (mediante un proceso dema¬ 
siado complicado para ser descrito aquí) al sistema autónomo no lineal de tercer orden 

dx/dt — (t( —X + y), 

dy/dt = rx — y — xz, (1) 

dz/dt — —bz -y xy. 

Las ecuaciones (1) ahora suelen mencionarse como ecuaciones de Lorenz.^ Obsérvese que 
las segunda y tercera ecuaciones comprenden no linealidades cuadráticas. Sin embargo, 
excepto por el hecho de ser un sistema de tercer orden, superficialmente las ecuaciones de 
Lorenz no se ven más complicadas que las de las especies competidoras o de depredador- 
presa que se analizaron en las secciones 9.4 y 9.5. La variable x de las ecuaciones (1) está 
relacionada con la intensidad del movimiento del fluido, mientras que las variables y y z 
están relacionadas con las variaciones en la temperatura en las direcciones horizontal y 
vertical. Las ecuaciones de Lorenz también comprenden tres parámetros, cr, r y todos los 
cuales son reales y positivos. Los parámetros ay b dependen de las propiedades del mate¬ 
rial y geométricas de la capa de fluido. Valores razonables de parámetros para la atmósfera 
terrestre son (7= 10 y = 8/3; en mucho de lo que sigue en esta sección se asignarán estos 
datos. Por otra parte, el parámetro r es proporcional a la diferencia en temperaturas AT, y la 
finalidad es investigar de qué manera cambia la naturaleza de las soluciones de las ecuaciones 
(1) con r. 


^ Edward N. Lorenz (1917> ), meteorólogo estadounidense, obtuvo su Ph. D. en el Instituto of Technology, en 
1948 y ha estado vinculado con esa institución a lo largo de toda su carrera científica. Las ecuaciones de 
Lorenz fueron estudiadas en primer lugar por él en un famoso artículo publicado en 1936 sobre la estabilidad 
de los flujos de fluidos en la atmósfera, 

^ En el libro de Sparrow citado en la bibliografía aparece un tratamiento muy completo de las ecuaciones de 
Lorenz. 
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El primer paso al analizar las ecuaciones de Lorenz es localizar los puntos críticos al resol¬ 
ver el sistema algebraico 


GX — ay — 0 , 

rx — y ~ xz = 0, ( 2 ) 

— bz-\- xy = 0 . 

Por la primera ecuación, se tiene y ^ x. A continuación, si se elimina y de las ecuaciones 
segunda y tercera, se obtiene 


x(r — 1 — z) = 0, (3a) 

-bz-hx^=0. (3b) 

Una manera de satisfacer la ecuación (3a) es elegir x = 0. Entonces se deduce que y = 0 y, 
por la ecuación (3b), z = 0. De modo a lternativ o, es posible satisfacer (3a), si se el ige z = r 
- 1 . Entonces (3b) requiere que x = ± V¿?(r~- 1 ) y, en consecuencia, también y = ± Vb(r- 1 ). 
Obsérvese que estas expresiones para x y y son reales sólo cuando r > L Por tanto, (0, 0, 
0 ), que se denotará por Ep es un punto crítico para todos los valores de r y es el único punto 
crítico par a r < 1. Sin embargo, cuando r > 1, tambi én se tie nen otros dos puntos críticos; 
a saber, {^b{r-l), ^/b{r-l), r -1) y (-V¿>(r- 1 ),-V¿»(r- 1 ), r - 1 ). Estos dos últimos pun¬ 
tos se denotarán por y Py respectivamente. Nótese que los tres puntos críticos coinci¬ 
den cuando r = 1. A medida que r crece pasando por el valor uno, el punto crítico P^ en el 
origen se bifurca y aparecen los puntos críticos P^ y Py 
A continuación se determinará el comportamiento local de las soluciones en la vecindad 
de cada punto crítico. Aunque bastante del siguiente análisis puede efectuarse para valores 
arbitrarios de ay el trabajo se simplifica al usar los valores a = 10 y = 8/3. Cerca del 
origen (el punto crítico P^), el sistema lineal de aproximación es 




(4) 


Los eigenvalores se determinan a partir de la ecuación 

= (8/3 + X)i/} + lU - 10 (r - 1)] = 0. 


10-2 

r 

0 


10 0 
1-2 0 
0 -8/3-2 


(5) 


Por consiguiente, 


A.= 


-11 - VSl +40r 


2t — 


11 +/81 -h40r 


( 6 ) 


Nótese que los tres eigenvalores son negativos para r < 1; por ejemplo, cuando r = 1/2 los 
eigenvalores son Aj = -8/3, A 2 = -10.52494, A 3 = -0.47506. De donde, el origen es 
asintóticamente estable para este intervalo r, tanto para la aproximación lineal (4) como 
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para el sistema original (1). Sin embargo, A 3 cambia de signo cuando r = 1 y es positivo pa¬ 
ra r > 1. El valor r = 1 corresponde al inicio del flujo de convección en el problema físico 
antes descrito. El origen es inestable para r > 1; todas las soluciones que se inician cerca 
del origen tienden a crecer, excepto aquellas que se encuentran precisamente en el plano 
determinado por los eigenvectores asociados con Aj y A 2 (o sea, para el sistema lineal ( 1 ), 

en cierta superficie tangente a este plano en el origen). _ 

A continuación, considérese la vecindad del punto crítico P 2 (^(r ~ 1/3, V 8 (r“ l)/3, r- 
1) para r >1. Si w, vy w son las perturbaciones a partir del punto crítico en las direcciones 
x,yyz, respectivamente, entonces el sistema lineal de aproximación es 



' -10 
1 


10 

-1 

V87r-Tj/3 


Q \ 

-V 8 (r- l)/3 
- 8/3 / 



(7) 


Los eigenvalores de la matriz de coeficientes de la ecuación (7) quedan determinados a 
partir de la ecuación 


3 /' + 41/" + 8 (r + 10 )/ + 160(r - 1 ) = 0 , ( 8 ) 

que se obtiene mediante pasos algebraicos directos que se omiten aquí. Las soluciones de 
( 8 ) dependen de r de las siguiente manera: 

Para 1 < r < = 1.3456 existen tres eigenvalores reales negativos. 

Para r^< r < rj^ 24.737 existe un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores comple¬ 
jos con parte real negativa. 

Para r 2 < r existe un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos con parte 
real positiva. 

Los mismos resultados se obtienen para el punto crítico Py Por tanto, se tienen varias 
situaciones diferentes. 

Para 0 < r < 1, el único crítico es P^ y es asintóticamente estable. Todas las soluciones 
tienden a este punto (el origen) cuando t -> 00 . 

Para 1 < r < los puntos críticos P 2 y P 3 son asintóticamente estables y Pj es inestable. 
Todas las soluciones cercanas tienden exponencialmente hacia uno o el otro de los pun¬ 
tos P 2 y P 3 . 

Para r^<r < los puntos críticos P^ y P 3 son asintóticamente estables y Pj es inesta¬ 
ble. Todas las soluciones cercanas tienden hacia uno o el otro de los puntos P^ y Py la 
mayoría de ellas describen una espiral hacia adentro, hacia el punto crítico. 

Para < r, los tres puntos críticos son inestables. La mayoría de las soluciones cerca de 
P 2 o de P 3 describen una espiral que se aleja del punto crítico. 

Sin embargo, de ningún modo éste es el final de la historia. Considérense soluciones para 
r algo mayores que r^ En este caso, P^ tiene un eigenvalor positivo y cada uno de P^ y P 3 
tiene un par de eigenvalores complejos con parte real positiva. Una trayectoria puede aproxi¬ 
marse a cualquiera de los puntos críticos sólo sobre ciertos caminos muy restringidos. La 
menor desviación con respecto a estos caminos provoca que la trayectoria se aleje del 
punto crítico. Ya que ninguno de los puntos crítico es estable, podría esperarse que la mayor 
parte de las trayectorias tiendan al infinito para í grande. Sin embargo, es posible demostrar 
que todas las soluciones permanecen acotadas cuando 00 ; ver el problema 5. De hecho, 
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es posible demostrar que, al final, todas las soluciones tienden a cierto conjunto límite de 
puntos cuyo volumen es cero. De hecho, esto es cierto no sólo para r > sino para todos 
los valores positivos de r. 

En la figura 9.8.2 se muestra una gráfica de valores calculados de x contra t para una 
solución típica con r > r^. Nótese que la solución oscila de un lado a otro, entre valores 
positivos y negativos, de una manera errática. De hecho, la gráfica de jc contra t semeja una 
vibración aleatoria, aunque las ecuaciones de Lorenz son por completo deterministas y la 
solución queda enteramente determinada por las condiciones iniciales. A pesar de ello, la so¬ 
lución también exhibe cierta regularidad en cuanto a que la frecuencia y la amplitud de las 
oscilaciones son en esencia constantes en el tiempo. 

Las soluciones de las ecuaciones de Lorenz también son en extremo sensibles a las per¬ 
turbaciones en las condiciones iniciales. En la figura 9.8.3 se muestran las gráficas de valo- 



FIGURA 9.8.2 Gráfica de x contra t para las ecuaciones de Lorenz (1), con r = 28; 
el punto inicial es (5, 5, 5). 



FIGURA 9.8.3 Gráficas de x contra t para dos soluciones inicialmente cercanas 
de las ecuaciones de Lorenz, con r = 28; el punto inicial es (5,5, 5) para la curva en 
línea discontinua y (5.01, 5, 5 ) para la curva de trazo continuo. 
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res calculados de x contra t para las dos soluciones cuyos puntos iniciales son (5, 5, 5) y 
(5.01, 5, 5). La gráfica en línea discontinua es la misma que la de la figura 9.8.2, mientras 
que la gráfica de trazo continuo se inicia en un punto próximo. Las dos soluciones perma¬ 
necen próximas entre sí hasta que t es casi diez, después de lo cual son bastante diferentes 
y, de hecho, parecen no guardar relación entre sí. Fue esta propiedad lo que atrajo en parti¬ 
cular la atención de Lorenz en su estudio original de estas ecuaciones y le hizo concluir que 
probablemente no son posibles las predicciones climatológicas a largo plazo. 

El conjunto que atrae en este caso, aunque de volumen cero, tiene una estructura un tanto 
complicada y se conoce como atractor extraño. El término caótico ya es de uso general 
para describir soluciones como las que se muestran en las figuras 9.8.2 y 9.8.3. 

Para determinar de qué modo y cuándo se crea el atractor extraño, es revelador investigar 
las soluciones para valores más pequeños de r. Para r = 21, en la figura 9.8.4 se mues¬ 
tran las soluciones que parten de tres puntos iniciales distintos. Para el punto inicial (3, 8, 0), 
la solución comienza a converger hacia el punto casi de inmediato; ver la figura 9.8.4a. 
Para el segundo punto inicial (5, 5, 5), existe un intervalo muy corto de comportamiento 
transitorio, después del que la solución converge hacia P 2 » figura 9.8.4¿?. Sin embar¬ 
go, como se muestra en la figura 9.8.4 c, para el tercer punto inicial (5, 5, 10) existe un 
intervalo mucho más largo de comportamiento caótico transitorio antes de que la solución 
converja finalmente a P 2 - ^ medida que r crece, la duración del comportamiento caótico 
transitorio también crece. Cuando r = = 24.06, los transitorios caóticos parecen conti¬ 

nuar de modo indefinido y el atractor extraño empieza a aparecer. 

También es posible mostrar las trayectorias de las ecuaciones de Lorenz en el plano fase 
tridimensional o por lo menos, proyecciones de ellas en varios planos. En las figuras 9,8,5 
y 9.8.6 se muestran proyecciones en los planos xy y xz, respectivamente, de la trayectoria 
que parten de (5, 5, 5). Obsérvese que las gráficas de estas figuras parecen cortarse varias 
veces, pero esto no puede ser cierto para las trayectorias reales en el espacio tridimensional, 
por el teorema general de unicidad. Los cruces aparentes se deben por completo al carácter 
bidimensional de las figuras. 

La sensibilidad de las soluciones a las perturbaciones de los datos iniciales también tiene 
consecuencias para los cálculos numéricos, como los mencionados aquí. Tamaños diferen¬ 
tes de paso, algoritmos numéricos diferentes o, incluso, la ejecución del mismo algoritmo 
en máquinas diferentes introducen pequeñas diferencias en la solución calculada, lo que 
termina por producir graves desviaciones. Por ejemplo, la sucesión exacta de ciclos positi¬ 
vos y negativos en la solución calculada depende mucho del algoritmo numérico preciso y 
su puesta en práctica, así como de las condiciones iniciales. Sin embargo, la apariencia 
general de la solución y la estructura del conjunto atractor son independientes de todos 
estos factores. 

Las soluciones de las ecuaciones de Lorenz para otros intervalos de los parámetros exhi¬ 
ben otros tipos interesantes de comportamiento. Por ejemplo, para ciertos valores de r ma¬ 
yores que r 2 , estallidos intermitentes de comportamiento caótico separan largos intervalos 
de oscilación periódica aparentemente estable. Para otros intervalos de r, las soluciones 
muestran la propiedad de duplicación del período que se vio en la sección 2.12 para la 
ecuación logística en diferencias. Algunas de estas características se abordan en los problemas. 

Desde alrededor de 1975 las ecuaciones de Lorenz y otros sistemas autónomos de orden 
superior se han estudiado con intensidad, y esta es una de las áreas más activas de la inves¬ 
tigación matemática actual. El comportamiento caótico de las soluciones parece ser mucho 




FIGURA 9.8.4 Gráficas de x contra t para tres soluciones de las ecuaciones de Lorenz, con r = 21. a) El punto inicial es (3, 8.0). 
b) El punto inicial es (5,5,5). c) El punto inicial es (5,5,10). 
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FIGURA 9.8.5 Proyección de una trayectoria de las ecuaciones de Lorenz (con 
r = 28) en el plano xy. 



FIGURA 9.8.6 Proyección de una trayectoria de las ecuaciones de Lorenz (con 
r = 28) en el plano xz. 


más común de lo que se creía al principio y aún quedan muchas preguntas sin respuesta. 
Algunas de ellas son de naturaleza matemática, mientras que otras se relacionan con las 
aplicaciones o las interpretaciones físicas de las soluciones. 

Problemas 

En los problemas 1 a 3 se pide completar algunos de los detalles del análisis de las ecuaciones 
de Lorenz presentado en el texto. 
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Ecuaciones diferenciales no lineales y estabilidad 


1. a) Demuestre que los eigenvalores del sistema lineal (4), válidos cerca del origen, están 
dados por la ecuación (6). 

b) Determine los eigenvectores correspondientes. 

c) Determine los eigenvalores y eigenvectores del sistema (4) en el caso en que r = 28. 

2. a) Demuestre que la aproximación lineal válida cerca del punto crítico P 2 está dada por 
la ecuación (7). 

b) Demuestre que los eigenvalores del sistema (7) satisfacen la ecuación (8). 

c) Para r = 28, resuelva la ecuación (8) y determine en consecuencia los eigenvalores 
del sistema (7). 

3. a) Al resolver numéricamente la ecuación (8), demuestre que la parte real de las raíces 
complejas cambia de signo cuando r ^ 24. 737, 

b) Demuestre que un polinomio cúbico x ^ + A x ^ + fijc -f C tiene un cero real y dos ceros 
imaginarios puros sólo siAB = C. 

c) Aplique el resultado del inciso (b) a la ecuación (8) para demostrar que la parte real 
de las raíces complejas cambia de signo cuando r = 470/19. 

4. Aplique la función de Liapunov y(x, y, z) = x“ + cTy ^ + crz^ para demostrar que el origen 
es un punto crítico asintóticamente estable globalmente para las ecuaciones de Lorenz 
(1), si r < 1. 

5. Considere el elipsoide 

V(x, y, z) = rx^ + rry ’ + cf{z — 2rf -- c > 0. 

a) Calcule dVídtd, lo largo de trayectorias de las ecuaciones de Lorenz (1). 

b) Determine una condición suficiente sobre c de modo que toda trayectoria que cruce 
y{x, y, z) = c esté dirigida hacia adentro. 

c) Evalúe la condición hallada en el inciso b) para el caso cT = 10, b = 8/3, r = 28. 

En cada uno de ios problemas 6 a 10, use el equipo de cómputo apropiado para llevar a cabo 
las investigaciones indicadas de las ecuaciones de Lorenz. 

6. Para r = 28, trace la gráfica de x contra t para los casos que se muestran en las figu¬ 
ras 9.8.2 y 9.8.3. ¿Concuerdan sus gráficas con las de las figuras mencionadas? Recuer¬ 
de el análisis del cálculo numérico en el texto. 

7. Para r = 28 trace las gráficas de las proyecciones en los planos xy y xz, respectivamente, 
de la trayectoria que se inicia en el punto (5, 5, 5). ¿Concuerdan las gráficas con las de 
las figuras 9.8.5 y 9.8.6? 

8. a) Para r = 21, trace la gráfica de x contra t para las soluciones que parten de los puntos 
iniciales (3, 8, 0), (5, 5, 5) y (5, 5, 10). Use un intervalo t de por lo menos 0 < r < 30. 
Compare las gráficas que se obtengan con las de la figura 9.8,4. 

b) Repita el cálculo del inciso a) para r = 22, r = 23 y r = 24. Aumente el intervalo t 
según se necesite para poder determinar cuándo cada solución empieza a converger ha¬ 
cia uno de los puntos críticos. Registre la duración aproximada del caótico transitorio en 
cada caso. Describa de qué modo esta cantidad depende del valor de r. 

c) Repita los cálculos de los incisos a) y b) para valores de r ligeramente mayores que 
24. Intente calcular el valor de r para el que la duración del transitorio caótico tiende al 
infinito, 

9. Para ciertos intervalos o ventanas r las ecuaciones de Lorenz muestran una propiedad de 
duplicación del periodo semejante a la de la ecuación logística en diferencias analizadas 
en la sección 2.12. Este fenómeno puede descubrirse por medio de cálculos cuidadosos. 
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a) Una ventana de duplicación del periodo contiene el valor r = 100. Haga r = 100 y 
trace la gráfica de la trayectoria que parte de (5, 5, 5) o de algún otro punto inicial que 
elija. ¿La solución parece ser periódica? ¿Cuál es el periodo? 

b) Repita el cálculo del inciso a) para valores de r ligeramente mayores. Cuando r = 
99.98 es posible observar que el periodo de la solución se duplica. Intente observar este 
resultado al efectuar cálculos con valores cercanos de r. 

c) A medida que r decrece aun más, el periodo de la solución se duplica repetidas veces. 
La siguiente duplicación del periodo ocurre alrededor de r = 99.629. Intente observar 
este hecho al trazar gráficas de trayectorias para valores cercanos de r. 

10. Considere ahora valores de r ligeramente mayores que los del problema 9. 

a) Trace trayectorias de las ecuaciones de Lorenz para valores de r entre 100 y 100.78. 
Debe observar una solución periódica estable para este intervalo de valores de r. 

b) Trace trayectorias para valores de r entre 100.78 y 100.8. Determine lo mejor que 
pueda de qué modo y cuándo se rompe la trayectoria periódica. 
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Ecuaciones diferencíales 
parciales y series de Fourier 


En muchos problemas físicos importantes se tienen dos o más variables independientes, 
por lo que los modelos matemáticos correspondientes incluyen ecuaciones diferenciales 
parciales, en vez de ordinarias. En este capítulo se trata un método importante para resolver 
ecuaciones diferenciales parciales, conocido como de separación de variables. Su caracte¬ 
rística esencial es la sustitución de la ecuación diferencial parcial por un conjunto de ecua¬ 
ciones diferenciales ordinarias. La solución requerida de la ecuación diferencial parcial se 
expresa entonces como una suma, casi siempre una serie infinita, formada a partir de las 
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias. En muchos casos, al final es necesa¬ 
rio trabajar con una serie de senos o cosenos o los dos, de modo que parte del capítulo se 
dedica a un análisis de esas series, llamadas series de Fourier. El uso de la separación de 
variables se ilustra con diversos problemas que surgen de la conducción del calor, la propa¬ 
gación de ondas y la teoría del potencial. 


10.1 Separación de variables; co nducción del calor 

Las ecuaciones diferenciales parciales básicas de la conducción del calor, la propagación 
de ondas y la teoría del potencial que se analizarán en este capítulo están asociadas con tres 
tipos distintos de fenómenos físicos: procesos de difusión, procesos oscilatorios y procesos 
independientes del tiempo o estables; como consecuencia, tienen una importancia funda¬ 
mental en muchas ramas de la física y también desde el punto de vista matemático. Las 
ecuaciones diferenciales parciales cuya teoría está mejor desarrollada y cuyas aplicaciones 
son más significativas y variadas son las ecuaciones lineales de segundo orden. Todas ellas se 
pueden clasificar en una de tres categorías: la ecuación de conducción del calor, la ecuación 
de onda y la ecuación de potencial, respectivamente, son prototipos de cada una de estas 
categorías. Por tanto, un estudio de estas tres ecuaciones proporciona mucha información 
acerca de ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden más generales. 
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X -Q X = l 


FIGURA 10.1.1 Barra sólida conductora de calor. 


Durante los dos últimos siglos se han desarrollado varios métodos para resolver las ecua¬ 
ciones diferenciales parciales. El método de separación de variables es el método sistemá¬ 
tico más antiguo, y fue utilizado pro D’Alembert, Daniel Bernoulli y Euler hacia 1750 en 
sus investigaciones sobre ondas y vibraciones. Desde entonces, se le ha refinado y genera¬ 
lizado de modo considerable, y sigue siendo un método de gran importancia y uso frecuen¬ 
te en la actualidad. Para mostrar cómo funciona el método de separación de variables, se 
considerará primero un problema básico de conducción de calor de un cuerpo sólido. El 
estudio matemático de la conducción del calor se originó^ aproximadamente en 1800 y 
sigue llamando la atención de los científicos modernos. Por ejemplo, el análisis de la disi¬ 
pación y la transferencia del calor lejos de sus fuentes en maquinaria que opera a gran 
velocidad suele ser un problema tecnológico importante. 

Considérese ahora un problema de conducción de calor para una barra recta de sección 
transversal uniforme y material homogéneo. Se elige como eje a: el largo del eje de la barra 
y sean x = 0 y x = / ios extremos de la barra (ver la figura 10.1.1). Supóngase además que 
los lados de la barra están perfectamente aislados, de modo que no pasa calor a través de 
ellos. Considérese también que las dimensiones de la sección transversal son tan pequeñas 
que la temperatura u puede considerarse constante en cualquier sección transversal dada. 
Entonces u es una función sólo de la coordenada axial x y del tiempo t. 

La variación de la temperatura en la barra está regida por una ecuación diferencial parcial 
cuya deducción se presenta en el apéndice A al final del capítulo. Esta ecuación se conoce 
como ecuación de conducción del calor y tiene la forma 

= Wf, 0 < X < /, t >0, (1) 

en donde es una constante denominada difusibilidad térmica. El parámetro depende 
sólo del material del que está hecho la barra y se define por 

= K/ps, ( 2 ) 


La primera investigación importante de la conducción del calor fue efectuada por Joseph Fourier (1768-1830) 
en su tiempo disponible mientras se desempeñaba como prefecto del Departamento de Isére (Grenoble) de 
1801 a 1815. Presentó artículos fundamentales sobre el tema a la Academia de Ciencias de París en 1807 y 
1811, Sin embargo, estos documentos fueron criticados por los árbitros (principalmente Lagrange) debido a 
falta de rigor, por lo que no fueron publicados. Fourier continuó desarrollando sus ideas y a la larga escribió 
una de las obras clásicas de las matemáticas aplicadas, Théorie analytique de la chaleur, publicada en 1822. 
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TABLA 10.1.1 Valores de la difusibilidad térmica para algu¬ 
nos materiales comunes 


Material 

a^(cmVs) 

Plata 

1.71 

Cobre 

1.14 

Aluminio 

0.86 

Hierro fundido 

0.12 

Granito 

0.011 

Ladrillo 

0.0038 

Agua 

0.00144 


en donde k es la conductividad térmica, p es la densidad y 5 es el calor específico del 
material de la barra. Las unidades de son (longitud)^/tiempo. En la tabla 10.1.1 se dan 
algunos valores típicos de cP-, 

Además, se supondrá que se da la distribución inicial de la temperatura en la barra; por 
tanto 


u(x, 0) /(x), 0 < X < /, (3) 

en donde / es una función dada. Por último, supóngase que los extremos de la barra se 
mantienen a temperaturas fijas; la temperatura en x = 0 y la temperatura L Sin 

embargo, resulta que basta con considerar el caso en el que T^ = T 2 = 0. En la sección 10.5 
se mostrará cómo reducir el problema más general a este caso especial. Por tanto, en esta 
sección se supondrá que u siempre es cero cuando x = 0 o x = /; 

m(0, t) = 0, w(/, í) = 0, í > 0. (4) 

El problema fundamental de la conducción del calor es hallar m(x, t) que satisfaga la ecua¬ 
ción diferencial (1), la condición inicial (3) y las condiciones en la frontera (4). 

El problema descrito por las ecuaciones (1), (3) y (4) es un problema con valor inicial en 
la variable de tiempo t; se da una condición inicial y la ecuación diferencial rige lo que 
sucede después. Sin embargo, con respecto a la variable espacial x, el problema es de un 
tipo diferente, conocido como problema con valores en la frontera. Se desea la solución de 
la ecuación diferencial en cierto intervalo y se imponen condiciones (llamadas condiciones 
en la frontera) en los extremos de éste. De modo alternativo, es posible considerar el proble¬ 
ma como un problema con valores en la frontera en el plano xt (ver la figura 10.1.2). Se 
busca la solución w(x, /) de la ecuación (1) en la franja seminfinita 0 < x < /, f > 0, sujeta 
al requisito de que w(x, t) debe tomar un valor prescrito en cada punto de la frontera de esta 
franja. 

El problema de conducción del calor (1), (3), (4) es lineal por que u sólo aparece elevada 
a la primera potencia. La ecuación diferencial y las condiciones en la frontera también son 
homogéneas. Esto sugiere que se podría enfocar el problema al buscar soluciones de la 
ecuación diferencial y de las condiciones en la frontera y sobreponerlas luego para satisfa¬ 
cer la condición inicial. Para encontrar las soluciones que se necesitan, se buscan solucio¬ 
nes de la ecuación diferencial (1) que tengan la forma de un producto de una función sólo 
de X y una función sólo de t\ por tanto, se supone que 
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u(x, t) = X{x)T{ty (5) 

Si se sustituye u de ia ecuación (5) en la ecuación diferencial (1) se tiene 

oi^X"T=XT\ ( 6 ) 

en donde los apóstrofos se refieren a la derivación ordinaria con respecto a la variable 
independiente, sea x o La ecuación (6) es equivalente a 


X'' _ 1 T 

IT”? Y’ 


(7) 


en la que se han separado las variables; es decir, el primer miembro sólo depende de x y el 
segundo, sólo de t. Para que la ecuación (7) sea válida para 0 < x < /, r > 0, es necesario 
que sus dos miembros sean iguales a la misma constante. De lo contrario, al mantener fija 
una de las variables independientes (por ejemplo x) y hacer variar la otra, uno de los miem¬ 
bros (en este caso el primero) permanecería sin cambio, mientras que el otro habría variado, 
con lo que se viola la igualdad. Si a esta constante de separación se le llama—or, entonces la 
ecuación (7) queda 




— or. 


( 8 ) 


De donde, se obtienen las dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes paraX(x) y T{t): 


X" + = 0, (9) 

T + oi^aT=0. ( 10 ) 

La constante de separación se denota — cr(en vez de o) porque resulta que debe ser negativa 
y es conveniente hacer explícito al signo menos. 



u{x, 0)=/(x) 


FIGURA 10.1.2 Problemas con valores en la frontera para la ecuación de con¬ 
ducción del calor. 
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De este modo, la ecuación diferencial parcial (1) se reemplazó por dos ecuaciones dife¬ 
renciales ordinarias; cada una de las cuales puede resolverse con facilidad para cualquier 
valor de a. El producto de dos soluciones de las ecuaciones (9) y (10), respectivamente, 
proporciona una solución de la ecuación diferencial parcial (1). Sin embargo, sólo interesa 
en aquellas soluciones de (1) que también satisfagan las condiciones en la frontera (4). 
Como se muestra a continuación, esto restringe severamente los valores posibles de a. 

Si se sustituye w(jc, t) de la ecuación (5) en la condición en la frontera cuando x = 0, se 
obtiene 


u(0, í) = X(0)T(t)=::0, (11) 

Si la ecuación (11) se satisface al elegir que T{t) sea cero para toda t, entonces m(x, t) es 
cero para toda a: y t. Esto es inaceptable, ya que en este caso u(x, t) no satisfaría la condición 
inicial (3), a menos que la distribución inicial de temperaturas/(^) sea cero para todax. Por 
consiguiente, se debe satisfacer la (11) al requerir que 


X{0) = 0. 

De manera semejante, la condición en la frontera en x = / requiere que 


( 12 ) 


X{1) = 0. (13) 

Ahora se va a considerar a la ecuación (9) sujeta a las condiciones en la frontera (12) y 
(13). Esto se conoce como problema con valores en la frontera en dos puntos: se busca la 
solución de (9) en el intervalo 0 < x < / y se prescribe una condición en la frontera en cada 
extremo del intervalo. Este problema con valores en la frontera, para todo valor de rr, tiene 
la solución X(x) = 0 para toda x. Si esta solución (conocida como solución trivial) se susti¬ 
tuye en la ecuación (5), resulta que u(x, r) = 0 para toda x y r, lo cual es inaceptable, como 
ya se hizo notar. Por lo tanto, sólo se tiene interés en otras soluciones, no triviales, de las 
ecuaciones (9), (12) y (13). Para que existan soluciones no triviales es posible demostrar 
que o-debe ser real; ver el problema 13, así como el análisis de una clase más general de 
problemas en la sección 11.3. Por tanto, es necesario distinguir tres casos, dependiendo 
de si o- = 0, cr < 0 o o- > 0. 

Si cr = 0, entonces la solución general de la ecuación (9) es 

X{x) ^ kyX + /c 2 . (14) 

Para satisfacer la condición en la frontera (12) es necesario elegir = 0. Entonces para 
satisfacer la segunda condición en la frontera (13), es necesario tener = 0. De donde,X(x) 
= 0 para toda x y existen soluciones no triviales cuando cr = 0. 

Si £7 < 0, es conveniente reemplazar a por - en donde } > 0 es un nuevo parámetro; 
esta sustitución evita la ocurrencia de numerosos signos de radical en el razonamiento si¬ 
guiente. Entonces, la ecuación (9) se queda 


X" - /^X = 0, 


(15) 
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y su solución general es 


X(x) = /ci cosh/x + /c2senh kx. (16) 

La elección de cosh Xx y senh Xx como conjunto fundamental de soluciones de la ecuación 
(15), en vez de exp(Ax) y exp {-Xx), es también por conveniencia. Si se aplica la condi¬ 
ción en Ja frontera (12) a la solución (16), se obtiene 

Ar(0) = /cj cosh 0 + A; 2 senh 0 — = 0. (17) 

Por tanto, se deduce queZ(x) = senh Xx. La segunda condición en la frontera (13) requie¬ 
re entonces que 


X(/) = /c2senhA/-0. (18) 

En virtud de que X y l son positivas, también senh A / > 0 y la única manera de satisfacer la 
ecuación (18) es elegir k 2 = 0. De dondeZ(x) = 0 para todax, de modo que cuando a < 0 no 
existen soluciones no triviales de las ecuaciones (9), (12) y (13). 

Por último si a > 0, entonces se sustituye or por A^, en donde A > 0, y la ecuación (9) 
queda 


= (19) 

La solución general de la ecuación (19) es 

X(x) — A'i eos Áx + ^2 sen Ax. (20) 

La primera condición en la frontera (12) requiere que 

2f(0) = /cj eos 0 -h ÍC 2 senO — — 0, (21) 

de modo que X(x) = sen Ax. Entonces, la segunda condición en la frontera da 

/c 2 sen áI = 0. (22) 

Una manera de satisfacer la ecuación (22) es elegir k 2 ~ 0, pero esto da la solución trivial 
X{x) = 0 para toda x. Una mejor elección es requerir que sen A/ = 0, lo que significa que XI 
= nrrpara n = 1, 2, 3,.... De donde, A = nn/l y 

(j = n = L 2, 3,.... (23) 

Los valores de cr dados por la ecuación (23), para los cuales existen soluciones no triviales, 
se llaman eigenvalores del problema con valores en la frontera (9), (12) y (13). Las solu¬ 
ciones no triviales correspondientes X{x), que son proporcionales a sen {nnxH), son las 

eigenfunciones. 

Si se sustituye a de la ecuación (10), se tiene 

T + (n^TT^a^Ujr - 0. (24) 

Por tanto, T{í) es proporcional a exp(-n^;r^a^//^). De donde, si se multiplican entre sí las 
soluciones de las ecuaciones (9) y (10) y se desprecian las constantes arbitrarias de propor¬ 
cionalidad, se concluye que las funciones 
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u„{x, t) - e stn{nnx/l\ « - 1, 2, 3,... (25) 

satisfacen la ecuación diferencial parcial (1) y las condiciones en la frontera (4) para cada 
valor entero positivo de n. Algunas veces a las funciones se les llama soluciones funda¬ 
mentales del problema de conducción del calor (1), (3) y (4). 

Falta sólo satisfacer la condición inicial (3), 

u(x,0) = /(x), 0<x<L (26) 

Es necesario hacer hincapié en que la ecuación diferencial (1) y las condiciones en la fron¬ 
tera (4) son lineales y homogéneas y que son satisfechas por w^(jc, t) para /z = 1, 2,.... Por 
el principio de superposición, se sabe que cualquier combinación lineal de los u^(x, í) tam¬ 
bién satisface la ecuación diferencial y las condiciones en la frontera. Por consiguiente, se 
supone que 


m m tjTT Y 

u(x,t)= £ c„u„(x,t)= £ (27) 

n = 1 «= 1 ^ 

en donde los coeficientes todavía no se determinan y en donde m es algún entero positi¬ 
vo. Dado que u(x, t), según se expresa en la ecuación (27), satisface la ecuación diferencial 
(1) y las condiciones en la frontera (4), para cualquier elección de c^, se desea investigar si 
se puede elegir las de modo que también satisfagan la condición inicial (3). En primer 
lugar, considérense dos ejemplos sencillos. 


Ejemplo 1 


Hallar la solución del problema de conducción del calor (1), (3) y (4) si 

f{x) = 3 sen( 47 rx//). (28) 

En este caso basta usar sólo una de las soluciones fundamentales (25); a saber, la correspon¬ 
diente a « = 4. Se supondrá que 


w(x, r) = C 4 C ^^"^“'‘''^^sen(4;rx//), (29) 

que satisface la ecuación diferencial (1) y las condiciones en la frontera (4), para cualquier valor 
de C 4 . Al hacer í = 0, se obtiene 


w(x, 0 ) = C 4 Sen( 47 rx//); 

de donde, es necesario elegir = 3, para satisfacer la condición inicial. Si se sustituye este 
valor de en la ecuación (29) da la solución del problema completo con valores en la frontera. 


Ejemplo 2 


Encontrar la solución del problema de conducción del calor ( 1 ), (3) y (4) si 

/(x) = ¿isen(7rx/7) + - • • -t- sen(m7rx//), (30) 

en donde • - •, son constantes dadas. 

Si se supone que «(x, t) se expresa por la ecuación (27), entonces se satisfacen la ecuación 
diferencial (1) y las condiciones en la frontera (4) para cualquier elección de ..., En / = 
0 , se tiene 
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u(x, 0) = sen(7ix//) + ’ * * -f c^sen(wnx/l) 

— by sen{nx/l) + * * * + b^scn{mnx/l). 

Por tanto, se satisface la condición inicial si se elige . y = b^. La solución del 

problema completo es 


u(x, f)= £ b„i 




nnx 


sen 


(31) 


Vuélvase ahora al problema general de las ecuaciones (1), (3) y (4), con / una función 
arbitraria. A menos que f(x) tome la forma dada por la ecuación (30), no es posible satisfa¬ 
cer la condición inicial (3) por medio de una suma finita de la forma (27). Esto sugiere la 
extensión formal del principio de superposición para incluir series infinitas; es decir, se 
supone que 


u{x,t)= £ c„e 

0=1 




nnx 


sen- 


(32) 


Se ha visto que los términos individuales de la ecuación (32) satisfacen la ecuación diferen¬ 
cial parcial (1) y las condiciones en la frontera (4), y que cualquier suma finita de esos 
términos también lo hace. Se supondrá que la serie infinita de la ecuación (32) converge y 
que también satisface las ecuaciones (1) y (4). Para satisfacer la condición inicial (3) es 
necesario tener 


nnx 

u{x,0)= £ c„ sen---=/(x). (33) 

« = 1 í 

En otras palabras, se necesita elegir los coeficientes de modo que la serie de funciones 
senoidales de la ecuación (33) converja a la distribución inicial de temperaturas f(x). 
Supóngase por el momento que es posible expresar/(x) como una serie infinita de térmi¬ 
nos senoidales 


/(x)= t ()„sen'^í, (34) 

n= 1 t 

y que se sabe cómo calcular los coeficientes b^ de esta serie infinita. Entonces, como en el 
ejemplo 2, se puede satisfacer la ecuación (3) al elegir para cada n. Con los coefi¬ 

cientes c así seleccionados, la ecuación (32) da la solución del problema con valores en la 
frontera (1), (3) y (4). 

Por tanto, para resolver por el método de separación de variables el problema dado de 
conducción del calor, para una distribución inicial bastante arbitraria de temperaturas, es 
necesario expresar la distribución inicial de temperaturas /(x) como una serie de la forma 
(34). Esto plantea las preguntas siguientes: 

1. ¿Cómo es posible identificar funciones que puedan escribirse en la forma (34)? 

2. Si / es esa función, ¿cómo es posible determinar los coeficientes 6p . . . yb^,, . .? 
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En las tres secciones siguientes se mostrará de qué manera se puede representar una gran 
clase de funciones por medio de series semejantes a la ecuación (34); además, se demos¬ 
trará que los coeficientes de estas series se pueden determinar de manera relativamente 
sencilla. 


Problemas 


1 . Enuncie exactamente el problema con valores en la frontera que determina la temperatu¬ 
ra en una barra de cobre de 1 m de longitud si, originalmente, toda la barra se encuentra 
a 20®C y uno de sus extremos se calienta de modo repentino hasta 60°C y se mantiene a 
esa temperatura, mientras que el otro extremo se conserva a 20°C. 

2. Enuncie con exactitud el problema con valores en la frontera que determina la tempera¬ 
tura en una barra de plata de 2 m de longitud, si los extremos se mantienen a las tempe¬ 
raturas de 30°C y 50®C, respectivamente. Suponga que la temperatura inicial en la barra 
la da una función cuadrática de la distancia a lo largo de la misma, coherente con las 
condiciones en la frontera antes dadas y con la condición de que la temperatura en su 
centro es de 60°C. 

3. Suponga que u^(x, t) se expresa por la ecuación (25). Demuestre que CjW^(x, /) + ••■ + 
c u (jc, t)y en donde c,,..., c son constantes, satisface la ecuación diferencial ( 1 ) y las 
condiciones en la frontera (4). 

4. Encuentre la solución del problema de conducción del calor 

= w,, 0 < X < 1, í > 0 

w{ 0 , í) = 0 , w(l, r) = 0 , í > 0 

w(x, 0) = sen27rx — 2 senÓTix, 0 < x < 1. 

5. Encuentre la solución del problema de conducción del calor 

^xx = 4w„ 0 < X < 2, í > 0 

w(0, i) = 0, w(2, í) = 0, f > 0 

w(x, 0) = 2 sen( 7 rx/ 2 ) - sen tix + 4 sen 27rx, 0 < x < 2. 

6 . Aplique la ecuación (8) para determinar las unidades físicas de la constante de separa¬ 
ción cr. 

En cada uno de los problemas 7 a 12, determine si es posible aplicar el método de separación 

de variables para reemplazar la ecuación diferencial parcial dada por un par de ecuaciones 

diferenciales ordinarias. En caso afirmativo, encuentre las ecuaciones. 

7 . + u^ = 0 8 . xut = 0 

9. + w, = 0 10. [p(x)wj^ - r(x)w„ = 0 

1 1. + (X + y)Uyy = 0 12. Uyy -y XU 0 

13. En este problema se describe una demostración de que los eigenvalores del problema 
con valores en la frontera (9), (12) y (13) son reales. 

a) Escriba la solución de la ecuación (9) como X(x) = exp(/Ax) + exp(-íAx), en 
donde cr = e imponga las condiciones en la frontera (12) y (13). Demuestre que 
existen soluciones no triviales si y sólo si 
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exp( —íÁ/) — exp(ü/) = 0. 


(i) 


b) Haga A = /i + iv y aplique la relación de Euler exp(íjU/) = cos(jU/) + i sen(^l) para 
determinar las partes real e imaginaria de la ecuación (i). 

c) Considere las ecuaciones halladas en b) para demostrar que v = 0; de donde, A es real 
y también lo es a. Demuestre también que ¡J. = nnH 

14. Al resolver ecuaciones diferenciales, los cálculos casi siempre pueden simplificarse me¬ 
diante el uso de variables adimensionales. Demuestre que si se introduce la variable 
adimensional ^ definida por ^ = xiU entonces la ecuación de conducción del calor queda 


d^u 

~72 


h ou 

= ^ 0<Í<1, f>0. 


ct ' 

Dado que l^ja^ tiene unidades de tiempo, es conveniente usar esta cantidad para definir 
una variable adimensional del tiempo T = {a^ll'^)t. A continuación, demuestre que la 
ecuación de conducción del calor se reduce a 


d^u du 

W ^ 73? 

15. Considere la ecuación 


0 < (^ < 1 , z > 0 . 


— bu^ + cu = 0 


(i) 


en donde a^by c son constantes. 

a) Llega u(x, t) = w(x, ?), en donde 8 es una constante y halle la ecuación diferencial 
parcial correspondiente para w. 

b) Sib 0, demuestre que puede elegirse 8 de modo que la ecuación diferencial parcial 
hallada en el inciso a) no tenga término en w. De este modo, por medio de un cambio de 
variable dependiente, es posible reducir la ecuación (i) a la ecuación de conducción del 
calor. 

*16. La ecuación de conducción del calor en dos dimensiones espaciales es 

^\Uxx + ítyy) = 

Si se supone que u{x, y, t) = X{x)Y(y)T(t), encuentre ecuaciones diferenciales ordinarias 
que sean satisfechas por Y{y) y T(t). 

* 17. La ecuación de conducción del calor en dos dimensiones espaciales puede expresarse en 
términos de coordenadas polares como 

+ (I/r)u, + - u,. 

Si se supone que «(r, 0, í) = R{r)<d{9)T{t\ encuentre ecuaciones diferenciales ordinarias 
que sean satisfechas por 0(0) y Tit), 


10.2 Series de Fourier 


En la última sección se mostró cómo resolver el problema fundamental con condiciones en 
la frontera de conducción del calor en el supuesto de que es posible expresar una función 
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dada definida en O x < /, como una serie de senos nx/l). A continuación se 

comienza a considerar una serie algo más general de la forma 


ÜQ 

y 


x> 


+1 


mnx , mTix\ 
eos —4- sen 1. 


( 1 ) 


En el conjunto de puntos donde converge la serie (1), define una función/, cuyo valor en 
cada punto es la suma de la serie para ese valor de x. En este caso, se dice que la serie (1) 
es la serie de Fourier^ para /. Los objetivos inmediatos son determinar qué funciones 
pueden representarse como una suma de una serie de Fourier y encontrar algunos medios 
para calcular los coeficientes de la serie. De paso, conviene hacer notar que el primer 
término de la serie (1) se escribe como aJl, en vez de como para simplificar una 
fórmula de los coeficientes que se deducirá más adelante. Además de su asociación con el 
método de separación de variables, las series de Fourier también son útiles en otras ma¬ 
neras, como en el análisis de sistemas mecánicos o eléctricos sobre los que actuán fuer¬ 
zas externas periódicas. 


Periodicidad de las funciones seno y coseno. Para analizar las seríes de Fourier es necesa¬ 
rio desarrollar ciertas propiedades de las funciones trigonométricas sen (m/cx/l) y eos (m kx! 
/), en donde m es un entero positivo. La primera es su carácter periódico. Se dice que una 
función es periódica con periodo 7 > 0 si el dominio de / contiene a x + 7 siempre que 
contenga a x y si 


/(x + T)=/(x) 


( 2 ) 


^ Las seríes de Fourier recibieron su nombre en honor de Joseph Fourier, quien las aplicó sistemáticamente por 
primera vez, aunque sin una investigación completamente rigurosa, en 1807 y en 1811 en sus artículos sobre 
conducción del calor. Según Riemann, cuando Fourier presentó su primer documento a la Academia de París 
en 1807, expresando que una fun::ión por completo arbitraria podía expresarse como una serie de la forma (1), 
el matemático Lagrange se sorprendió tanto que negó la posibilidad en los términos más contundentes. Aun¬ 
que resultó que la afirmación de Fourier de completa generalidad era demasiado fuerte, sus resultados inspi¬ 
raron un abundante caudal de investigación importante que ha continuado hasta la actualidad. Véase la obra 
de Grattan-Guinness o la de Carslaw [Introducción Histórica] para una historia detallada de las series de 
Fourier. 
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para todo valor dex. En la figura 10.2.1 se muestra un ejemplo de una función periódica. De 
la definición se sigue de inmediato que si T es un periodo de f entonces 2T también es un 
periodo, como de hecho lo es cualquier múltiplo entero de T. 

El valor más pequeño de T para el cual se cumple la ecuación (2) se llama período 
fundamental de /. En este sentido se debe observar que una constante puede concebirse 
como una función periódica de periodo arbitrario, pero no con periodo fundamental. Para 
cualquier función periódica no constante, el periodo fundamental se define de manera única 
y todos los demás periodos son múltiplos de éste. 

Si / y g son dos funciones periódicas cualesquiera con periodo común 7, entonces su 
producto/g y cualquier combinación lineal c^/+ también son periódicas con periodo 
7. Para demostrar la última proposición, sea 7(x) = cj{x) + entonces, para cual¬ 

quier X, 


F(x + T) = c^f(x + T) + c^gix + T) = cj(x) + C 2 g(x) = F(x). (3) 

Es más, se puede demostrar que la suma de cualquier número finito, o incluso la suma de 
una serie infinita converge, de funciones de periodo 7 también es periódica con periodo 7. 

En particular, las funciones sen(w;rx//) y cos(wto//), m = 1,2,3,..., son periódicas con 
periodo fundamental 7 = 2llm. Para ver esto, recuérdese que sen x y eos x tienen periodo 
fundamental 27ty que sen ax y eos a x tienen periodo fundamental 27r/a. Si se elige A = 
mnlU entonces el periodo 7 de sen {mnxH) y cos{m7tx/l) se expresa por 7 = 2nllmn^2llm. 

Nótese también que, como todo múltiplo entero positivo de un periodo también es un 
periodo, cada una de las funciones sen(/?í;rx//) y cos(w;rx//) tiene el periodo común 21. 

Ortogonalídad de las funciones seno y coseno. Para describir una segunda propiedad 
esencial de las funciones sen(/?i;rx//) y cos,{mnxll) se generalizará el concepto de 
ortogonalidad de vectores (ver la sección 7.2). El producto interno estándar (m, v) de dos 
funciones w y v de valores reales sobre el intervalo a < x < se define por 

(n, r) = n(x)i;(x) dx. (4) 

Se dice que las funciones uy v son ortogonales sobre o: ^ x ^ si su producto interno es 
cero; es decir, si 


m(x)i;(x) dx = 0. (5) 

Se dice que un conjunto de funciones es mutuamente ortogonal si cada pareja distinta de 
funciones en el conjunto es ortogonal. 

Las funciones stn(m 7 tx/l) y cos(mnx/1), m = 1,2,..., forman un conjunto de funciones 
mutuamente ortogonales sobre el intervalo - / ^ x ^ /. De hecho, satisfacen las siguien¬ 
tes relaciones de ortogonalidad: 



miix nnx , 
eos —— eos —j~~ dx 


mnx nnx 
eos -y- sen —y i 



n, 

m = n; 

(6) 

= 0, 

todo m, n; 

(7) 
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m ^ n, 
m = n. 


( 8 ) 


Se pueden obtener estos resultados por integración directa. Por ejemplo, para deducir la 
ecuación (8), nótese que 


mnx nnx , 1 f • 

sen—^ sen —dx = - \ eos 

J-í ^ ^ J-i _ 


(m — n)nx 


eos 


(m + n)nx 


l / 

1 l ísen[(m - n)7txll} sen[(m + n)7rx//] 
27r[ m ~ n m + n 

0 , 


dx 


en tanto que m-\-nym-nno sean cero. En virtud de que myn son positivos, m + ni^O. Por 
otra parte, si m - n = 0, entonces m = « y la integral debe evaluarse de otra manera. En este caso, 



1 í sen(2m7rx//)l ^ 

2 2mn/l J 
= l 


Esto establece la ecuación (8); las ecuaciones (6) y (7) pueden comprobarse mediante cál¬ 
culos semejantes. 


Fórmulas de Euler-Fourier. Supóngase ahora que una serie de la forma (1) converge y 
sea su suma/(x): 


/w = |+ I 

^ m = 1 


mnx 


a„ eos 


+ sen 


mnx^ 

~r)- 


(9) 


Los coeficientes y pueden relacionarse con bastante sencillez con/(x) como conse¬ 
cuencia de las condiciones de ortogonalidad (6), (7) y (8). Primero multipliqúese la ecua¬ 
ción (9) por cos(rt;rx//), en donde n es un entero positivo/íyo (n > 0) e intégrese con 
respecto a x desde -/ hasta /. En el supuesto de que la integración puede efectuarse legíti¬ 
mamente término a término,^ se obtiene 


i: 


/(x)cos dx 


ti: 


nnx , ^ 

eos — dx+ 2, a» 

» m= 1 


-l 


mnx nnx , 
eos —y— eos —j— dx 


+ 


00 ri 

E K 

m=l J-/ 


mnx nnx . 
sen —— eos —y— dx. 


( 10 ) 


^ Ésta no es una suposición trivial, ya que no todas las series convergentes con términos variables pueden 
integrarse de este modo. Sin embargo, para el caso especial de las series de Fourier, siempre se puede justifi¬ 
car la integración término a término. 
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Si se tiene presente que n es fijo mientras m varía en los enteros positivos, por las relaciones 
de ortogonalidad (6) y (7) se concluye que el único término que no se anula en el segundo 
miembro de la ecuación (10) es aquél para el que m- nenia primera suma. De donde, 


J{x)cos —— dx = 

I ' 


n = í, 2,.... 


( 11 ) 


Para determinar se puede integrar la ecuación (9) desde ~ / hasta / y se obtiene 


/(X) dx=^ -^ 
i - 

^ /«O’ 


dx + X 

-I m~ í 


mnx , , 

eos - dx Y, 

~ I í m~1 


mnx ^ 
sen j— dx 


( 12 ) 


dado que todas las integrales en que aparecen funciones trigonométricas se anulan. Por 
tanto. 




HTIX 

f{x) eos — dx, n - 0, 1, 2,.,, . 
/ ^ 


(13) 


Al escribir como a^/l el término constante de la ecuación ( 9 ), es posible calcular todos los 
a partir de la (13). En caso contrario, se tendría que usar una fórmula separada para a^. 
Es posible obtener una expresión semejante para los si se multiplica la ecuación (9) 
por sen(rt;rx//), se integra término a término desde hasta / y se usan las relaciones de 
ortogonalidad (7) y (8); por tanto, 


i nnx 

= y /(x) sen-p dx, n - 1, 2, 3,.... (14) 

Las ecuaciones (13) y (14) se conocen como fórmulas de Euler-Fourier para los coeficien¬ 
tes de una serie de Fourier. En consecuencia, si la serie (9) converge hacia f(x) y si la serie 
puede integrarse término a término, entonces los coeficientes deben quedar dados por las 
ecuaciones (13) y (14). 

Nótese que las ecuaciones (13) y (14) son fórmulas explícitas para los a^ y b^ en térmi¬ 
nos de/y que la determinación de cualquier coeficiente específico es independiente de 
todos los demás coeficientes. Por supuesto, la dificultad para evaluar las integrales de las 
ecuaciones (13) y (14) depende bastante de la función particular / de que se trate. 

Nótese también que las fórmulas (13) y (14) sólo dependen de los valores de/(x) en el 
intervalo -/ < x En virtud de que cada uno de los términos de la serie de Fourier (9) es 
periódico, con periodo 2/, la serie converge para toda x siempre que converja en -/ < x 
/ y su suma también es una función periódica con periodo 2/. De donde,/(x) queda determi¬ 
nada para toda x por sus valores en el intervalo ~l ^x^l. 

Es posible demostrar (ver el problema 11) que si g es periódica con periodo T, entonces 
toda integral de g sobre un intervalo de longitud T tiene el mismo valor. Si se aplica este 
resultado a las fórmulas de Euler-Fourier (13) y (14), se concluye que el intervalo de inte¬ 
gración, -/ < X ^ /, puede sustituirse, en caso de ser más conveniente, por cualquier otro 
interv^alo de longitud 2L 
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Ejemplo 1 


B Supóngase que existe una serie de Fourier que converge a la función / definida por 

í — X, — / < X < 0, 

/(X) = ' ’ 


X, o < X < /; 

/(x + 2/)=/(x). 


(15) 


Determinar todos los coeficientes de esta serie de Fourier. 

Esta función representa una onda triangular (ver la figura 10,2.2) y es periódica con periodo 
21. Por tanto, la serie de Fourier es de la forma 


/W = y + eos -J- + sen-^ ), 


(16) 


en donde los coeficientes se calculan a partir de las ecuaciones (13) y (14). Si sustituye /(x) de 
(13), con w = 0, se tiene 


«o 


1 


x) í/x 4* I 


X dx 


Para m > 0, la (13) da 


“ / 2 ; 2 “ ■ 


mnx , 1 

( — x) eos -y- í/X + y 


(17) 


mnx 

X eos —“ dx. 


Estas integrales pueden evaluarse mediante la integración por partes, con el resultado de que 
1 


/ mnx 

— X sen——- 
mn l 


o 1 

+ T 


~¡ 


l V mnx 
— ] eos—~ 
mn J l 

/ V / / V f I y ( 

— + — eos mn + — eos mn — — 

mn) \mn j \mn \mn 


l mnx ( l 

— X sen—4- —I eos- 
mn l \mn) ¡ 


21 


: (eos mn — 1), 


{mn)^ 

— AlKmnf, m impar, 

0, m par. 


1 , 2 ,... 


(18) 



FIGURA 10.2.2 Onda triangular. 
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FIGURA 10.2.3 Sumas parciales de la serie de Fourier, ecuación (20), para la 
onda triangular. 


Finalmente, por la ecuación (14) se concluye de manera semejante que 

í b^ = il (19) 

Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones (17), (18) y (19) en la serie (16), se obtiene la serie 
,f de Fourier para /: 


fM = -r 


41 

í 

TZX 

1 37rx 1 5nx 


eos-h 

-r eos — 4- ^ eos 

71^ 

V 

[ 

3^ 15^ l 

41 


CJC' 

eos (mnxjl) 


m- J 

X 

1,3.5_ 


41 

OC' 

V 

cos(2n 

— \)nx¡l 

~T? 

n-- 1 

(2/1 

- 1)^ 


En la figura 10.2.3 se muestran las sumas parciales de la serie (20) correspondientes a « = 1 y 
n = 2. La serie converge bastante rápido, dado que los coeficientes disminuyen proporcionales a 
{2n - 1)“^, lo cual confirma la figura. 


Ejemplo 2 


m - < L 
o. 


o, -3 < X < ~1 

l, - 1 < x < 1 

0, 1 < X < 3 


5 y supóngase que f(x + 6) = f(x); ver la figura 10.2.4. Encontrar los coeficientes de la serie de 
- Fourier para /. 

1 Como/tiene periodo 6, en este problema se concluye que / = 3. Por consiguiente, la serie de 
¿ Fourier para/tiene la forma 


ÜQ ^ í nnx , nnx 

y + L I y- + ^ sen — 
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Problemas 


i 

§i 


I 

i 

I 


y t 
1 


-7 


-5 -3 -1 


FIGURA 10.2.4 Gráfica de f(x) del ejemplo 2. 


§ en donde los coeficientes y se expresan por las ecuaciones (13) y (14) con / = 3. Se tiene 




K De manera semejante, 


m 

IW 

( 

m 


nnx 1 nnx 

eos- dx — — sen — 


2 nn 

— —sen “ , 
X nn 3 


«= 1,2, 


(23) 


(24) 


i y 

fii 


b„ = ~ 
" 3 


nnx 1 nnx 

sen -— dx = -eos- 

3 nn 3 


= 0, n-K2,... 


(25) 


|| Por tanto, la serie de Fourier para/es 


m l ^ 2 nn nnx 

i = ^ + L sen-- eos — 

3 „= 1 nn 3 3 


^ii 

■ 


3 ”^ 71 


, cos(27rx/3) cos(47i;x/3) cos(57ix/3) 

eos nx/ + - - + 


(26) 


En este texto, las series de Fourier aparecen principalmente como un medio para resolver 
ciertos problemas de las ecuaciones diferenciales parciales. Sin embargo, estas series tie> 
nen una aplicación mucho más amplia en la ciencia y la ingeniería y, en general, son herra¬ 
mientas valiosas en la investigación de fenómenos periódicos. A menudo, el problema toma 
la forma de resolver una señal de entrada en sus componentes armónicas, lo que equivale a 
construir su representación en serie de Fourier. En algunos intervalos de frecuencia, los 
términos por separado corresponden a colores distintos o tonos audibles diferentes. La 
magnitud del coeficiente determina la amplitud de cada componente. Este proceso se men¬ 
ciona como análisis espectral. 




En cada uno de los problemas 1 a 10, determine si la función dada es periódica. En caso 
afirmativo, encuentre su periodo fundamental. 


1. sen nx/l 2. eos 27 rx 

5. x^ 6. sen 5x 


3. senh 2x 4. tan nx 

7. senmx 8. 
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9. ñx) ^ 

10. /(X) = 


0, 2n — l < X < 2n, 

2/1 < X < 2« + 1; 

(-ir, 2/1-1 <x< 2 / 1 , 

1, 2/7 < X < 2/1 + 1; 


0 , ± 1 , ± 2 ,... 

n = 0, ± 1 , ± 2 ,. . .. 


11. Suponga que g es una función periódica integrable con periodo T, 

a) Si 0 < úí < r, demuestre que 

JJ áx) dx -= Jj*" ^ g{x) dx. 

Sugerencia: demuestre primero que g(x) dx = g(x) dx. Considere el cambio de 
variable 5 = x - T en la segunda integral. 

b) Demuestre que para cualquier valor de no necesariamente en 0 ^ a ^ 7, 

g(x)dx == g(x)dx. 

c) Demuestre que para valores cualesquiera áeay b, 


r ^ ^ 9{x) dx = g{x) dx. 

12. Si / es diferenciable y es periódica con periodo 7, demuestre que/' también es periódica 
con periodo 7. Determine si 


F(x) = ¡¡nt)dt 


siempre es periódica. 

13. Compruebe las ecuaciones (6) y (7) del texto por integración directa. 

En cada uno de los problemas 14 a 23, halle la serie de Fourier correspondiente a la función 
dada. 


14. /(X) 

15. /(X) 

16. /(X) 

17. /(X) 

18. /(X) 


— X, — / < X < /; 

1, — / < X < 0, 

0, 0 < X < /; 

[ — / — X, —l<x<0, 

I / — X, 0 < X < /; 

X, — 1 < X < 1; /(x + 2) = /(x) 

X + 1, — 1 < X < 0, 

X, 0 < X < 1; 


f(x + 2l) = f{x) 
f{x + 2l)=f(x) 

f{x + 2l) = f{x) 


f{x + 2) = f(x) 


19. /(x) = | 

20. /(X) = 1^’ 


— 2 < X < 0, 

0 < X < 2; 

— 7C < X < 0, 

0 X < ir; 


/(x + 4) = /(x) 
/(x + 2n) = f(x) 


21. /(X) = 


íx + 1, 

ll -X, 


- 1 < X < o, 

0 < X < 1; 


/(x + 2)=/(x) 
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22 . f(x) = 


jx + l, -l<x<0, 
[l, 0<x<l; 

fo, - 2 ^x<-l, 

23./(x) = -^x, -l<x<l. 


/(x + 2 /)=/(x) 


f(x + 4) = /(x) 


24. f(x) = -X para -/ < jc < / y /(jc + 2/) = f(x), encuentre una fórmula para f(x) en el 
intervalo / <;c < 2 /, en el intervalo -31 <x < - 21. 


25. Sif(x) = 



-1 < X < 0, 

0 < X < 1, 


y f(x + 2 ) = /(x), encuentre una fórmula para f(x) en el intervalo 1 < x < 2 ; y en el 
intervalo 8 < x < 9. 

26. Si /(x) = / - X para 0 < x < 2/ y /(x + 2/) = f(x), halle una fórmula para /(x) en el 
intervalo - / < x < 0 . 


27. Si/(x)= 


— / < X < 0, 
0 < X < /, 


y /(x + 2/) = /(x), halle los coeficientes de la serie de Fourier correspondiente a / al 
integrar sobre el intervalo 0 < x ^ 2/. Compare el resultado con el del problema 15. 

28. Si/(x) = X para -1 < x < 1 y /(x + 2) = /(x), halle los coeficientes de la serie de Fourier 
correspondiente a/al integrar sobre el intervalo 0 ^ x ^ 2. Compare el resultado con el 
del problema 17. 

*29. En este problema se indican ciertas semejanzas entre los vectores geométricos 
tridimensionales y las series de Fourier. 

a) Sean V 2 y V 3 un conjunto de vectores mutuamente ortogonales en tres dimensiones 
y u cualquier vector tridimensional. Demuestre que 


U = fljVi + «2^2 + ÍÍ 3 V 3 . 


(i) 


en donde 


U V: 

üi =-, i ~ 1 , 2, 3. (ii) 

Vi • Ví 

Demuestre que a- puede interpretarse como la proyección de u en la dirección de v., 
dividida entre la longitud de v.. 
b) Defina el producto interno (w, v) por 


Haga también 


(w, ^) = ^ M(x)tj(x) dx. 


(iii) 


(/)„(x) = cos(n7rx//), n — 0, 1, 2,...; 
\¡/„(x) =sen{«7rx//), n= 1, 2,... . 


Demuestre que la ecuación (10) puede escribirse en la forma 


(iv) 
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c) Use la ecuación (v) y las relaciones de ortogonalidad para demostrar que 


a 


n 


U\ 4 > n ) 

{4>n^ 


n = o, 1,2,...; 


lAn)’ 


« = 1 , 2 ,. ... 


(vi) 


Observe la semejanza entre las ecuaciones (vi) y la (ii). Las funciones y intervie¬ 
nen en las funciones como los vectores ortogonales v^, V 2 y V 3 en el espacio tridimensio¬ 
nal. Los coeficientes de y pueden interpretarse como proyecciones de la función/ 
sobre las funciones base y 

Observe también que cualquier vector en tres dimensiones puede expresarse como 
una combinación lineal de tres vectores mutuamente ortogonales. De manera semejante, 
cualquier función suficientemente suave definida sobre ~l ^ x l puede expresarse 
como una combinación lineal de las funciones mutuamente ortogonales cos (/7 7 rx//) y 
sen(«;TA://), es decir como una serie de Fourier. En general, para este fin se requieren una 
infinidad de cosenos y senos. Quizá esto no sea sorprendente en vista de la gran variedad 
de funciones definidas sobre -/ :< a: < /. Lo que sí puede sorprender (y así fue para 
Langrange y otros) es que solamente se necesiten senos y cosenos. 

' J ^ V .# ^ í m' k * 4- if 


10.3 Teorema de Fourier 


En la última sección se demostró que si la serie de Fourier 


«o 

2 ' 



+ b^scn 


m7r.x\ 



( 1 ) 


converge y, en consecuencia, define una función/, entonces/es periódica con periodo 21 y 
los coeficientes y están relacionados con f(x) por medio de las fórmulas de Euler- 
Fourier: 


m — 0, 1, 2,; (2) 

m= 1,2,.... (3) 

En esta sección se adoptará un punto de vista algo diferente. Supóngase que se da una 
función /. Si esta función es periódica con periodo 21 integrable sobre el intervalo [-/, /], 
entonces, a partir de las ecuaciones (2) y (3), es posible calcular un conjunto de coeficientes 
y y puede construir formalmente una serie de la forma (1). La cuestión es si esta 
serie converge para cada valor de x y, en caso de hacerlo, si su suma es /(x). Se han descu¬ 
bierto ejemplos que muestran que la serie de Fourier correspondiente a una función / puede 
no converger a/(x), o incluso puede divergen Las funciones cuya serie de Fourier no con¬ 
verge al valor de la función en puntos aislados son fáciles de construir y posteriormente se 
presentarán ejemplos en esta sección. Las funciones cuya serie de Fourier diverge en uno o 
más puntos son más “patológicas” y no se consideran en este libro. 




h^= - 


mnx 

J{x} eos - a.x, 


mnx 

/(x)sen —- dx. 



103 Teorema de Fourier 


583 


A fin de garantizar la convergencia de una serie de Fourier a la función, con base en cual 
se calcularon sus coeficientes, es esencial para imponer condiciones adicionales sobre la 
función. Desde un punto de vista práctico, estas condiciones deben ser suficientemente 
amplias para cubrir todas las situaciones de interés y, no obstante, suficientemente sencillas 
para comprobarse con facilidad para funciones particulares. Con los años, se han ideado 
varios conjuntos de condiciones para lograr este fin. 

Antes de enunciar un teorema de convergencia para las series de Fourier, se definirá un 
término que aparece en el teorema. Se dice que una función es sencillamente continua 
sobre un intervalo a ^ jc ^ 6 , si se puede partir el intervalo mediante un número finito de 
puntos = Xq < Xj < • • • < = /? de modo que 

1 . /sea continua en cada subintervalo abierto Xj j < x < Xj. 

2. / tienda a un límite finito a medida que, desde dentro de cada subintervalo se tiende 
hacia sus puntos extremos. 

En la figura 10.3.1 se muestra la gráfica de una función sencillamente continua. 

Se usa la notación /(c +) para denotar el límite de /(x) cuando x c por la derecha; es 
decir. 


/(c + ) = lím /(x). 

De manera semejante,/(c-) = f(x) denota el límite de/(x) cuando x tiende a cpor 

la izquierda. 

Nótese que no es esencial que incluso la función esté definida en los puntos de partición 
Xj. Por ejemplo, en el siguiente teorema se supone que f' es seccionalmente continua; pero 
es evidente que/' no existe en aquellos puntos en los que la propia /es discontinua. Tampo¬ 
co es esencial que el intervalo sea cerrado; también puede ser abierto o abierto en un extre¬ 
mo y cerrado en el otro. 



Nótese que [/(x -h) +/(x -)]/2 es el valor medio de los límites por la derecha y por la 
izquierda en el punto x. En cualquier punto en que /es continua, /(x +) = /(x -) = /(x). Por 
tanto, es correcto afirmar que la serie de Fourier converge a [/(x +) =/(x-)]/2 en todos los 
puntos. Siempre que se dice que una serie de Fourier converge a una función / siempre se 
quiere decir que converge en este sentido. 
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Es necesario destacar que las condiciones dadas en este teorema sólo son suficientes para 
la convergencia de una serie de Fourier; de ninguna manera son necesarias, como tampoco 
lo son las condiciones suficientes más generales que se han descubierto. A pesar de ello, la 
demostración del teorema es bastante difícil y no se da aquí."^ 

Para comprender mejor el contenido del teorema es útil considerar algunas clases de 
funciones que no satisfacen las condiciones supuestas. Las funciones que no están inclui¬ 
das en el teorema son primordialmente aquéllas con infinitas discontinuidades en el inter¬ 
valo [-/, /], como Mx^ cuando x 0, o In |jc - /| cuando x~> l. También se excluyen las 
funciones que tienen una infinidad de discontinuidades por salto en este intervalo; sin em¬ 
bargo, esas funciones rara vez se encuentran. 

Es notable que una serie de Fourier pueda converger a una suma que no es diferenciable, 
o incluso continua, a pesar del hecho de que cada término de la serie (4) sea continuo e 
incluso diferenciable una infinidad de veces. El ejemplo que sigue es una ilustración de 
esto; así como el ejemplo 2 de la sección 10.2. 


Ejemplo 1 


Sea 


:| 


./'(-V) = 


- / < X < 0, 

0 < X < /, 


(5) 


Supóngase que /está definida fuera de este intervalo de modo que/(x + 2/) =/(x) para toda x. 
Por el momento se dejará abierta la definición de/en los puntos x = 0, ± /, excepto que sus 
valores deben ser finitos. Encontrar la serie de Fourier para esta función y determinar en dónde 
converge. 

La ecuación y = /(x) tiene la gráfica que se muestra en la figura 10.3.2, extendida hasta el 
infinito en las dos direcciones. Puede concebirse como si representara una onda cuadrada. El 
intervalo [-/, /] se puede partir para dar los dos subintervalos abiertos (-/, 0) y (0, /). En (0, /), 
/(x) = l y /'(x) = 0. Resulta evidente que tanto / como f' son continuas y que además tienen 
límites cuando x -► 0 por la derecha y cuando x -► / por la izquierda. La situación en (-/, 0) es 
semejante. Como consecuencia, tanto/como/' son sencillamente continuas sobre [-/, /), de 
modo que/satisface las condiciones del teorema 10.3.1. Si se calculan los coeficientes y 
a partir de las ecuaciones (2) y (3), queda asegurada la convergencia de la serie de Fourier 
resultante a /(x), en todos los puntos en los que/es continua. Nótese que los valores de y 


^ En casi iodos los libros sobre cálculo avanzado es posible encontrar demostraciones de la convergencia de 
una serie de Fourier. Ver, por ejemplo, Kaplan (capítulo 7) o Buck (capítulo 6). 
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-3/ -21 -l 


l 21 31 


FIGURA 10.3.2 Onda cuadrada. 


son los mismos sin importar la definición de / en sus puntos de discontinuidad. Esto es cierto 
debido a que el valor de una integral no es afectado al cambiar el valor del integrando en un 
número finito de puntos. Por la ecuación (2), 


^ I j ^ 

= 0 , m^O, 

De manera semejante, por la ecuación (3). 


^0 = 7 /W dx dx = l; 

1-1 - n 


l ^ mnx , mnx 

= 7 /(^) “ 7 " 


mnx mnx 

f{x) sen—^ dx = sen^— dx 


(1 — eos mn) 


m impar; 


De donde, 


fM='z + - 

2 n 


nx 1 3nx 

sen— + - sen^- 

l 3 / 


1 5nx 

- sen --h 

5 / 


/ 21 ^ 

z 

2 n m=1.3,5. 


sen(m7rx//) 


/ 21 * sen(2n — 1)7ex// 

2 71 „ = 1 2n — 1 


En los puntos X = 0, ± ni, en los que la función/del ejemplo no es continua, todos los términos 
de la serie después del primero se anulan y la suma es //2. Este es el valor medio de los límites por 
la derecha y por la izquierda, como debe ser. Por tanto, también se podría definir / en estos 
puntos como que tienen el valor //2. Si se elige definirla de otra manera, la serie todavía da el 
valor //2 en estos puntos, ya que ninguno de los cálculos precedentes se altera en algún detalle; 
simplemente no converge a la función en esos puntos, a menos que/se defina como que tienen 
este valor. Esto ilustra la posibilidad de que la serie de Fourier correspondiente a una función 
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Problemas 


i 


i 



FIGURA 10.3.3 Una suma parcial de la serie de Fourier, ecuación ( 6 ), para la 
onda cuadrada. 


''J 

i' 

I 

Í 


puede no converger a ésta en los puntos de discontinuidad, a menos que la función se defina 
adecuadamente en esos puntos. 

En la figura 10.3.3 se indica la manera en la que las sumas parciales 


„ , . / 2/ / 7ix 1 [2n ~ l)7ix 

S„{x) = - + -- sen — + • • ■ + --- sen- 

2 n \ I 2n - I I 


« = 1 , 2 , 


de la serie de Fourier ( 6 ) convergen sif(x), en donde también se trazó la gráfica de 5g(x). En la 
figura se muestra que en los puntos en que/es continua, las sumas parciales en realidad tienden 
'df(x) cuando n crece. Sin embargo, en la vecindad de los puntos de discontinuidad, como x-0 
yx = l, las sumas parciales no convergen con suavidad al valor medio. En vez de ello, tienden a 
exceder la marca en cada extremo del salto, como si no pudieran ajustarse bien a la vuelta 
brusca requerida en este punto. Este comportamiento es típico de las series de Fourier en los 
puntos de discontinuidad y se conoce como fenómeno de Gibbs.^ 

En la figura 10.3.3 también se ilustra que la serie de este ejemplo converge con mayor lenti¬ 
tud que la del ejemplo 1 de la sección 10.2. Esto se debe al hecho de que los coeficientes de la 
serie ( 6 ) sólo son proporcionales a l/(2n ~ 1 ). 


Halle la serie de Fourier para cada una de las funciones de los problemas 1 a 8 . Suponga que 
las funciones se extienden periódicamente afuera del intervalo original. Trace la gráfica de la 
función a la que converge cada serie, para varios periodos. 


1. /(X) = 1 

í-1. 

- 1 < X < 0 

0 < X < 1 

2. /(.X) = ^ 

1 

fo. 

— n < X < 0 

0 < X < 71 


[x. 




1 

íl, 

0 < X < 5 < 1 

3. f(x) = sen^ x, 

— n < x < n 

4. /(X) = \ 

0, 

1 

s < X < 2 — s 






2 ~ 5 < X < 2 

1 

\l + x. 

— / < X < 0 

6. /(X) = 1 


x^ - 1 < X < 1 

5. /(X) = ^ 

1 

[¡-X, 

0 < X < / 



^ El fenómeno de Gibbs debe su nombre a John Willard Gibbs (1839-1903), quien es más famoso por su trabajo 
en análisis vectorial y mecánica estadística. Gibbs fue profesor de física matemática en Vale y uno de los 
primeros científicos estadounidenses en alcanzar fama internacional. El fenómeno de Gibbs se analiza con 
más detalle en la obra de Guillemin (capítulo 7) y en la de Carlslaw (capítulo 9). 
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1 “' 

7. J{x) = n, 

lo. 


— 71 < X < — 7r/2 
— njl < X < njl 
njl < X <.n 


8. f(x) - 



- 1 < X < O 
O < X < 1 


Términos periódicos de fuerza. En este capítulo el interés principal se centra en el empleo 
de las series de Fourier para resolver problemas con valores en la frontera, para ciertas ecua> 
ciones diferenciales parciales. Sin embargo, las series de Fourier también son útiles en mu¬ 
chas otras situaciones en las que ocurren fenómenos periódicos. En los problemas 9 a 12 se 
indica cómo se puede usar para resolver problemas con valor inicial con términos periódicos 
de fuerza. 

9. Encuentre la solución del problema con valor inicial 

y" -t- ío^y = sen nt, >’(0) = 0, }’'(0) = 0, 

en donde n es un entero positivo y ¿Qué sucede si to^ = 

10. Encuentre la solución formal del problema con valor inicial 


y" -f ü)^y = ^ sen ni, y(0) = 0, y'(0) = 0, 

M= 1 


en donde co > 0 no es igual a un entero positivo. ¿De qué manera se altera la solución si 
(O = /w, en donde m es un entero positivo? 

11. Encuentre la solución formal del problema con valor inicial 

y" + co^y = /(í), >(U) Ü, V-'(O) = 0, 

en donde/es periódica con periodo Ijty 


í 1, 0 < í < tt; 

f{t) = < 0, í = 0,71, 2n; 

[—1, 71 < t <2n. 

12. Encuentre la solución formal del problema con valor inicial 


/' + Cü^y = /(t), y(0) = 1, y'(0) = 0, 

en donde /es periódica con periodo 2 y 


13. Si se supone que 



0 < í < 1; 
1 < í < 2. 


m = y + z 

^ n=\ 


nnx nnx 

a„ eos —— f- b„ sen —^ 


Demuestre formalmente que 


1 

7 


if(x)y dx 


al 


2 


00 


+ Z 


(i) 
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Esta relación entre una función / y sus coeficientes de Fourier se conoce como ecuación 
de Perseval (1755-1836). Esta ecuación es muy importante en la teoría de las series de 
Fourier y se analiza más en la sección 11.7. 

Sugerencia: multiplique la ecuación (i) por/(x), integre desde -/ hasta / y aplique las 
fórmulas de Euler-Fourier. 

*14. a) Si / y /' son seccionalmente continuas sobre -/ < jc < / y si / es periódica con 
periodo 2 /, demuestre que na^ y nb^ son acotados cuando n^oo. 

Sugerencia: use la integración por partes, 

b) Si / es continua sobre -/ < x < / y es periódica con periodo 2/, y si /' y f" son 
seccionalmente continuas sobre -l < x ^ l, demuestre que y son acotados 
cuando n-^co. Aplique este hecho para demostrar que la serie de Fourier para/converge 
en cada uno de los puntos de - / x ¿Por qué/debe ser continua sobre el intervalo 
cerrado? 

Sugerencia: aplique nuevamente la integración por partes. 

Aceleración de la convergencia. En el siguiente problema se muestra cómo algunas veces 
es posible mejorar la rapidez de la convergencia de una serie de Fourier o de otra serie 
infinita. 

15. Suponga que se desea calcular valores de la función g, en donde 

* (2n-\) 

Es posible demostrar que esta serie converge, aunque con cierta lentitud. Sin embargo, 
observe que para n grande, los términos de la serie (i) son aproximadamente iguales a 
[sen(2n- l);rx]/(2« -1) y que los últimos términos son semejantes a los del ejemplo del 
texto, ecuación (6). 
a) Demuestre que 


£ [sen(2« - \)nx]l(2n - 1) = (n/2)[/(x) - i], (ii) 

n~ 1 

en donde/es la onda cuadrada del ejemplo, con / = 1. 
b) Reste la ecuación (ii) de la (i) y demuestre que 


^ [/(x) - Í J 


^ sen(2« — l)7tx 
«t-i {In - 


(ni) 


La serie (iii) converge mucho más rápido que la (i) y, por lo tanto, es una mejor manera 
de calcular valores de ^(x). 


10.4 Funciones pares e impares 

Antes de considerar más ejemplos de las series de Fourier es útil distinguir dos clases de 
funciones para las cuales es posible simplificar las fórmulas de Euler-Fourier. Estas son 
las funciones pares e impares, que se caracterizan geométricamente por la propiedad de 
simetría con respecto al eje y y el origen, respectivamente (ver la figura 10.4.1). 
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(a) (b) 

FIGURA 10.4.1 Funciones a) par y b) impar. 


Analíticamente, / es una función par si su dominio contiene el punto -x siempre que 
contiene al punto jc y si 

f(-x)=f{x) (1) 

para cada x en el dominio de /, De manera semejante, / es una función impar si su 
dominio contiene a -x siempre que contiene a y si 

f(-x)^-f(x) (2) 

para cada x en el dominio de /. Ejemplos de funciones pares son 1, eos nx, \x\ y Las 
funciones x, x^, sen nx y x^” ^ son ejemplos de funciones impares. Nótese que según la 
ecuación (2),/(O) debe ser cero si/es una función impar cuyo dominio contiene al origen. 
La mayor parte de las funciones no son pares ni impares; por ejemplo Sólo una función, 
/idénticamente cero, es a la vez par e impar. 

Algunas de las propiedades elementales de las funciones pares e impares son las siguientes: 

1. La suma (diferencia) y el producto (coeficiente) de dos funciones pares son pares. 

2. La suma (diferencia) de dos funciones impares es impar; el producto (cociente) de dos 
funciones impares es par. 

3. La suma (diferencia) de una función impar y una función par no es par ni impar; el 
producto (cociente) de dos funciones de estos tipos es impar,^ 

Las demostraciones de todas estas observaciones son sencillas y se deducen directamen¬ 
te de las definiciones. Por ejemplo, si tanto/j como/^ son impares y si ^(x) =/i(x) +/ 2 (x), 
entonces 


gi-x)=fii-x)+f2{-x) = -fi(x) -fiix) 

= -[/iW +/ 2 W] = -dix), (3) 


^ En caso de que cualquiera de las funciones se anule idénticamente, puede ser necesario modificar estas pro¬ 
posiciones. 
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por lo que4 -también es una fundón impar. De manera análoga si h{x) ~ 
entonces 


h(-x) = /,(-x)/ 2 (-x) = [-/i(x)][-/ 2 (x)] = /,(x)/ 2 (x) = h{x), (4) 

de modo que/^/^ es par. 

También son importantes las dos siguientes propiedades de las integrales de las funcio¬ 
nes pares e impares: 

4. Si /es una función par, entonces 

/(x) dx = 2 /(x) dx. (5) 

5. Si/es una función impar, entonces 

J’.,/(x)íix = 0. (6) 

Estas propiedades son intuitivamente claras a partir de la interpretación de una integral en 
términos del área bajo una curva y también se deducen de inmediato a partir de las defini¬ 
ciones. Por ejemplo, si/es par, entonces 

/(x) dx = /(x) dx + /(x) dx. 

Si se hace x = -i" en el primer término del segundo miembro y se aplica la ecuación (1) da 


/(x) dx = -j° f(s) ds + /(x) dx = 2 J^' /(x) dx. 

La demostración de la propiedad correspondiente para las funciones es semejante. 

Las funciones pares e impares tienen una importancia especial en las aplicaciones de las 
series de Fourier, ya que sus series de Fourier tienen formas especiales, lo que ocurre con 
frecuencia en los problemas físicos. 


Serie de cosenos. Supóngase que/y /' son seccionalmente continuas sobre -/ < x < / y 
que/es una función periódica par con periodo 21. Entonces, por las propiedades 1 y 3, se 
deduce que/(x)cos(rt 7 rx//) es par y que/(x)sen(n7rx//) es impar. Entonces, como conse¬ 
cuencia de las ecuaciones (5) y (6), los coeficientes de Fourier de/se expresan por 


a„=i 


nnx , 

f(x) eos dx, 

o * 


0 . 


n - 0, 1, 2,; 
n = 1, 2,.... 


(7) 


Por tanto, / tiene la serie de Fourier de / 


yw = ^+ Z a„cos-j-. 

En otras palabras, la serie de Fourier de cualquier función par consta solamente de las 
funciones trigonométricas pares cos(n;rx//) y el término constante; es natural dar a esta 
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serie el nombre de serie de cosenos de Fourier. Desde un punto de vista de cálculo obsér¬ 
vese que, a partir de la fórmula integral ( 7 ), sólo es necesario calcular los coeficientes 

para n = 0,1, 2,_Cada uno de los para n = 0,1,2,..., es automáticamente cero para 

cualquier función par, de modo que no es necesario calcularlos por integración. 

Serie de senos. Supóngase que/y /' son seccionalmente continuas sobre ~l ^ x ^ l, y 
que/es una función periódica impar de periodo 2/. Entonces, por las propiedades 2 y 3 se 
concluye que f(x)cos(n7üx/l) es impar y que f(x) sen(nnxll) es par. En este caso, los coefi¬ 
cientes de Fourier de/son 

= 0, n = 0, 1,2,..., 

2 nnx (^) 

= y J /Wsen — dx, n = 1, 2 ,..., 

y la serie de Fourier para/es de la forma 


^ nnx 

/W = I, í»» sen—, 

n- 1 í 

Por tanto, la serie de Fourier para cualquier función impar consta solamente de las funcio¬ 
nes trigonométricas impares sen{nnx/l); a esta serie se le llama serie de senos de Fourier. 
Una vez más, obsérvese que sólo es necesario calcular por integración la mitad de los 
coeficientes, ya que cada a^, para n = 0 , 1 , 2 ,..., es cero para cualquier función impar. 


Ejemplo 1 


Sean f{x) = x, ~l < x < l y f(-l) =/(/) = 0 . Supóngase que/está definida en todas partes, de 
modo que es periódica con periodo 21 (ver la figura 10.4.2). La función así definida se conoce 
como onda diente de sierra. Encontrar la serie de Fourier para esta función. 

En virtud de que/es una función impar, según la ecuación ( 8 ) sus coeficientes de Fourier son 


= 0 , 


n = 0, 1,2,...; 


^” = 7 


^ nnx 

X sen—— dx 
o i 


2 

l \nn 


nnx nnx nnx 
= t( — 1 ^sen-^- —cos~j~ 


nn 


n = 1, 2,.. . . 


De donde, la serie de Fourier para / la onda diente de sierra, es 


2/ - (-1/^1 HTTX 

jM = — Z -sen-—. 

n n=i n l 


(9) 


Obsérvese que la función periódica /es discontinua en los puntos ± /, ± 3/,..., como se muestra 
en la figura 10.4.2. En estos puntos, la serie(9) converge al valor medio de los límites por la 
izquierda y por la derecha; a saber, cero. La suma parcial de la serie (9), para n = 9se muestra en 
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la figura 10.4.3. El fenómeno de Gibbs (mencionado en la sección 10.3) ocurre nuevamente 
cerca de los puntos de discontinuidad. 


Nótese que en este ejemplo /(-/) = /(/) = 0, así como /(O) = 0. Esto se requiere si la 
función / ha de ser tanto impar como periódica, con periodo 2L Cuando se habla de cons¬ 
truir una serie de senos para una función definida sobre 0 < .í: ^ se entiende que, en caso 
de ser necesario, se debe redefinir primero la función como cero en x = 0 y ;c = /. 

Vale la pena observar que la función de onda triangular (ejemplo 1 de la sección 10.2) y la 
función de onda diente de sierra que acaba de considerarse son idénticas sobre el intervalo 0 
< X < /, Por consiguiente, su serie de Fourier converge a la misma función, /(x) = x, sobre 
este intervalo. Por tanto, si se requiere representar la función/(x) = x sobre 0 < x < / por una 
serie de Fourier, es posible lograrlo mediante una serie de cosenos, o bien, mediante una serie 
del senos. En el primer caso, / se extiende como una función par hacia el intervalo - / < x < 
0 y en las demás partes periódicamente (la onda triangular). En el segundo caso, / se extiende 
hacia -/ < x < 0 como una función impar, y periódicamente en todas partes (la onda diente 
de sierra). Si/se extiende de cualquier otro modo la serie de Fourier resultante todavía con¬ 
verge a X en 0 ^ X < /, pero comprenderá tanto términos seno como coseno. 



FIGURA 10.4.3 Una suma parcial de la serie de Fourier, ecuación (9), para la 
onda diente de sierra. 
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Al resolver problemas en ecuaciones diferencíales, a menudo es útil desarrollar en serie 
de Fourier una función /originalmente definida sólo en el intervalo [0. /]. Como ya se 
indicó para la función/( jc) = jc, existen varias posibilidades. Explícitamente, es posible: 

1. Definir una función gát periodo 21 de modo que 


gix) = 


[ñ-x). 


o < X < /, 

— / < X < 0. 


( 10 ) 


De este modo, la función g es la extensión periódica par de/ Su serie de Fourier, que 
es una serie de cosenos, representa a/sobre [0. /]. 

2. Definir una función h de periodo 2/ de modo que 


h{x) = ^ 


ñx), 

o, 


[-ñ-x). 


o < X < /, 

X = 0, /, 

~ / < X < 0. 


( 11 ) 


De este modo, la función h es la extensión periódica impar de /. Su serie de Fourier, 
que es una serie de senos, representa a /sobre (0, /), 

3. Definir una función A: de periodo 2/de modo que 


k{x)=fix), 0<x<l, (12) 

y hacer que k(x) esté definida para (-/, 0) de cualquier manera coherente con las 
condiciones del teorema 10.3.1. Algunas veces es conveniente definir k(x) como cero 
para -/ < x < 0. La serie de Fourier para k, que comprende tanto términos seno como 
coseno, también representa a/sobre [0, /] sin importar la manera en la que se defina 
/:(x) en (-/, 0). Por tanto, existen una infinidad de esas series, todas las cuales conver¬ 
gen a/(x) en el intervalo original. 

Por lo común, la forma del desarrollo a utilizar estará dictada (o por lo menos sugerida) 
por la finalidad para la que se necesita. Sin embargo, si se cuenta con una elección para 
aplicar del tipo de las series de Fourier, la selección algunas veces puede basarse en la 
rapidez de convergencia. Por ejemplo, la serie de cosenos para la onda triangular (ecuación 
(20) de la sección 10.2) converge con mayor rapidez que la serie de senos para la onda 
diente de sierra (ecuación (9) de la sección 10.4), aunque las dos convergen a la misma 
función para 0 < x < /. Esto se debe al echo de que la onda triangular es una función más 
suave que la de diente de sierra y, por lo tanto, es más fácil de aproximar. En general, 
mientras más derivadas continuas tenga una función sobre todo el intervalo - oo < x < oo, 
más rápido convergerá su serie de Fourier. Ver el problema 14 de la sección 10.3. 


Ejemplo 2 


Supóngase que 


fix) = 



X, 


0 < X < 1, 

1 < X < 2. 


(13) 


Como ya se indicó, es posible representar / por una serie de cosenos o una serie de senos. Trazar 
la gráfica de la suma de cada una de estas series para - 6 < x 6. 
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Problemas 


il 

i 

i 


m 

1 

1 ’^: 

Í|i 

i 


-6 -4 


-1 h 


_I—_ L-V^ 


6 a: 


FIGURA 10.4.4 Extensión periódica par de f(x) dada por la ecuación (13). 


y ^ 

1 1 i , 

.\l 1 1 1 NJ 1 , 

-6 V4 _v 

2 \4 6 ^ 


FIGURA 10.4.5 Extensión periódica impar de/(;c) dada por la ecuación (13). 

Si 

II' 

1 En este ejemplo 1 = 2, por lo que la serie de cosenos para/converge a la extensión periódica 
par de/de periodo 4, cuya gráfica se muestra en la figura 10.4.4. 

^ De manera semejante, la serie de senos para/converge a la extensión periódica impar de/de 
|l periodo 4. La gráfica de esta función se da en la figura 10.4.5. 


-fe -fe..!..:. . ..i. 




En cada uno de los problemas 1 a 12, determine si la función dada es par, impar o de ninguno 
de los dos tipos. 


1 . 

4. tan 2a 
7. c"" 

10. (2a - A-')^ 


3. A^ — 2a 4- 
5. sec A 6 . |a|^ 

8. ln|senA| 9. ]n|cos a| 

11. La función del problema 9, sección 10.2. 


12. La función del problema 10, sección 10.2. 


En cada uno de los problemas 13 a 18 aplique las propiedades de las funciones pares e 
impares para evaluar la integral dada. 

14, 

nnx nnx 

16. sen “““ eos dx 
J-í I l 

18. J’' A eos nx dx 

19. Demuestre que cualquier función puede expresarse como la suma de otras dos funcio¬ 
nes, una que es par y la otra impar. Es decir, para cualquier función /, cuyo dominio 
contiene a -x siempre que contenga a a, demuestre que existen una función par g y una 
función impar h tales que /(a) = g{x) + h(x). 

Sugerencia: Si se supone que /(a) = ^(a) + h(x), ¿cuál es /(-a)? 


13. 

í:. A sen nx dx 
17. J A*^ senn v í/a 


10 A Fundones pares e impares 


595 


20. Encuentre los coeficientes de las seríes de cosenos y de senos descritas en el ejemplo 2 . 

En cada uno de los problemas 21 a 30 determine la serie de Fourier requerida para la función 
que se da; trace la gráfica de la función a la que la serie converge sobre tres periodos. 


2 i./w={j: 

0 < X < l, 

1 < X < 2* cosenos, periodo 4. 

Compare con el ejemplo 1 y los problemas 4 y 7 de la sección 10.3. 

22 . f{x) = 1^’ 

0 < X < 1, 

. ^ - serie de senos, periodo 4. 

23. /(x) = 1, 

0 < X < 7r; serie de cosenos, periodo 2k. 

24. /(X) = 1, 

0 < X < 7r; serie de senos, periodo 2n. 

ÍO, 

0 < X < 7C, 

25. /(X) = 1, 

7 t < X < 2;:, serie de senos, periodo 6;r. 

U 

271 < X < 371. 

26. f(x) = X, 

0 < X < 1; serie de periodo 1. 

27. /(X) = / - X, 

0 < X < /; serie de cosenos, periodo 21 


Compare con el ejemplo 1 de la sección 10 . 2 . 


serie de senos, periodo 21. 

serie de cosenos, periodo An, 

serie de senos, periodo 2k. 

31. Demuestre que si / es una función impar, entonces 


28. f { x ) = / - X, 0 < X < /; 

29 ^/«.{*• 

(^ 0 , 71 < X < Ití; 

30. /(x) = -X, < X < 0; 


j [ j { x)dx = 0 . 

32. Demuestre las propiedades 2 y 3 de las funciones pares e impares, según se enunciaran 
en el texto. 

33. Demuestre que la derivada de una función para es impar y que la derivada de una fun¬ 
ción impar es par. 

34. Sea F(x) = f(t) dt. Demuestre que si /es par, entonces F es impar, y que si/es impar, 
entonces F es par. 

35. Con base en la serie de Fourier para la onda cuadrada del ejemplo 1 de la sección 10 . 3 , 
demuestre que 


71 

4 





= y 

n = o 2n + 1 


Esta relación entre k y los enteros positivos impares fue descubierta por Leibniz en 
1673. Calcule un valor aproximado de ;ral utilizar los cuatro primeros términos de esta 
serie. 

36. a) A partir de la serie de Fourier para la onda triangular (ejemplo 1 de la sección 10.2), 
demuestre que 


8 



c» t 

y__ 

M = o { 2n “f 1)^ 
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b) Calcule un valor aproximado de ;ral utilizar los cuatro primeros términos de la serie 
del inciso a). 

37. Suponga que /tiene una serie de senos de Fourier 


f{x)= £ f)„sen(«7tx/í) 


para 0 < x < /. 

a) Demuestre formalmente que 


í [f{x)fdx= f; bl 
Jo «= 1 


Compare este resultado con el del problema 13 de la sección 10,3. ¿Cuál es el resultado 
correspondiente si /tiene una serie de cosenos? 

b) Aplique el resultado del inciso a) a la serie de la onda diente de sierra dada en la 
ecuación (9) y, de este modo, demuestre que 


b ' + 2 ^' ^ 3 " 


n = 1 n 


Series especíales de Fouríer. Sea / una función originalmente definida sobre 0 x :s /. En esta 
sección se ha demostrado que es posible representar a / por una serie de senos o una de cosenos, 
al construir extensiones periódicas impar o par de /, respectivamente. Los problemas 38 a 40 se 
refieren a otras series especializadas de Fourier que convergen a la función / dada sobre (0, /). 

38. Suponga que /se extiende hacia (/, 21] de manera arbitraria. A continuación extienda la 
función resultante hacia {-21, 0) como una función impar y en todas partes como una función 
periódica con periodo 41 (ver la figura 10.4.6). Demuestre que esta función tiene una serie de 
senos de Fourier en términos de las funciones sen(«;rx/2/),« = 1, 2, 3,...; es decir, 


en donde 


/W = X b„stn{nnx/2¡), 


f{x)scn(nnx/2l) dx. 


Esta serie converge a la función original sobre (0, /). 

39. Suponga que / se extiende primero hacia (/, 2/], de modo que sea simétrica con respecto 
a X = /; es decir, de modo que satisfaga /(2/ - x) = /(x) para 0 ^ x /. Suponga que la 
función resultante se extendiende hacia {-21, 0) como función impar y en todas partes 
(ver la figura 10.4.7) como una función periódica con periodo 4/. Demuestre que esta 
función tiene una serie de Fourier en términos de las funciones sen(;rx/2/), sen(3;rx/2/), 
sen(5;rx/2/), . .. ; es decir, 




(2n — 1) 7ÍX 


en donde 


2 n (2n - l)7cx 

: - fix) sen ——— dx, 

lia 21 


Esta serie converge a la función original sobre (0, /]. 
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FIGURA 10.4.6 Gráfica de la función del 
problema 38, 



FIGURA 10.4.7 Gráfica de la función del 
problema 39. 


40. ¿Cómo se debe extender /, originalmente definida sobre [0, /], de modo que se obtenga 
una serie de Fourier que comprenda las funciones cos(;rjc/2/), cos(3;rjc/2/), cos(5;rx/ 
2/),... ? Consulte los problemas 38 y 39. Sif(x) = x para 0 < x ^ trace la gráfica de 
la función hacia la cual converge la serie de Fourier para -41 ^ x ^ 4L 


1il5^^^S^Uj^Hn^^^|r^^r^|lenrjasdecwiducciói^e^alor 

En la sección 10.1 se consideró el problema que consta de la ecuación de conducción del 
calor 


“ = W|, 0 < X < /, í > 0, 

las condiciones en la frontera 


(I) 


m(0, í) = 0, u(l, /) = 0, t > 0, 


y la condición inicial 


m(x, 0) = /(x), - 0 < X ^ /. 


Se encontró que la solución es 


( 2 ) 


(3) 


M(x,í) = ^ - S í/,, (4) 

«=1 / ^ j 

en donde los coeficientes son los mismos que los de la serie 

/(x)= ^ ¿„sen —. (5) 

« = 1 / 

La serie de la ecuación (5) es precisamente la serie de senos de Fourier para /; según lo 
visto en la sección 10.4, sus coeficientes están dados por 
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í’n = I J R^) sen ^ dx. (6] 

De donde, la solución del problema de conducción del calor, ecuaciones (1) a (3), se expre¬ 
sa por la serie de la ecuación (4), con los coeficientes calculados a partir de (6). 


Ejemplo 


# Encontrar la temperatura u{x, t) en cualquier instante en una varilla metálica de una unidad de 
f longitud, aislada en los lados, la que inicialmente tiene una temperatura uniforme de lO'^C en 

# toda su extensión y cuyos extremos se mantienen a 0°C para toda t > 0. 

É La temperatura en la varilla satisface el problema de conducción del calor (1), (2), (3), con l = 
^ 1 y f{x) = 10 para 0 < x < /. De este modo, por la ecuación (4), la solución es 


f 

s 


^ en donde, por la (6), 

i 


u(x, t)= z V sen í 




senrtTTx dx 


20 , 

= — (1 — eos /m) 
nn 


j 40 /n 7 t, 

lo. 


n impar; 
n par. 


Por último, si se sustituyen los de la ecuación (7), se obtiene 


(7) 


( 8 ) 


í w(x, í) = — y -e sen nnx. (9) 

La expresión (9) para la temperatura es moderadamente complicada, pero el comportamiento 
J de la solución puede observase con facilidad a partir de las gráficas de las figuras 10.5.1 y 
¿ 10.5.2, en donde, por conveniencia, se ha elegido = 1. En la figura 10.5,1 se muestra la 
^ distribución de temperaturas en la barra en diferentes instantes. Obsérvese que la temperatura 



FIGURA 10.5.1 Distribuciones de temperaturas en 
varios instantes para el problema de conducción del ca¬ 
lor del ejemplo 1. 



FIGURA 10.5.2 Dependencia de la temperatura con 
respecto al tiempo en varias ubicaciones para el proble¬ 
ma de conducción del calor del ejemplo 1. 
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disminuye de manera paulatina a medida que se pierde el calor de la varilla por los extremos. La 
forma en la que la temperatura decae en un punto dado de la barra se indica en la figura 10.5.2, 
en donde se ha trazado la gráfica de la temperatura contra el tiempo, para unos cuantos puntos 
seleccionados de la varilla. 

El factor exponencial negativo en cada término de la solución en series (9) hace que la serie 
converja con bastante rapidez, excepto para valores muy pequeños de / o de a^. Por ejemplo, 
ninguna de las gráficas de la figura 10.5.1 requiere la utilización de más de cuatro términos de la 
serie (9). Sí se calculan términos adicionales, las gráficas resultantes son indistinguibles. 


Conviene hacer notar que, en esta etapa, la solución (4) debe considerarse como una 
solución/orma/: es decir, se obtuvo sin justificación rigurosa de los procesos de tomar el 
límite que intervinieron. Esta justificación rebasa lo que cubre este libro. Sin embargo, 
una vez que se obtiene la serie (4), es posible demostrar que, en 0 < x < /, t > 0, converge 
a una función continua, que se pueden calcular las derivadas y al derivar la serie (4) 
término a término y que, de hecho, se satisface, la ecuación del calor (1). El argumento se 
apoya en gran parte en el hecho de que cada término de la serie (4) contiene un factor 
exponencial negativo y esto da por resultado una convergencia relativamente rápida de la 
serie. Un argumento adicional establece que la función u expresada por la ecuación (4) 
también satisface las condiciones en la frontera y las iniciales; con esto se completa la 
justificación de la solución formal. 

Es interesante hacer notar que aunque / debe satisfacer las condiciones del teorema de 
Fourier de la convergencia (sección 10.3), puede tener puntos discontinuidad. En este caso, 
la distribución inicial de temperaturas u{x, 0) -/(x) es discontinua en uno o más puntos. A 
pesar de ello, la solución u{x, t) es continua para valores arbitrariamente pequeños de í > 0. 
Esto ilustra el hecho de que la conducción del calor es un proceso difusivo que de modo 
instantáneo suaviza culesquiera discontinuidades que pudieran estar presentes en la distri¬ 
bución inicial de temperaturas. Finalmente, dado que / es acotada, por la ecuación (6) se 
concluye que los coeficientes también son acotados. Como consecuencia, la presencia 
del factor exponencial negativo en cada término de la serie (4) garantiza que 

lím u(x, r) = 0 (10) 

í— X 

para todax, sin importar la condición inicial. Esto concuerda con el resultado esperado 
a partir de la intuición física. 

A continuación se considerarán otros dos problemas de conducción unidimensional del 
calor, que es posible manejar con el método desarrollado en la sección 10.1. 

Condiciones no homogéneas en la frontera. Supóngase ahora que uno de los extremos de 
la barra se mantiene a una temperatura constante y que el otro se mantiene a una tempe¬ 
ratura constante entonces, las condiciones en la frontera son 

u{0,t)=^T^, u{Ut)^T2, r > 0. (11) 

La ecuación diferencial (1) y la condición inicial (3) permanecen sin cambio. 

Este problema es algo más difícil, en virtud de las condiciones no homogéneas en la 
frontera, que el de la sección 10.1. Sin embargo, si se hacen modificaciones adecuadas, el 
problema se puede resolver directamente por el método de separación de variables. En 
particular, la solución correspondiente al valor cero de la constante de separación (ecua- 



600 


Ecuaciones diferenciales parciales y series de Fourier 


ción (14) de la sección 10.1) debe retenerse y usarse para satisfacer las condiciones en la 
frontera (11). Es posible llegar al mismo resultado de manera ligeramente diferente si se 
reduce el problema actual a uno que tenga condiciones homogéneas en la frontera, el cual 
puede resolverse como en la sección 10.1, La técnica para hacerlo se sugiere en el siguiente 
argumento físico. 

Después de mucho tiempo, es decir, cuando í oo, se anticipa que se llegará a una 
distribución de temperaturas de estado estable v(x\ que es independiente del tiempo t y 
de las condiciones iniciales. Como v(x) debe satisfacer la ecuación de conducción del 
calor (1), se tiene 


t?"(x) = 0, 0 < X < /, (12) 

Además, y(x) debe satisfacer las condiciones en la frontera 

v{0)^T,, m=T^, (13) 

que son aplicables incluso cuando íoo. La solución de la ecuación (12) que satisface a las 
ecuaciones (13) es 


i;{x) = {T,-T0y + T,. (14) 

De donde, la distribución de temperaturas de estado estable es una función lineal de x. 

Si se regresa al problema original, ecuaciones (1), (3) y (11), se intentará expresar u{x, t) 
como la suma de la distribución de temperaturas de estado estable v(x) y otra distribución 
(transitoria) de temperaturas w(x, t)\ de este modo, se escribe 

u(x, t) ~ i'(x) + w(x, t). (15) 

Dado que v{x) se expresa por la ecuación (14), se resolverá el problema siempre que sea 
posible determinar w(x, t). El problema con valores en la frontera para w(x, t) se encuentra 
al sustituir la expresión de la ecuación (15) para u(x, t) en las ecuaciones (1), (3) y (11). 
Por la ecuación (1) se tiene 


se deduce que 


(X^{v + = (i^ + w)^; 


— vv’p (ló) 

en virtud de que v^^ = 0 y 0. De manera semejante, por las ecuaciones (15), (11) y (13), 

w(0, i) ^ m( 0, r) - t;(0) = Ti - Ti = 0, 
w(/, í) ~ u(/, í) — v(l) = T 2 '~T 2 = 0. 

Finalmente por las ecuaciones (15) y (3), 

w(x, 0) = m(x, 0) - v{x) = /(x) - r(x), (18) 

en donde v(x) se expresa por la ecuación (14), Por tanto, la parte transitoria de la solución 
del problema original se encuentra al resolver el problema que consta de las ecuaciones 
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(16), (17) y (18). Este último problema es precisamente el que se resolvió en la sección 
10.1, siempre que/(x) - v{x) se considere ahora como la distribución inicial de temperatu¬ 
ras. De donde. 


en donde 


X ^ 

u{x, t) = (Tz - r,) J + Ti + ^ h„i 
I «= 1 


sen 


nnx 


(19) 


b 


n 



/(x)-(T2-Ti)j-Ti 


nnx 

sen—^ dx. 


( 20 ) 


Este es otro caso en que un problema más difícil se resuelve al reducirlo a un problema 
más sencillo que ya se ha resuelto. La técnica de reducir un problema con condiciones no 
homogéneas en la frontera a uno con condiciones homogéneas en la frontera ai restar la 
solución de estado estable, tiene una amplia aplicación. 


Barra con extremos aislados. Se presenta un problema ligeramente diferente si los ex¬ 
tremos de la barra están aislados de modo que no pase calor a través de ellos. Según la ley 
de Newton del enfriamiento, como se analiza en el apéndice A, la razón de flujo de calor a 
través de una sección transversal es proporcional a la razón de cambio de la temperatura en 
la dirección x. Por tanto, en el caso de que no haya flujo de calor, las condiciones en la 
frontera son 


uJO, t) = 0, uj^l, í) = 0, t > 0. (21) 

El problema planteado por las ecuaciones (1), (3) y (21) también se puede resolver por el 
método de separación de variables. Si se hace 


m(x, t) = X(x)T{t\ 

y se sustituye u en la ecuación (1), se concluye, como en la sección 10.1, que 

1 T 


T 


= -cr, 


( 22 ; 


(23) 


en donde eres una constante. Por tanto, una vez más se obtienen las dos ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias 


X" + (tX = 0, (24) 

T -f - 0. (25) 

Para cualquier valor de a, un producto de soluciones de las ecuaciones (24) y (25) es una 
solución de la ecuación diferencial parcial (1). Sin embargo, sólo se tiene interés en aque¬ 
llas soluciones que también satisfacen las condiciones en la frontera (21). 

Si se sustituye la condición en la frontera enx = 0 por u{x, t) dada en la (21), se obtiene 
X\0)T(t) = 0. No es posible permitir que T(t) sea cero para toda t, ya que entonces también 
u(x, t) sería cero para toda t. Por ende, debe tenerse 


X'{0) - 0. 


(26) 
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Si se procede de la misma manera con la condición en la frontera en jc = /, se encuentra que 

XV) = 0. (27) 

Por tanto, se desea resolver la ecuación (24) sujeta a las condiciones en la frontera (26) y 
(27). Es posible demostrar que sólo pueden existir soluciones no triviales de este proble¬ 
ma si (T es real. En el problema 7 se indica una manera de demostrar esto; de modo 
alternativo, es posible apelar a una teoría más general que se analiza posteriormente en la 
sección 11.3. Se supondrá que a es real y, de modo sucesivo, se considerarán los tres 
casos o'<0, cr=0ycr>0. 

Si cr < 0, es conveniente hacer a = en donde A es real y positivo. Entonces la 
ecuación (24) queda X" - A^X = 0 y su solución general es 

X(x) — ki senh Áx -h /c 2 cosh Ax. (28) 

En este caso, las condiciones en la frontera sólo se pueden satisfacer al elegir = ¿2 = 0. 
Dado que esto es inaceptable, se concluye que cr no puede ser negativa; en otras palabras, 
el problema (24), (26), (27) no tiene eigenvalores negativos. 

Si o- = 0, entonces la ecuación (24) esX" = 0 y, por lo tanto, 

X(x) = k^x -i- k 2 . (29) 

Las condiciones en la frontera (26) y (27) requieren que = 0, pero no determinan Por 
tanto, a = 0 es un eigenvalor, correspondiente a la eigenfunciónX(x) = 1. Para (7 = 0, por la 
ecuación (25) se concluye que T{t) también es una constante, que puede combinarse con 
¿ 2 * De donde, para cr = 0 se obtiene la solución constante u(x, í) = k 2- 
Finalmente, si cr > 0, sea cr = A^, en donde A es real y positiva. Entonces la ecuación 
(24) queda X'' + A^X == 0 y, como consecuencia, 

X(x) = /C| sen /x + kj eos aa*. (30) 

La condición en la frontera (26) requiere que ^ = 0, y la condición en la frontera (27) 
requiere que X- nitli para n = 1, 2, 3, . . . , aunque deja a ^2 arbitraria. Por tanto, el 
problema (24), (26), (27) tiene una sucesión infinita de eigenvalores positivos 
con las eigenfunciones correspondientes X(x) = cosinjtxH). Para estos valores de cr, las 
soluciones T(t) de la ecuación (25) son proporcionales a 
Si se combinan todos estos resultados, se tienen las siguientes soluciones fundamentales 
para el problema (1), (3) y (21): 

Mo(a, f) = 1, 

nTix 

u„(x, t) ~ eos n == 1, 2,. .., (31) 

en donde se han eliminado las constantes arbitrarias de proporcionalidad. Cada una de estas 
funciones satisface la ecuación diferencial (1) y las condiciones en la frontera (21). Debido 
a que tanto la ecuación diferencial como las condiciones en la frontera son lineales y homo¬ 
géneas, cualquier combinación lineal finita de las soluciones fundamentales las satisfacen. 
Se supondrá que esto es cierto para combinaciones lineales infinitas convergentes de solu- 
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clones fundamentales. Por tanto, para satisfacer la condición inicial (3), se supone que 
t) tiene la forma 


u(x, t) = Mo(x, í) + X f) 

Z 1 


= -| + Z 




nnx 

eos 


2 „=, 

Lx)s coeficientes se determinan mediante el requisito de que 


(32) 


C yiTTX 

u{x, 0) = ^ + Z eos -y- = /'(.x). (33) 

Z n = 1 l 

De este modo, los coeficientes desconocidos de la ecuación (32) deben ser los coeficientes 
de la serie de cosenos de Fourier de periodo 21 para /. De donde, 


= 7 í /W eos dx, u = 0, 1, 2,... . (34) 

‘Jo ‘ 

Con esta elección de los coeficientes Cq, C 2 ,..., la serie (32) suministra la solución del 
problema de conducción del calor para una barra con extremos aislados, ecuaciones ( 1 ), (3) 

y (21). 

Vale la pena observar que también se puede concebir la solución (32) como la suma de 
una distribución de temperaturas de estado estable (dada por la constante Cq/2), que es 
independiente del tiempo t, y una distribución transitoria (dada por el resto de la serie infini¬ 
ta) que se anula en el límite, cuando t tiende al infinito. Que el estado estable sea una 
constante es coherente con la expectativa de que el proceso de conducción del calor gra¬ 
dualmente suavizará la distribución de temperaturas en la barra, en tanto se impida el esca¬ 
pe de calor hacia el exterior. La interpretación física del término 


2 


1 n 

7 /(^) dx 

* Jo 


es que se trata del valor medio de la distribución original de temperaturas. 


(35) 


Ejemplo 2 


I 


Encontrar la temperatura u(x, t) en cualquier instante en una varilla metálica de longitud unitaria 
que está aislada en los extremos, así como en los lados, y cuya distribución inicial de tempera¬ 
turas es u(x, 0 ) = X para 0 < x < 1 . 

La temperatura de esta varilla satisface el problema de conducción del calor (1), (3), (21), con 
/ = 1. Por tanto, por la ecuación (32), la solución es 


c ^ 

u(x, í) = -7 + X eos nnx, (36) 

2 « = 1 

en donde los coeficientes se determinan a partir de la ecuación (34). Se tiene 

Cq = 2 X dx = 1 


(37) 
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FIGURA 10.5.3 Distribuciones de temperaturas en varios instantes, para el pro¬ 
blema de conducción del calor del ejemplo 2. 


y, para « ^ 1, 


Por tanto, 


c„ = 2 X eos nnx dx 
= 2(cos nn ~ l)/(n7t)^ 

-4/(rt7r)^, «impar; 

0, n par. 


1 4 

w(x, t)^-- -2 


z 

^ 1 , 3 , 5 , 


(38) 


(39) 


es la solución del problema dado. 

Para a^ = 1, en la figura 10.5.3 se muestran gráficas de la distribución de temperaturas en la 
barra, en varios instantes. Obsérvese que se ha alcanzado esencialmente la distribución constan¬ 
te de estado estable cuando t = 0.5. Una vez más, la convergencia de la serie es rápida, por lo que 
bastan pocos términos para generar las gráficas de la figura 10.5.3. 


Problemas más generales. También se puede aplicar el método de separación de variables 
para resolver problemas de conducción del calor con condiciones en la frontera diferen¬ 
tes a las que se dan mediante las ecuaciones (11) y (21). Por ejemplo, el extremo izquierdo 
de la varilla podría mantenerse a una temperatura fija T, mientras que el otro está aislado. 
En este caso las condiciones en la frontera son 

w(0, t) = T, £) = 0, t > 0. (40f 

El primer paso para resolver este problema es reducir las condiciones dadas en la frontera 
homogéneas, al restar la solución de estado estable. En esencia, el problema resultante se 
resuelve con el mismo procedimiento que el de los problemas antes considerados. Sin em- 
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bargo, la extensión de la función inicial / hacia afuera del intervalo [0, /] es algo diferente 
de la de cualquiera de los casos considerados hasta ahora (ver los problemas 9 a 12). 

Cuando la razón del flujo de calor a través del extremo de la barra es proporcional a la 
temperatura, se presenta un tipo más general de condición en la frontera. En el apéndice A 
se demuestra que las condiciones en la frontera en este caso son de la forma 

t) — hiu{0, t) ~ 0, t) + h2u(l^ t) = 0, í > 0, (41) 

en donde y son constantes no negativas. Si se aplica el método de separación de 
variables al problema que consta de las ecuaciones (1), (3) y (41), se encuentra que X(x) 
debe ser una solución de 

+ (tA = 0, X'iO) - h^XiO) = 0, X'{1) + h2X{l) = 0, (42) 

en donde a es la constante de separación. Una vez más, es posible demostrar que sólo 
pueden existir soluciones no triviales para ciertos valores reales no negativos de cr, los 
eigenvalores, pero estos valores no se definen por una fórmula sencilla (ver el problema 
14). También es posible demostrar que las soluciones correspondientes de las ecuaciones 
(42), las eigenfunciones, satisfacen una relación de ortogonalidad y que se pueden satisfa¬ 
cer la condición inicial (3) al superponer dichas soluciones. Sin embargo, en el análisis de 
este capítulo no se incluye la serie resultante. Existe una teoría más general que abarca esos 
problemas y que se describe en el capítulo 11. 


Problemas 


1. Considere la conducción del calor en una varilla de cobre de 100 cm de longitud cuyos 
extremos se mantienen a 0°C, para toda t> 0, Halle una expresión para la temperatura 
u(Xy t)y si la distribución inicial de temperaturas en la varilla se expresa por 


(a) 

(b) 

(c) 


u(x, 0) = 


50, 

0 < X < 100 

fx, 

0 < X < 50 

[100 

— X, 50 < X < 100 

0, 

0 < X < 25 

•^50, 

25 < X < 75 

[o. 

75 < X < 100 


2. Sea una varilla metálica de 20 cm de longitud que se calienta a una temperatura uniforme 
de 100°C. Suponga que en / = 0 los extremos de la varilla se sumergen en un baño de 
hielo a 0°C y que, a partir de ese momento, se mantiene a esta temperatura, pero que no 
se permite fuga de calor a través de la superficie lateral. Encuentre una expresión para la 
temperatura en cualquier punto de la varilla, en cualquier inatante posterior. Use dos 
términos en el desarrollo en serie de la temperatura, para determinar aproximadamente 
la temperatura en el centro de la varilla en el instante / = 30 s, si la varilla es de a) plata, 
b) aluminio y c) hierro fundido. 

3. Para la situación del problema 2, encuentre el tiempo que transcurrirá antes de que el 
centro de la varilla se enfríe hasta una temperatura de 25°C, si la varilla es de a) plata, b) 
aluminio y c) hierro fundido. Use sólo un término en el desarrollo en serie de u{Xy t). 

4. Considere el problema de conducción del calor del ejemplo 1. 



606 


Ecuaciones diferenciales parciales y series de Fourier 


a) Si se usa un sólo término de la solución en serie y se hace = 1, determine el 
término r en el que la temperatura en el centro de la varilla se reduce hasta el 1% de su 
valor original. 

b) Repita el inciso a) si se usan dos términos de la solución en serie. 

c) Suponga que la varilla del ejemplo 1 tiene una longitud / y que la difusibilidad térmi¬ 
ca es ¿Cómo cambia el resultado del inciso a) en este caso? 

5. Sea una varilla de aluminio de longitud / que inicialmente está a la temperatura unifor¬ 
me de 25°C. Suponga que, en el instante í = 0, el extremo x = 0 se enfría hasta 0°C, 
mientras que el extremo x = / se calienta hasta 60°C y que, a partir de entonces, los dos 
se mantienen a esas temperaturas. 

a) Encuentre la distribución de temperaturas en la varilla en cualquier instante r. 

En los demás incisos de este problema, suponga que / = 20 cm. 

b) Use solamente el primer término de la serie para la temperatura u(x, t) con el fin de 
hallar la temperatura aproximada en x = 5 cm, cuando r = 30 s, y cuando t = 60 s. 

c) Use los dos primeros términos de la serie para u (x, t) a fin de encontrar un valor aproxi¬ 
mado de u (5,30). ¿Cuál es la diferencia porcentual entre las aproximaciones con uno y dos 
términos? ¿El tercer término de la serie tiene algún efecto apreciable para este valor de f? 

d) Use el primer término de la serie para w(x, t) para estimar el intervalo de tiempo que 
debe transcurrir antes de que la temperatura en x = 5 cm llegue a ser menos de 1% de su 
valor de estado estable. 

*e) Observe que n(5,30) del inciso c) es menor que la temperatura de estado estable 
(15°C) enx = 5 cm, aun cuando la temperatura (25°C) en x = 5 sea mayor que el valor de 
estado estable. ¿Puede explicar^ por qué sucede esto? 

6. a) Suponga que los extremos de una varilla de cobre de 100 cm de longitud se mantie¬ 
nen a 0°C. Suponga que el centro de la varilla se calienta hasta 100°C por medio de una 
fuente externa de calor y que esta situación se mantiene hasta alcanzar un estado estable. 
Encuentre esta distribución de temperaturas de estado estable. 

b) En un instante í = 0 (después de que se alcanzó el estado estable del inciso a)), 
suponga que se retira la fuente de calor. En el mismo instante, considere que el extre¬ 
mo x = 0 se pone en contacto térmico con un depósito a 20°C, mientras que el otro 
extremo permanece a 0°C. Encuentre la temperatura como una función de la posición 
y el tiempo. 

7. Considere una varilla uniforme de longitud 1 con una temperatura inicial dada por sen(:nrx/ 
/), 0 ^ X /. Suponga que los dos extremos de la varilla están aislados. Encuentre un 
desarrollo formal en serie para la temperatura u(x, í). ¿Cuál es la temperatura de estado 
estable cuando t oc? 

8. Considere el problema 

X" -h rrX - 0, X'iO) = 0, XV) = 0. (i) 

Sea £ 7 = en donde A = jU+ iv con uyv reales. Demuestre que si v 0, la única solución 
de las ecuaciones (i) es la trivial A"(x) = 0. 

Sugerencia: use un razonamiento semejante al del problema 13 de la sección 10.1. 

Los problemas 9 a 12 tratan del problema de conducción del calor en una varilla que está 
aislada en uno de sus extremos y que se mantiene a una temperatura constante en el otro. 


^ En el artículo de Knop, L., y Robbins, D., “Intermedíate Time Behavior of a Heat Equation Problem,’ 
Mathematics Magazine 51 (1984), pp. 217-219, aparece un análisis completo de este problema. 
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9. Encuentre la temperatura de estado estable en una varilla que está aislada en el extremo 
a: = 0 y que su extremo x- Isc mantiene a la temperatura constante de 0°C. 

10. Encuentre la temperatura de estado estable en una barra que está aislada en el extremo 
X = 0 y que se mantiene a la temperatura constante T en el extremo x = /. 

11. Considere una varilla uniforme de longitud l que tiene una distribución inicial de tempe¬ 
raturas dada por f{x\ 0 x ^ L Suponga que la temperatura en el extremo x = 0 se 
mantiene a 0°C, mientras que el extremo x = / está aislado de modo que no pasa calor a 
través de él. 

a) Demuestre que las soluciones fundamentales de la ecuación diferencial parcial y las 
condiciones en la frontera son 

u„(x, í) = i)2n2«2í/4/2 5 gjj['( 2 n — \)nx/2l~\, n~ 1, 2, 3,_ 

b) Encuentre un desarrollo formal en serie para la temperatura m(x, /), 

üO 

u(x,t)= Y, c„u„ix,t), 

n= 1 

que también satisfaga la condición inicial m(x, 0) = /(x). 

Sugerencia: aunque las soluciones fundamentales sólo comprenden los senos impares, 
sigue siendo posible representar / mediante una serie de Fourier en la que solamente 
aparezcan estas funciones. Ver el problema 39 de la sección 10.4. 

12. Considere la varilla del problema 11, pero suponga que la temperatura en el extremo x = 
0 se mantiene en un valor constante 7. Encuentre un desarrollo formal en serie para la 
temperatura u(x, t) en cualquier punto de la varilla, en cualquier instante. 

13. Encuentre la temperatura de estado estable en una varilla que satisface la condición en la 
frontera «^(0, /) -* w (0, /) = 0 en el extremo x = 0 y se mantiene a la temperatura constan¬ 
te T en el extremo x = /. 

14. El extremo derecho de una varilla de longitud a con conductividad térmica y área de 
la sección transversal A ^ se une al extremo izquierdo de una varilla de conductividad 
térmica ^2 y área de la sección transversal ^ 2 - La longitud total de la varilla compuesta 
es L Suponga que el extremo x = 0 se mantiene a la temperatura cero, mientras que el 
extremo x = / se mantiene a la temperatura T. Encuentre la temperatura de estado estable 
en la varilla compuesta, si se supone que la temperatura y la razón del flujo de calor son 
continuas enx = a. 

Sugerencia: ver la ecuación (2) del apéndice A. 

15. Considere el problema 

o < X < i, Í > 0 

w(0, t) — 0, u^{l, t) 4- yu{l, 0 = 9, í > 0 (i) 

u{x, 0) = /(x), 0 < X < /. 

a) Haga u{Xyt)~X{x)T{í)y demuestre que 

X" + (tX = 0, X{0) - 0, XV) + yXO) = o, (ii) 


y 


r' + í7a^r = 0, 
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en donde a es la constante de separación. 

b) Suponga que eres real y demuestre que el problema (ii) no tiene soluciones no trivia¬ 
les si cr < 0. 

c) Si <7 > 0, sea cr = A^, con A > 0. Demuestre que el problema (ii) tiene soluciones no 
triviales sólo si A es una solución de la ecuación 

k eos ki -f- >’ sen Ai = 0. (üi) 

*d) Trace las gráficas de y = tan A/ y = -XII yl, para A > 0, en el mismo sistema de 
ejes y demuestre que la ecuación (iii) es satisfecha por una infinidad de valores positivos 
de A; denote éstos por Aj, A 2 ,..., A^,..., en orden creciente. 

*e) Determine el conjunto fundamental de soluciones de ujix, t) correspondiente a los 
valores A^ hallados en el inciso d). 


10-6 Ecuación de onda: vibraciones de una cuerda elástica 

Una segunda ecuación diferencial parcial que se presenta a menudo en matemática aplica¬ 
das es la ecuación de onda.^ Alguna forma de esta ecuación, o una generalización de ella, 
surge casi inevitablemente en cualquier análisis matemático de los fenómenos que com¬ 
prenden la propagación de ondas en un medio continuo. Por ejemplo, los estudios de las 
ondas acústicas, ondas en el agua y ondas electromagnéticas todos se basan en esta ecua¬ 
ción. Quizá la situación más fácil de visualizar ocurre en la investigación de las vibraciones 
mecánicas. Supóngase que una cuerda elástica de longitud / se tensa con firmeza entre dos 
soportes al mismo nivel horizontal, de modo que el eje x quede a lo largo de la cuerda (ver 
la figura 10,6.1). Se puede imaginar que la cuerda elástica es una cuerda de violín, un 

tirante o quizá un cable de energía eléctrica. Supóngase que la cuerda se pone en movi¬ 

miento (al jalarla por ejemplo) de modo que vibre en un plano vertical y denótese por m(x, 
/) el desplazamiento vertical experimentado por la cuerda en el punto x, en el instante t. Si 
se desprecian los efectos de amortiguamiento, como la resistencia del aire, y si la amplitud 
del movimiento no es demasiado grande, entonces u(x, t) satisface la ecuación diferencial 
parcial 

= ( 1 ) 

en el dominio 0 < x < /, t > 0. La ecuación (1) se conoce como ecuación de onda y se 
deduce en el apéndice B al final del capítulo. El coeficiente constante que aparece en (1) 
se da por 

= r/p, (2) 


® La solución de la ecuación de onda fue uno de los problemas matemáticos importantes de mediados del siglo 
XVllí. La ecuación de onda fue deducida y estudiada por primera vez por D’Alembert en 1746. También 
llamó la atención de Euler (1748), Daniel Bemoulli (1753) y Lagrange (1759). La ecuación de onda fue 
resuelta de varias maneras y ios méritos de estas soluciones así como las relaciones entre ellas, fueron discu¬ 
tidas, algunas veces acaloradamente, en una serie de documentos a lo largo de más de 25 años. Los puntos en 
disputa se refirieron a la naturaleza de una función y a las clases de funciones que es posible representar por 
series trigonométricas. Estas cuestiones no fueron resueltas hasta el siglo XIX. 
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en donde T es la tensión (fuerza) en la cuerda y p es la masa por unidad de longitud del 
material de la misma. Por tanto, las unidades de a son longitud/tiempo; es decir, de veloci¬ 
dad. En el problema 9 se demuestra que a es la velocidad de propagación de las ondas a lo 
largo de la cuerda. 

Para describir por completo el movimiento de la cuerda, también es necesario especificar 
condiciones iniciales y en la frontera adecuadas para el desplazamiento u{x, /). Se supone 
que los extremos permanecen fijos y, por lo tanto, las condiciones en la frontera son 

m(0, t) ~ 0, u(/, t) = 0. t >0. (3) 

En virtud de que la ecuación diferencial (1) es de segundo orden con respecto a t, es plau¬ 
sible que sea necesario prescribir dos condiciones iniciales; éstas son la posición inicial de 
la cuerda 


u(x, 0) = /(x), 0 < X < /, 


( 4 ) 


y su velocidad inicial 


Uj(x, 0) = g(x), 0 < X < /, (5) 

en donde/ y ^son funciones dadas. Para que las ecuaciones (3), (4) y (5) sean coherentes 
también es necesario que 


/( 0 )=/(/)- 0 , gi0) = g(l)^0. ( 6 ) 

Entonces el problema matemático es determinar la solución de la ecuación de onda (1) 
que también satisfaga las condiciones en la frontera (3) y las condiciones iniciales (4) y (5). 
Como el problema de conducción del calor de las secciones 10.1 y 10.5, este problema es 
uno con valor inicial en la variable de tiempo t y uno con valores en la frontera en la 
variable espacial x. Alternativamente, puede considerarse como un problema con valores 
en la frontera en la franja seminfinita 0 < x < /, í > 0 del plano xr(ver la figura 10.6.2). En 
cada uno de los puntos de los lados seminfinitos se impone una condición y en cada punto 
de la base finita se imponen dos. Como contraste, el problema de conducción del calor, al 
ser de primer orden en el tiempo, requirió solamente una condición sobre la recta inicial r = 0. 

Es importante darse cuenta que la ecuación (1) rige un gran riúmero de otros problemas 
ondulatorios, además de las vibraciones transversales de una cuerda elástica. Por ejemplo, 
basta interpretar adecuadamente la función w y la constante a para tener problemas que 
tratan de las olas en un océano, las ondas acústicas o electromagnéticas en la atmósfera o 
las ondas elásticas en un cuerpo sólido. Si es significativa más de una dimensión espacial, 




610 


Ecuaciones diferenciales parciales y series de Fourier 



FIGURA 10.6.2 Problema con valores en la frontera para la ecuación de onda. 


entonces es necesario generalizar ligeramente la ecuación (1). La ecuación bidimensional 
de onda es 


+ Wyy) = (7) 

Esta ecuación surgiría, por ejemplo, al considerar el movimiento de una delgada hoja elás¬ 
tica, como el parche de un tambor. De manera semejante, la ecuación de onda en tres 
dimensiones es 


+ Myy + (8) 

En relación con las dos últimas ecuaciones, también deben generalizarse de manera ade¬ 
cuada las condiciones en la frontera y las condiciones iniciales. 

A continuación se resolverán algunos problemas típicos con valores en la frontera que 
comprenden la ecuación unidimensional de onda. 

Cuerda elástica con desplazamiento inicial diferente de cero. En primer lugar, supón¬ 
gase que la cuerda se perturba a partir de su posición de equilibrio y luego se suelta con 
velocidad cero en el instante í = 0, para que vibre libremente. Entonces el desplazamien¬ 
to vertical u(x, t) debe satisfacer la ecuación de onda (1) 

0 < X < /, í > 0; 

las condiciones en la frontera (3) 

«(0, t) = 0, u[U í) = 0, í > 0; 

y las condiciones iniciales 

u(x, 0) = /(x), u,(x, 0) = 0, 0 < X < /; 

en donde /es una función dada que describe la configuración de la cuerda en í = 0. 


( 9 ) 
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Es posible aplicar el método de separación de variables para obtener la solución de las 
ecuaciones (1), (3) y (9). Si se supone que 

u(x,t)=^X(x)T{t) (10) 

y se sustituye u de (1), se obtiene 





(ti) 


en üonde a es una constante. Por tanto, se encuentra queX(x) y T{t ) satisfacen las ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias 


X"-hfTX = 0, (12) 

+ = 0. (13) 

Como en el caso de los problemas de conducción del calor considerados antes, se determi¬ 
narán valores permisibles de la constante de separación o*, a partir de las condiciones en la 
frontera. Al sustituir u(x, t) de la ecuación (10) en las condiciones en la frontera(3) se 
encuentra que 


X(0) = 0, X(0 = 0. (14) 

El problema de resolver la ecuación diferencial (12), sujeta a las condiciones en la frontera 
(14), es precisamente el mismo problema que se presentó en la sección 10.1, en relación 
con el problema de conducción del calor. De este modo, es posible usar los resultados allí 
obtenidos: el problema (12) y (14) tiene soluciones no triviales si y sólo si 

a ~ n = 1, 2,... , (15| 

y las soluciones correspondientes paraX(jc) son proporcionales a %^x\{n7txll). Si se usa en la 
ecuación (13) los valores de a dados por la (15), se encuentra que T{t) es una combinación 
lineal de SQn{nKatll) y cos(n;raí/í). De donde, funciones de la forma 


u„{x, t) = 

nnx 

nnat 

n= 1,2,... 


sen —~ sen 

/ ’ 

(16) 

II 

nnx 

nnat 



sen —^ eos 

l ’ 

n = 1,2,... 

(17) 


satisfacen la ecuación diferencial parcial (1) y las condiciones en la frontera (3). Estas 
funciones son las soluciones fundamentales del problema dado. 

A continuación se buscará una superposición de las soluciones fundamentales (16), (17) que 
también satisfaga las condiciones iniciales (9). Por tanto, se supone que w(x, t) se expresa por 


m(x, t) = 


QD 


I 

n= 1 


[c„u„(x, t) + t)] 



sen- 


nnx 


sen 


HKat , nnat\ 
—;-(- eos-1 


l 


l 


(18) 
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en donde y son constantes que se elegirán para satisfacer las condiciones iniciales. 
La condición inicial u{x, t) - f{x) da 


YITTX 

u(x, Q)= Y, k„ sen-— = f(x). (19) 

1 í 

Como consecuencia, las k deben ser los coeficientes en la serie de senos de Fourier de 
periodo 21 para / y se expresan por 


k = 


/Y ^ J 

/ (x) sen —j~ dx. 


1 , 2 ,, 


( 20 ) 


En seguida se supone además que la serie (18) se puede derivar término a término con 
respecto a t. Entonces la condición inicial t) = 0 da 


u 


■X- 


,(x, 0) = X! 


nna nnx ^ 
Cn -y sen-- - 0. 


( 21 ) 


De donde, las cantidades cj^nnall ) deben ser los coeficientes en la serie de senos de Fourier 
de periodo 2 /, para la función que es idénticamente cero. A partir de las fórmulas de Euler- 
Fourier se concluye que = 0 para toda n. Por tanto, la solución formal^ del problema de 
las ecuaciones (1), (3) y (9) es 


^ niíx nnat 

m(x, í) = X sen -y- eos 

1 í ‘ 


( 22 ) 


en donde los coeficientes se dan por la (20). 

Para un valor fijo de n, la expresión sen(n;rx//)cos(n;rar//) de la ecuación (22) es perió¬ 
dica en el tiempo con el periodo Ulna; por lo tanto, representa un movimiento vibratorio de 
la cuerda que tenga este periodo o que tenga la frecuencia njiall. Las cantidades An = nna! 
/, para n =1, 2,..., son las frecuencias naturales de la cuerda; es decir, las frecuencias a 
las que la cuerda vibra libremente. El factor sen(nxx//) representa el patrón de despla¬ 
zamiento que ocurre en la cuerda, cuando vibra la frecuencia dada. Cada patrón de des¬ 
plazamiento se llama modo natural de vibración y es periódico en la variable espacial x; el 
periodo espacial 2lln se conoce como longitud de onda del modo de frecuencia nitalL 
En la figura 10.6.3 se muestran los tres primeros modos naturales. El movimiento total de 
la cuerda, dado por la función m(x, í) de la ecuación (22) es, por tanto, una combinación 
de los modos naturales de vibración y es también una función periódica del tiempo con 
periodo Illa. 


Justífícación de la solución. Como en el problema de conducción del calor considerado 
antes, la ecuación (22) con los coeficientes k^ dados por la ecuación (20) es sólo una solu¬ 
ción/or/wn/ de las ecuaciones (1), (3) y (9). Para averiguar si la ecuación (22) en realidad 
representa una solución del problema dado se requiere algo más de investigación. Como en 
el problema de conducción del calor, es tentador intentar demostrar esto directamente al 


^ Soluciones de la forma (22) fueron dadas por Euler en 1749 y, con gran detalle, por Daniel Bemoulli en 1753. 
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elástica, a) Frecuencia = KaU, longitud de onda = 21; b) frecuencia = iTta/U longi¬ 
tud de onda = /; c) frecuencia = 3;ra//, longitud de onda = 2//3. 


sustituir w(jc, t) de las ecuaciones (1), (3) y (9) por la expresión dada en la (22). Sin embar¬ 
go, al calcular formalmente por ejemplo, se obtiene 


í) = 




nnat 
eos -J- ; 


debido a la presencia del factor en el numerador, esta serie puede no converger. Esto 
no necesariamente significa que la serie (22) para u{x, t) es incorrecta, solamente que no 
se puede usar la serie (22) para calcular y La diferencia básica entre las solucio¬ 
nes de la ecuación de onda y las de la ecuación de conducción del calor es que ésta contiene 
términos exponenciales negativos que tienden a cero muy rápido al crecer n, lo cual 
asegura la convergencia de la solución en serie y sus derivadas. Como contraste, las 
soluciones en serie de la ecuación de onda sólo contienen términos oscilatorios que no 
decaen al crecer n. 

Sin embargo, existe una manera alternativa para establecer indirectamente la validez de 
la ecuación (22). Al mismo tiempo se ganará información adicional sobre la estructura de la 
solución. En primer lugar se demostrará que es equivalente a 


u(x, t) = i[/z(x - at] -h h{x + flí)], (23) 

en donde h es la función que se obtiene al extender los datos iniciales / hacia (-/, 0) como 
una función impar y a otros valores de x como una función periódica de periodo 21. Es 
decir, 




/(X), 

-/(-x). 


o < X < /, 

— / < X < 0; 


hix + 21) = ^(x). 

Para establecer la ecuación (23), nótese que h tiene la serie de Fourier 


(24) 


,, , ^ , nnx 

h(x)= X /c„sen-r-. (25) 

n=l I 

Entonces si se usan las identidades trigonométricas para el seno de una suma o diferencia, 
se obtiene 
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^ , í miat nnx nnat\ 

n{x - üt] - 2 ^ kJ sen — - eos --eos —— sen - 7 - ), 

K = 1 \ I I / I J 

j ^ / nnx nnat nnx nnat 

n(x 4- ai) = 2^ sen — - eos — -h eos . .sen- 

\ / / II 



y la ecuación (23) se deduce de inmediato al sumar las dos últimas ecuaciones. Por la 
ecuación (23) se ve que w(x, í) es continua para 0 < x < /, / > 0, siempre que h sea continua 
sobre el intervalo (- 00 , 00 ), Esto requiere que / sea continua sobre el intervalo original [0, /] 
y, como h es la extensión periódica impar de/, que /sea cero en x = 0 y x = /. De manera 
semejante, u es dos veces continuamente diferenciable con respecto a cualquiera de las 
variables en 0 < x < / t > 0, siempre que h sea dos veces continuamente diferenciable 
sobre (- 00 , 00 ). Esto requiere que/' y/'' sean continuas sobre [0, /]. Además, en virtud de 
que h" es la extensión impar de/", también debe tenerse /"(O) = /"(/) = 0. Sin embargo, 
dado que h es la extensión par de /', no se requieren condiciones adicionales sobre /'. 
Siempre que se satisfagan estas condiciones, pueden calcularse y a partir de la ecua¬ 
ción (23), y es un ejercicio elemental demostrar que estas derivadas satisfacen la ecuación 
de onda. Algunos de los detalles del razonamiento que acaba de indicarse se dan en los 
problemas 15 y 16. 

Si no se satisface alguno de los requisitos de continuidad del último párrafo, entonces u 
no es diferenciable en algunos puntos de la banda seminfinita 0 < x < /, t > 0, y por tanto, 
sólo es una solución de la ecuación de onda en un significado un tanto restringido. Una 
consecuencia física importante de esta observación es que si en los datos iniciales /están 
presentes cualesquiera discontinuidades, se mantendrán en la solución w(x, t) para todo el 
tiempo. Como contraste, en los problemas de conducción del calor las discontinuidades 
iniciales se suavizan instantáneamente (sección 10.5). Supóngase que el desplazamiento 
inicial / tiene una discontinuidad por salto en x = x^, 0 l Como h es una extensión 

periódica de/, la misma discontinuidad está presente en h{^) en § = Xq -r 2 /í/ y en § = - Xq + 
2/i/, en donde n es cualquier entero. Por tanto, h{x - at) es discontinua cuando x - ar = x^ + 2nl, 
o cuando 2nl Para una x fija en [0, /], la discontinuidad que originalmente 

estaba en x^ reaparecerá en h(x ~ at) en los instantes r = (x ± x^ - 2nl)la. De manera seme¬ 
jante, h{x -r at) es discontinua en el punto x en ios instantes r = (~ x ± 4- 2nl¡a, en donde m 

es cualquier entero. Con referencia a la ecuación (23), se concluye que la solución «(x, /) 
también es discontinua en el punto dado x en estos instantes. Puesto que el problema físico 
se plantea para t > 0, sólo interesan aquellos valores áe m y n que dan lugar a valores 
positivos de t. 

Problema general de la cuerda elástica. Supóngase que la cuerda se pone en movimiento 
a partir de una posición inicial específica con una velocidad dada; entonces, el desplaza¬ 
miento vertical m(x, i) debe satisfacer la ecuación de onda (1), 

a'^Ux^ — 0 < X < /, f > 0, 

las condiciones en la frontera (3), 


¿/(O, t) - 0, 


u(/, 0 = 0 , í > 0 , 
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y las condiciones iniciales 

n(x, 0) = /(x), n/x, 0) = g{x\ 0 < x < /, (26) 

en donde f y g son funciones dadas que definen la posición y la velocidad iniciales de la 
cuerda, respectivamente. 

Recuérdese que las soluciones fundamentales dadas por las ecuaciones (16) y (17) satis¬ 
facen la ecuación diferencial (1) y las condiciones en la frontera (3) y, una vez más, supón¬ 
gase que w(x, t) se expresa por la (18). Ahora se deben determinar los coeficientes c^y 
partir de las condiciones iniciales (26), Si se aplica la condición w(x, 0) =/(x) da 


^ vnix 

u{x, 0) = £ /c„ sen = /(x). (27) 

n= 1 í 

De donde, los coeficientes son nuevamente los coeficientes de la serie de senos de Fourier 
para/, de periodo 2/ y, por tanto, se expresan por la ecuación (20), 



ri 

o 


nnx 

f{x) sen-- dx^ 


n = 1, 2, . . 


Si se deriva la ecuación (18) con respecto a í y se aplica la segunda condición inicial w/x, 
0) = ahora da 


0) = 2^ — c„ sen-— = g(x) 

„= 1 í / 


nnx 


( 28 ) 


De donde, las cantidades {nnall)c^ son los coeficientes de la serie de senos de Fourier para 
g, de periodo 2/; por consiguiente, 


g{x) sen— dx, n = 1, 2,- (29? 

o í 

Por tanto, la ecuación (18), con los coeficientes dados por las ecuaciones (20) y (29), cons¬ 
tituye una solución formal para el problema de las ecuaciones (1), (3) y (26). Se puede 
establecer la validez de esta solución formal mediante razonamientos semejantes a los an¬ 
tes indicados para la solución de las ecuaciones (1), (31 y (9). 



Problemas 

1. Encuentre el desplazamiento u{x, t) en una cuerda elástica que está fija en sus extremos 
y que se pone en movimiento al jalar su centro. En este caso, u(x, t) satisface las condi¬ 
ciones (1), (3) y (9) con /(x) definida por 

-4x, 0 < X < //2, 

A(l - X], 112 <x< l. 


/(x) = 
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2. Halle el desplazamiento u{x, t) en una cuerda elástica, fija en los dos extremos, que se 
pone en movimiento sin velocidad inicial a partir de la posición inicial u(x, /) =/(x), en 
donde 

í Ax, 0 < X < 1/4, 

/(x)=J/l//4, 1/4 <x <31/4, 

[aíI-xI 31/4 <x < i 

3. Encuentre el desplazamiento u(x, t) en una cuerda elástica, que se mantiene fija en los 
extremos y que se pone en movimiento a partir de su posición de equilibrio, «(x, 0) = 0, 
con una velocidad inicial ufx, 0) ~ ^(x), en donde g es una función dada. 

4. Encuentre el desplazamiento u(x, t) de una cuerda elástica de longitud /, sujeta en los dos 
extremos, que se pone en movimiento a partir de su posición recta de equilibrio con la 
velocidad inicial ^definida por 

é 

( Ax, 0 < x < 1/2, 

"" |/ 1 (/ - X). 1/2 <x<!. 

5. Demuestre que la solución u(x, t) del problema 

u((), í) o, u(¡, t) = 0, u(x, 0) — f(x), ufx, 0) = g(x), 

puede escribirse como 

u(x, í) = ¿4'^. 0 + t), 

en donde v(x, t) es la solución del mismo problema con ^(x) = 0 y w(x, t) es la solución 
del mismo problema con/(x) = 0. De este modo, v(x, {) representa el movimiento de una 
cuerda a partir del reposo con el desplazamiento inicial/(x) y w(x, t) representa el movi¬ 
miento de una cuerda que se pone en movimiento a partir de su posición de equilibrio 
con velocidad inicial í?(x). Por lo tanto, se puede obtener la solución del problema gene¬ 
ral al resolver dos problemas subsidiarios. 

6. Si una cuerda elástica está libre en uno de sus extremos, la condición en la frontera a 
satisfacer allí es que = 0. Encuentre el desplazamiento m(x, t) en una cuerda elástica de 
longitud /, fija en X = 0 y libre en x = /, que se pone en movimiento sin velocidad inicial 
a partir de la posición inicial m(x, 0 ) =/(x), en donde /es una función dada. 

Sugerencia: demuestre que las soluciones fundamentales para este problema, que satis¬ 
facen todas las condiciones excepto la condición inicial no homogénea, son 

w„(x, r) = sen A„x eos at, 

en donde = (2n - /) ;r/2 /, n = 1, 2,_Compare este problema con el 11 de la sección 

10.5; en especial ponga atención en la extensión de los datos iniciales hacia afuera del 
intervalo original [0, /]. 

7. Es posible introducir variables adimensionales en la ecuación de onda (11) de la siguien¬ 
te manera: al hacer 5 = x/l, demuestre que la ecuación de onda queda 
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a continuación demuestre que Ha tiene las dimensiones de tiempo y que, por tanto, se 
puede usar como la unidad en la escala del tiempo. Finalmente, haga x^atHy demuestre 
que la ecuación de onda se reduce a 


En los problemas 8 y 9 se indica la forma de la solución general de la ecuación de onda y el 
significado físico de la constante a. 

8 . Demuestre que la ecuación de onda 

puede reducirse a la forma = 0 , mediante el cambio de variables § = x - 17 = x + ai. 

Demuestre que u{x, t) debe ser de la forma 

w(x, t) — (j){x — at} + {¡/{x 4- ai), 

en donde (¡yy ip son funciones arbitrarias. 

9. Trace la gráfica dei valor de (f)(x - at) para t = 0,1/a, lia, tja, si (pis) = sen 5. Observe 
que para cualquier i ^ 0 la gráfica de y = </>(x - at) es la misma que la de y = (p(x) cuando 
i = 0, pero desplazada una distancia at en la dirección x positiva. De este modo, a repre¬ 
senta la velocidad a la que la perturbación se mueve a lo largo de la cuerda. ¿Cuál es la 
interpretación de </>(x + ai)? 

10. Un alambre de cobre de 5 pies de longitud se estira medíante una fuerza de tracción de 50 
Ib. El alambre tiene un peso por unidad de longitud de 0.026 Ib/pie. 

a) Encuentre la velocidad de programación de las ondas transversales en el alambre. 

b) Encuentre las frecuencias naturales de vibración. 

c) Si se aumenta la tensión en el alambre, ¿cómo cambian las frecuencias naturales? 
¿También cambian los modos naturales? 

11 . Una cuerda vibrante que se desplaza en un medio elástico satisface la ecuación 

en donde es proporcional al coeficiente de elasticidad del medio. Suponga que la 
cuerda está fija en los extremos y que se suelta sin velocidad inicial a partir de la posición 
inicial /i(x, 0) = /(x), 0 < x < /. En el desplazamiento a(x, /). 

12. Considere la ecuación de onda 


a Ujf 

en un medio infinito unidimensional, sujeta a las condiciones inicíales 

m(x, 0) = /(x), W((x, 0) = 0, - xt < X < X . 

a) Use la forma de la solución obtenida en el problema 8 para demostrar que (p y ip 
deben satisfacer 


(pix) -H ipix) = /(x), 
-(/>'(x) -H «A'W = 0. 
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b) Resuelva las ecuaciones del inciso a) para (t>y i¡f y demuestre de este modo que 


u(x, f) i[/(x - at) + f{x + at)]. 


Esta forma de la solución la D’Alembert en 1746. 

Sugerencia: observe que la ecuación = (f)\x) se resuelva al elegir = (l)(x) + c. 

c) Haga 




- i < X < 1 

en caso contrario. 


Demuestre que 


f(x - at) = 


— 1 + ttí < X < 1 + ¿íí 
en caso contrario. 


También determinar/(x + at). 

d) Trace la gráfica de la solución hallada en el inciso b), en / = 0, í = Illa,t - Hay t = 
2/a, y obtenga los resultados que se muestran en la figura 10.6.4. Observe que un despla¬ 
zamiento inicial produce dos ondas que se mueven en direcciones opuestas alejándose 
de la ubicación original; cada onda consta de la mitad del desplazamiento inicial. 

13. Considere la ecuación de onda 


en un medio infinito unidimensional, sujeta a las condiciones iniciales 

u{x, 0) = 0, ^(x, 0) = ^(x), — oc < X < 00 . 

a) Use la forma de la solución obtenida en el problema 8 para demostrar que 

(/)(x) -f ij/{x) = 0, 

— ü<^lx) + fli/^lx) = g{x). 

b) Use la primera ecuación del inciso a) para demostrar que ^ continua¬ 
ción, utilice la segunda ecuación para demostrar que ->2a ~ Y» 

4>{x) = J diO di + 

en donde es arbitraria. Por último determine tp(x). 

c) Demuestre que 

1 

<*{x,t) = — g(i)dC 

2^ Jx-a, 

14. Combine los resultados de los problemas 12 y 13 para demostrar que la solución del 
problema 




u{x, 0) = /(x). 


u,(x, 0) = g(x). 


— OC < X < 00 
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FIGURA 10.6.4 Propagación de una perturbación inicial en un medio infinito unidimensional. 


se expresa por 


u(x, t) = ~\_f{x - at) + f{x + at)] + ¿ 

Los problemas 14 y 15 indican cómo es posible demostrar que la solución formal (22) de las 
ecuaciones (1), (3) y (9) constituye la solución real de ese problema. 

15. Aplique la identidad trigonométrica sen A eos B = j[sen(A ^ B) + sen(A - B)] para 
demostrar que la solución (22) del problema de las ecuaciones (1), (3) y (9) se puede 
escribir en la forma (23). 

*16. Suponga que h(^) representa el desplazamiento inicial en [0, /] extendido hacia (-/, 0) 
como una función impar y extendido en las demás partes como una función periódica de 
periodo 21. Si se supone que h, h' y h" son todos continuas, demuestre mediante la 
derivación directa que u{x, t\ según la ecuación (23), satisface la ecuación de onda (1) y 
también las condiciones iniciales (9). Observe también que como la ecuación (22) evi- 
dentemente satisface las condiciones en la frontera (3), lo mismo es cierto para la (23). 
Si se compara ésta con la solución del problema correspondiente para la cuerda infinita 
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(problema 12), se ve que tienen ia misma forma, siempre que los datos iniciales para la 
cuerda finita, definidos originalmente sólo sobre el intervalo i, extiendan de 

la manera dada sobre todo el eje x. Si se hace esto, la solución para la cuerda infinita 
también es aplicable a la finita. 

17. El movimiento de una membrana circular elástica, como el parche de un tambor, se rige 
por la ecuación bidimensional de onda en coordenadas polares 

u„ + (\/r)u, + = a ^u„. 

Si se supone que u{r, 0, t) - R(r)0(d)T(t\ encuentre ecuaciones diferenciales ordinarias 
que sean satisfechas por/?(r), 0(0), y T(t). 

*18. La energía total E(t) de la cuerda vibrante se da como una función del tiempo por 

= Jg [yufix, t) + iHu^(x, 0] dx; (i) 

el primer término es la energía cinética debida al movimiento de la cuerda y el segundo es 
la energía potencial creada por el desplazamiento de la cuerda al alejarse de su posición 
de equilibrio. 

Para el desplazamiento u(jt, í) dado por la ecuación (22), es decir, para la solución del 
problema de la cuerda con velocidad inicial cero, demuestre que 

E{t) = -fln^kl (ii) 

n=í 

Observe que el segundo miembro de la ecuación (ii) no depende de t. Por tanto, la energía 
total E es constante y, por consiguiente, se conserva durante el movimiento de la cuerda. 
Sugerencia: aplique la ecuación de Parseval (problema 37 de la sección 10.4 y problema 
13 de la sección 10,3) y recuerde que a^ = HIp. 

10 .7 Ecuación de L aplace 

Una de las ecuaciones diferenciales parciales más importantes que se presentan en las ma¬ 
temáticas aplicadas es la asociada con el nombre de Laplace^^: en dos dimensiones 

^xx + w>v n) 

y en tres dimensiones 

^xx + ^yv ^zz " ( 2 ) 

Por ejemplo, en un problema bidimensional de conducción del calor, la temperatura u{x, y, 
t) debe satisfacer la ecuación diferencial 

+ ^yy) = ( 3 ) 


La ecuación de Laplace recibe ese nombre en honor de Fierre Simón de Laplace quien, a partir de 1782 estudió 
con amplitud sus soluciones al investigar la atracción gravitacional de cuerpos arbitrarios en el espacio. Sin 
embargo, la ecuación apareció por vez primera en un documento de Euler sobre hidrodinámica, en 1752. 
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en donde es la difusibilidad térmica. Si existe un estado estable, entonces u es una 
función sólo de x y y la derivada respecto al tiempo se anula; en este caso, la ecuación (3) 
se reduce a la (1). De manera semejante, para el problema de estado estable de conducción 
del calor en tres dimensiones, la temperatura debe satisfacer la forma tridimensional de la 
ecuación de Laplace. Las ecuaciones (1) y (2) también se presentan en otras ramas de la 
física matemática. En la consideración de los campos electrostáticos, la función de poten- 
cial eléctrico en un medio dieléctrico que no contiene cargas eléctricas debe satisfacer la 
ecuación (1) o la (2), dependiendo del número de dimensiones espaciales que intervengan. 
De manera semejante, la función de energía potencial de una partícula en el espacio libre 
sobre la que sólo recibe la acción de fuerzas gravitacionales satisface las mismas ecuacio¬ 
nes. Como consecuencia, la ecuación de Laplace a menudo se menciona como ecuación 
del potencial. Otro ejemplo se presenta en el estudio del movimiento estable (independien¬ 
te del tiempo), bidimensional, no viscoso, irrotacional de un fluido incomprensible, el cual 
se centra en torno a dos funciones, conocidas como función del potencial de velocidad y 
función de corriente, que satisfacen la ecuación (1). En elasticidad, los desplazamientos 
que ocurren cuando se tuerce una barra perfectamente elástica se describen en términos de 
la llamada función alabeada, que también satisface la ecuación (1). 

En virtud de que en ninguno de los problemas que acaban de mencionarse existe depen¬ 
dencia con respecto al tiempo, no hay condiciones iniciales que tengan que ser satisfechas 
por las soluciones de la ecuación (1) o la (2). Sin embargo, deben satisfacer ciertas condi¬ 
ciones en la frontera sobre la curva o superficie que limita la región en la que va a resolverse 
la ecuación diferencial. Como la ecuación de Laplace es de segundo orden, sería plausible 
esperar que se requieran dos condiciones en la frontera para determinar la solución por 
completo. Sin embargo, éste no es el caso. Recuérdese que en el problema de conducción 
del calor para la barra finita (secciones 10.1 y 10.5) fue necesario prescribir una condición 
en cada extremo de la barra; es decir, una condición en cada punto de la frontera. Si se 
generaliza esta observación a problemas multidimensionales, entonces resulta natural pres¬ 
cribir una condición sobre la función u en cada punto de la frontera de la región en la que 
se busca una solución de (1) o (2). Se tiene la condición más común en la frontera cuando se 
especifica el valor de u en cada punto de la misma; en términos del problema de conducción 
del calor, esto corresponde a prescribir la temperatura sobre la frontera. En algunos proble¬ 
mas, en vez de ello se especifica el valor de la derivada, o razón de cambio, de u en la 
dirección normal a la frontera; la condición sobre la frontera de un cuerpo térmicamente 
aislado, por ejemplo, es de este tipo. Es por completo posible que ocurran condiciones en la 
frontera más complicadas; por ejemplo, podría prescribirse u sobre parte de la frontera y 
especificarse su derivada normal en el resto. El problema de encontrar una solución de la 
ecuación de Laplace que toma valores dados en la frontera se conoce como problema de 
Dírichlet, en honor de P. G. L. Dirichlet.^^ Como contraste, si se prescriben los valores de 
la derivada normal sobre la frontera, se dice que el problema es un problema de Neumann, 


“ Peter Gustav Lejeune Dirichiet (1805-1859) fue profesor en Berlín y, después del fallecimiento de Gauss, en 
Gotinga. En 1829 dio el primer conjunto de condiciones suficientes para garantizar Ja convergencia de una 
serie de Fourier. La definición de función que suele usarse en la actualidad en el cálculo elemental es en esencia 
la que dio Dirichiet en 1837. Aunque actualmente es más conocido por su trabajo en análisis y ecuaciones 
diferenciales, Dirichiet también fue uno de los teóricos más destacados en teoría de números de! siglo XIX. 
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en honor de K. G, Neumann^^. Los problemas de Dirichlet y de Neumann también se cono¬ 
cen como primero y segundo problemas con valores en la frontera de la teoría del potencial, 
respectivamente. 

Desde el punto de vista físico, es plausible esperar que los tipos de condiciones en la 
frontera que acaban de mencionarse basten para determinar por completo la solución. De 
hecho, es posible establecer la existencia y unicidad de la solución de la ecuación de Laplace 
en las condiciones mencionadas en la frontera, siempre que la forma de la frontera y las 
funciones que aparecen en las condiciones en la frontera satisfagan ciertos requisitos muy 
ligeros. Sin embargo, las demostraciones de estos teoremas, e incluso su enunciado exacto, 
rebasan el alcance de este libro. Lo único que interesa aquí es resolver algunos problemas 
típicos por medio de separación de variables y series de Fourier. 

Aunque los problemas elegidos como ejemplos pueden tener interpretaciones físicas in¬ 
teresantes (en términos de potenciales electrostáticos o de distribuciones de estado estable 
de temperaturas, por ejemplo), la finalidad aquí es señalar principalmente algunas de las 
características que se pueden presentar durante su resolución matemática. También vale la 
pena hacer notar una vez más que algunas veces se pueden resolver problemas más compli¬ 
cados al expresar la solución como la suma de soluciones de problemas más sencillos (ver 
los problemas 3 y 4). 

Problemas de Dirichlet para un rectángulo. Considérese el problema matemático de 
encontrar la función u que satisfaga la ecuación de Laplace (1), 

+ K.vv = o 

en el rectángulo 0<x<a, 0<y<b, y que también satisfaga las condiciones en la 
frontera 


u(.x, 0) = 0, u(x, = 0, 0 < X < a, 

u(0, y) =- 0, u(a, y) -- /(y), 0 < y < b, (4) 

en donde / es una función dada sobre 0 < y < b (ver la figura 10.7.1). 


Karl Gottfried Neumann (1832-1925), profesor en Leipzig, hizo contribuciones en ecuaciones diferenciales, 
ecuaciones integrales y variables complejas. 
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Para resolver este problema se desea construir un conjunto fundamental de soluciones 
que satisfagan la ecuación diferencial parcial y las condiciones homogéneas cu la frontera; 
luego se superpondrán estas soluciones de modo que se satisfaga la condición restante en la 
frontera. Supóngase que 


uix,y) = X{x)Y{y) (5) 

y sustitúyase u de la ecuación (1); esto da 

X" Y" 

en donde a es la constante de separación. Por tanto, se obtienen las dos ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias 


X" ~(tX = 0, (6) 

Y" -y gY^O. (7) 

Si ahora u dada en la ecuación (5) se sustituye en cada una de las condiciones homogéneas 
en la frontera, se encuentra que 


X(0) = 0 (8) 

y 

Y(0) = 0, Y{b) = 0. (9) 

Se determinará primero la solución de la ecuación diferencial (7) sujeta a las condiciones 
en la frontera (9). Sin embargo, este problema es en esencia idéntico al que se consideró 
con detalle en la sección 10.1. Se concluye que existen soluciones no triviales si y sólo si a 
toma ciertos valores reales; a saber, 

a = (nn/bf, n = 1, 2,...; (10) 

las soluciones correspondientes para Y(y) son proporcionales a sen(n Jtylb). En seguida, tr 
dada en la ecuación (10) se sustituye en la (6) y se resuelve ésta sujeta a la condición en la 
frontera (8). De inmediato se concluye que Í'(jc) debe ser proporcional a senb(njtx/b). De 
este modo se obtienen las soluciones fundamentales 


nnx nny , ^ 

u„{x, >;) = senh — sen-^, n = 1, 2,_ (11) 


Estas soluciones satisfacen la ecuación diferencial (1) y todas las condiciones homogéneas 
en la frontera para cada valor de n. 

Para satisfacer la condición no homogénea restante en la frontera cuando a: = a se supone, 
como de costumbre, que la solución u{x, t) se puede representar en la forma 


J') = £ l') = Z c„ senh sen 

n=l ri=l O b 


( 12 ) 
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Los coeficientes c se determinan por la condición en la frontera 


* , nna nny 

u{a, y) = ^ c„senhsen-^ =/(y). (13) 

fi-1 Ó b 

Por lo tanto, las cantidades sQnh{njta/b) deben ser los coeficientes de la serie de senos de 
Fourier para/, de periodo 2ó, y se expresan por 


c' senh 


nna 2 


f(y) sen dy. 


De este modo, la solución de la ecuación diferencial parcial (1) que satisface las condicio¬ 
nes en la frontera (4) está dada por la ecuación (12), con los coeficientes calculados a 
partir de la (14). 

Con base en las ecuaciones (12) y (14), se ve que la solución contiene el factor sQñh{njtx/ 
b)/senh(n;ra/¿>). A fin de estimar esta cantidad para n grande puede usarse la aproximación 
senh g ==== c^/2, y obtener así 


senh(n7ix/b) ^ \ cxp{nnx/h) 
senh(n7ia/b) ~ ^ exp(n7i£í/b) 


= exp[ —n7t(a — x)//?]. 


Por tanto, este factor tiene el carácter de una exponencial negativa; como consecuencia, la 
serie (12) converge bastante rápido a menos que a-x sea muy pequeña. 

Problema de Dirichlet para un círculo. Considérese el problema de resolver la ecua¬ 
ción de Laplace en la región circular r < a, sujeta a la condición en la frontera 

u{a.e)^f(e\ ( 15 ) 

en donde/es una función dada sobre 0 ^ 0 < 2;r (ver la figura 10.7.2), En coordenadas 
polares, la ecuación de Laplace toma la forma 

Urr H 4 2 = 0. (16) 

r r 

Para completar el planteamiento del problema se observa que, para que w(r, &) sea de 
valores únicos, es necesario que u sea periódica en B con periodo 2jz. Además, se expresa 
explícitamente que w(r, 0) debe estar acotada para r ^ a, yB. que esto será importante 
posteriormente. 

Para aplicar el método de separación de variables a este problema se supone que 

M(r, 0) = R(r)©(0), (17) 

y se sustituye u de la ecuación diferencial (16) por esta expresión. De este modo se obtiene 


R'© + - R'0 -h R©" = 0, 
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o bien, 


R" 


R' 


0 " 


-;:r + >■-TT = = 


R 


R 


0 


(18) 


en donde eres la constante de separación. Por tanto, se obtienen las dos ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias 

r^R" + rR' ~ aR = 0, (19) 

0" + (T0 = 0. (20) 

En este problema no hay condiciones homogéneas en la frontera; sin embargo, recuérdese 
que las soluciones deben ser acotadas y también periódicas en 6, con periodo In. Es posible 
demostrar (problema 9) que la condición de periodicidad requiere que crsea real. Se conside¬ 
rarán sucesivamente los casos en que cr es negativa, cero y positiva. 

Si o- < 0, sea o- = - en donde A > 0; entonces la ecuación (20) queda ©" - A^0 = 0 y 
como consecuencia, 


e{d} = c,e^^ + C2e~^^. ( 21 ) 

Por tanto, 0(6) puede ser periódica sólo si = 0 y se concluye que cr no puede ser 

negativa. 

Si o* = 0, entonces la ecuación (20) queda © " = 0 y, por tanto, 

0(0) = ci + C 2 O. (22) 

Para que 0(0) sea periódica debe tenerse C 2 = 0, de modo que 0(6) es constante. Además, 
para or = 0, la ecuación (19) quede 

r^R" rR' = 0. (23) 

Esta ecuación es del tipo de Euler y tiene la solución 


/^(r) = /ci H- ^2 


(24) 
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No es posible aceptar el término logarítmico, si u{r, 6) ha de permanecer acotada cuando 
r 0; de donde, ¿2 “ 0- tanto, correspondiente a cr = 0, se obtiene la solución 

uoir.0)= 1 . ( 25 ) 

Por último si o- > 0, se hace cr = en donde A > 0. Entonces las ecuaciones (19) y (20) 
quedan 


r^R" + rR' - Á^R=() 

(26) 

y 


0” + ;.20 = 0, 

(27) 

respectivamente. La (26) es una ecuación de Euler y tiene la solución 


R(r) = ky + 

(28) 

mientras que la (27) tiene la solución 


0(0) = Ci senÁff + C 2 eos /0. 

(29) 


Para que © sea periódica con el periodo 2jres necesario que Asea un entero positivo Con 
A = n se deduce que debe descartarse la solución de la ecuación (28), en virtud de que 
se vuelve no acotada cuando r —♦ 0, Como consecuencia, ^2 = 0 y las soluciones apropiadas 
de la (16) son 

u„(r, 0) == r" eos nO, 0) = r"sen n = I, 2, . . . . (30) 

Estas funciones, junto con «^(r, 0) = 1, forman un conjunto de soluciones fundamentales 
del presente problema. 

De la manera acostumbrada, supóngase ahora que u puede expresarse como una combi¬ 
nación lineal de las soluciones fundamentales; es decir, 

u{r, 0) = “ + Y. ^”(^n sen nO). (31) 

Entonces, la condición en la frontera (15) requiere que 

u{a, 0) = ™ + Y 

2 /T= 1 

para 0 < 0 < 2;r. La función / puede extenderse hacia afuera de este intervalo de modo que 
sea pariódica de periodo 2,;r y, por lo tanto, tiene una serie de Fourier de la forma (32). 
Como la función extendida tiene periodo 2tc, es posible calcular sus coeficientes de Fourier 
al integrar sobre cualquier periodo de la función. En particular, es conveniente utilizar el 
intervalo original (0, Itt); entonces, 

rzn 

f{0) eos nO dO, n — 0, 1, 2,...; (33) 

o 

rzn 

I f{B) sen nO dO, n = l, 2,.... (34) 


a‘c„ = - 

Tí 


n"/c„ = - 
n 
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Problemas 


Con esta elección de los coeficientes, la ecuación (31) representa la solución del problema 
con valores en la frontera de las ecuaciones (15) y (16). Nótese que en este problema se 
necesitaron tanto términos en seno como en coseno en la solución. Esto se debe a que los 
datos en la frontera se dieron sobre 0<2;ty tienen periodo 27t. Como consecuencia, se 

requiere toda la serie de Fourier, en lugar de sólo términos en seno o en coseno. 




vX. -.i 


1. a) Encuentre la solución u(x,y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 0 < x < «, 
0 < y < ¿> que también satisfaga las condiciones en la frontera 

u(0, y) = 0, u{a, y) ~ 0 , 0 < y < b 

u{x, 0) = 0, u{x, b) = g{x), 0 < x < a. 

b) Encuentre la solución si g(x) se da por la fórmula 





X, 


0 < X < a/ 2 , 
a /2 <x < a. 


2. Encuentre la solución u{x, y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 0 < x < u, 0 < 
y <b que también satisfaga las condiciones en la frontera 

u{0, y) = 0, u{a, y) = 0, 0 < y < 

u(x, 0) = h{x), u(x, b) = 0, 0 < X < 

3. Encuentre la solución u(x, y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 0 < x < a, 0 < 
y <b que también satisfaga las condiciones en la frontera 


m( 0, y) = 0, u{a, y) = /(y), Q < y < b, 

u{x, 0) = /i(x), u(x, b]~ 0 , 0 < x < a. 

Sugerencia: considere la posibilidad de sumar las soluciones de los dos problemas, uno 
con condiciones homogéneas en la frontera, excepto para w(fl, y) = /(y), y el otro con 
condiciones homogéneas en la frontera, excepto para w(x, 0) = h{x). 

4. Muestre cómo encontrar la solución u{x, y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 
0 <x< a, 0 <y<b, que también satisfaga las condiciones en la frontera 

w(0, y) = /c(y), u(a, y) = /(y), 0 < y < 6, 

u{x, 0) — h(x\ u(x, b) = g(x), 0 < x < a. 

Sugerencia: ver el problema 3. 

5. Encuentre la solución u(r, 6 ) de la ecuación de Laplace 


Wrr + (l/r)u, H- {\/r^)u 0 Q = 0 


fuera de círculo r = n, que también satisfaga la condición en la frontera 


u(a, 0) = /(0), 0 <d< 2 n, 

sobre el cálculo. Suponga que «(r, d) es de valores únicos y acotada para r> a. 
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6. Encuentre la solución u{r, 6) de la ecuación de Laplace en la región semicircular r < a, 
Q < d< ;rque también satisfaga las condiciones en la frontera 

u(r, 0 ) 0 , u{r, n) ~ 0, 0 < r < a, 

u(a, 0) = f{0X 0 < 0 <71. 

Suponga que u es de valores únicos y acotada en la región que se da. 

7. Encuentre la solución «(r, 6) de la ecuación de Laplace en el sector circular 0 < r < n, 
0 < B< a que también satisfaga las condiciones en la frontera 

u(r, 0) = 0, u(r, a) — 0, 0 < r < n 

u{a, 0) — f{0\ 0 < 0 < a. 

Suponga que u es de valores únicos y acotada en el sector. 

8. Encuentre la solución u(x, y) de la ecuación de Laplace en la banda seminfinita 0 < x < 
a, y > 0, que también satisfaga las condiciones en la frontera 

m(0, y) = 0, u(íJ, y) = 0, y > 0 
u(x, 0) == /(x), 0 < X < a 

y la condición adicional de que u{x, y) 0 cuando y oc. 

9. Demuestre que la ecuación (20) tiene soluciones periódicas sólo si cr es real. 
Sugerencia: Haga cr = - A^, en donde A = jU + /V con // y v reales. 

10. Considere el problema de encontrar una solución u{x,y) de la ecuación de Laplace en el 
rectángulo 0 <x<¿ 2 , 0<y<b, que también satisfaga las condiciones en la frontera 

uM y) = 0, uja, y) = J iy), 0 < y < b, 

Uy(x, 0) = 0, b) — o, o < X < a. 

Este es un ejemplo del problema de Neumann. 

a) Demuestre que la ecuación de Laplace y las condiciones homogéneas en la frontera 
determinan el conjunto fundamental de soluciones 


Uo(x, y) = Co, 

w„(x, y) — cosh(«7rx/b) cos(n7ry/b); n = 1, 2, 3,.... 

b) Superponga las soluciones fundamentales del inciso a), determinar formalmente una 
función u que también satisfaga la condición no homogénea en la frontera u^(a, y) = 
/(y). Observe que, cuando se calcula y), se elimina el término constante en u(x,y) 
y no existe condición a partir de la cuál determinar Cq. Además, debe ser posible expresar 
/por medio de una serie de casos de Fourier de periodo 2b, que no tenga término cons¬ 
tante. Esto significa que 


j;/(y)¿y = o 

es una condición necesaria para que el problema dado sea resoluble. Por último, observe 
que Cq permanece arbitraria y, de donde, la solución sólo queda determinada hasta esta 
constante aditiva. Esta es una propiedad de todos los problemas de Neumann. 
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11. Encuentre una solución u(r, 6) de la ecuación de Laplace en el interior del círculo r = n 
que también satisfaga la condición en la frontera sobre el círculo 

d) = g{ei 0<0 <271. 

Observe que éste es un problema de Neumann y que su solución sólo está determinada 
hasta una constante aditiva arbitraria. Establezca una condición necesaria sobre g(6) 
para que este problema sea resoluble por el método de separación de variables (ver el 
problema 10). 

12. Encuentre la solución y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 0 < x < a^O < 
y < b, que también satisfaga las condiciones en la frontera 

u^(0, y) = 0, y) - /(y), 0 < y < h, 

«(x, 0) = 0, m(x, - o, o < X < íi. 

Observe que este no es un problema de Dirichlet ni de Neumann, si no un problema 
mixto en el que se prescribe u sobre parte de la frontera y su derivada normal sobre el 
resto. 

13. Encuentre la solución m(x, y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo ü < x < a,0 < 
y < by que también satisfaga las condiciones en la frontera 

u(0, y) = 0, u(a, y) = /(y), 0 < y < h, 

m(x, 0) = 0, Uy{x, h) = 0, 0 < X < ¿í. 

Sugerencia: a la larga será necesario desarrollar/(y) en una serie en la que se apliquen 
las funciones sen(jry/2/)), sen(3.Try/2¿>), sen(5;ry/2¿?), . . . (ver el problema 39 de la 
sección 10.4). 

14. Encuentre la solución w(x, y) de la ecuación de Laplace en el rectángulo 0 < x < «, 0 < 
y < ó, que también satisfaga las condiciones en la frontera 

y) = 0, y) = 0, 0 < y < ó, 

m(x, 0) = 0, u(x, b) = /(x), 0 < X < £í. 

15. Al escribir la ecuación de Laplace en las coordenadas cilindricas (r, 6, z) y después 
suponer que la solución es axialmente simétrica (no hay dependencia con respecto a 6), 
se obtiene la ecuación 


«rr + (lAK + u,, == 0. 

Si se supone que «(r, z) = R(r)Z(z) demuestre que Ry Z satisfacen las ecuaciones 
rR" -{-R' + 2^rR - 0, Z" - = 0. 

La ecuación para/? es la ecuación de Bessel de orden cero con variable independiente Ar. 


APÉNDICE A 


Deducción de la ecuación de conducción del calor. En esta sección se deduce la ecua¬ 
ción diferencial que, por lo menos hasta una primera aproximación, rige la conducción del 
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FIGURA 10.A.1 Conducción del calor en un elemento de una barra. 


calor en sólidos. Es importante comprender que el análisis matemático de una situación o 
proceso físico como éste se basa en última instancia en un conocimiento empírico del 
fenómeno que se trata. El matemático debe contar con un punto de partida, por así decirlo, 
y éste lo proporciona ia experiencia. En el caso de la conducción del calor, se ha demostra¬ 
do muchas veces que si dos placas paralelas de la misma área A y diferentes temperaturas 
constantes y respectivamente, están separadas por una pequeña distancia d, pasa una 
cantidad de calor por unidad de tiempo de la placa más caliente a la menos caliente. Ade¬ 
más, con un alto grado de aproximación, esta cantidad de calor es proporcional ai área A, o 
la diferencia de temperaturas | T 2 -T 2 I e inversamente proporcional a la distancia de ¡sepa¬ 
ración d. Por tanto, 

Cantidad de calor por unidad de tiempo - kA\T^- T^\/d, (1) 

en donde el factor de proporcionalidad positivo k se llama conductividad térmica y depen¬ 
de sólo del material^^ existente entre las dos placas. La ley física expresada por la ecuación 
(1) se conoce como ley de Newton del enfriamiento. Se repite que la (1) es un resultado 
empírico, no teórico, y que se le puede comprobar, como se ha hecho a menudo, mediante 
experimentos cuidadosos. Es la base de la teoría matemática de la conducción del calor. 

A continuación, considérase una barra recta de sección transversal uniforme y de mate¬ 
rial homogéneo, orientada de modo que el eje x quede a lo largo del eje de la barra (ver la 
figura 10.A. 1). Desígnese jc = 0 y .¡c = / los extremos de la barra. 

Se supondrá que los lados de la barra están perfectamente aislados, de modo que a través 
de ellos no pasa calor. También se supondrá que la temperatura u sólo depende de la posi¬ 
ción axial .T y del tiempo t, y no de las coordenadas laterales y y z. En otras palabras, se 
supone que la temperatura permanece constante sobre cualquier sección transversal de la 
barra. Esta suposición suele ser satisfactoria cuando las dimensiones laterales de la barra 
son pequeñas en comparación con su longitud. 

La ecuación diferencial que rige la temperatura en la barra es una expresión de un equi¬ 
librio físico fundamental: la razón a la que el calor fluye hacia cualquier porción de la barra 
es igual a la razón a la que el calor es absorbido en esa porción de la barra. Los términos de 
la ecuación se llaman término de flujo y término de absorción, respectivamente. 

Se calculará primero el término de flujo. Considérese un elemento de la barra que se 
encuentra entre las secciones transversales x-x^y Ax, en donde es arbitraria y 

Ax es pequeño. La razón instantánea de transferencia de calor//(X q, /) de izquierda a dere¬ 
cha, a través de la sección transversal x = x^^, se da por 


En realidad, K también depende de la temperatura, pero si el intervalo de temperaturas no es demasiado 
grande, resulta satisfactorio suponer que k es independiente de la misma. 
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HiXg, t) = 


, “(^0 + d.12, t) - u{Xo - d/2, t) 

— Jim kA -^- 

rf-o d 


= -kAu^ÍXq, t). 


( 2 ) 


El signo menos aparece en esta ecuación porque liay un flujo positivo de calor de izquierda 
a derecha sólo si la temperatura es mayor a la izquierda de x = Xq que a la derecha; en este 
caso uJ^Xq, t) es negativa. De manera semejante, la razón a la que pasa calor de izquierda a 
derecha, a través de la sección transversal x = Xq + Ax, se da por 


H{xo + Ax, t) = ~kAu^{xq + Ax, t). (3) 

Por tanto, la razón neta a la que fluye el calor hacia el segmento de la barra entre x = x^ y 
X = Xq + Ax se expresa por 


Q = H(Xq, t) — H(xq + Ax, t) = kA[u^íXq + Ax, t) - u^Xq, 0], (4) 

y la cantidad de calor que entra en este elemento de barra en el tiempo At es 

g Ai = kA^uJ^Xq + Ax, í) — M^{xo, 0] (5) 

Calcúlese ahora el término de absorción. El cambio promedio en la temperatura, Aw, en 
el intervalo de tiempo Ai, es proporcional a la cantidad de calor Q A? que se introduce e 
inversamente proporcional a la masa Am del elemento. Por tanto, 


l QAt _ QAt 
s Am spA Ax ’ 


( 6 ) 


en donde la constante de proporcionalidad s se conoce como calor específico del material 
de la barra y p es su densidad.^"^ El cambio promedio en la temperatura, A w, en el elemento de 
barra que se está considerando es el cambio real en la temperatura en algún punto interme¬ 
dio x = Xq + 0 Ax, en donde 0 < 0 < 1. Por tanto, la ecuación (6) puede escribirse como 


m(xo + ^ Ax, í + Ai) - w(xo + 0 Ax, t) = 


QAt 
spA Ax ’ 


(7) 


o como 


Q At — [w(xo + 0 Ax, t -f Ai) — u(Xo + 0 Ax, i)] spA Ax, (8) 

Para balancear los términos de flujo y de absorción, se igualan las dos expresiones para 
2 Ai; 

k:^[w^(Xo + Ax, i) — w^(Xo, i)] Ai 

— spA[u{xQ -h 0 Ax, i -f Ai) — u(xq + 6 Ax, i)] Ax, (9) 


La dependencia de la densidad y del calor específico con respecto a la temperatura es relativamente peque¬ 
ña, por lo que se despreciará; por tanto p y s se considerarán como constantes. 
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1 1 Al dividir la ecuación (9) entre Ax Ai y hacer que Ax O y Ai O, se obtiene la ecuación 
S de conducción del calor o de la difusión 

( 10 ) 

La cantidad definida por 

a^-=Klps ( 11 ) 

í se llama difusibilidad térmica y es un parámetro que sólo depende del material de la barra. 
J Las unidades de son (longitud)^ tiempo. En la tabla 10.1.1 se dan valores comunes de a^. 
J En los extremos de la barra es posible imponer varias condiciones relativamente senci- 
J lias. Por ejemplo, la temperatura en uno de los extremos puede mantenerse en algún valor 

Í constante 7. Esto podría llevarse a cabo ai colocar el extremo de la barra en contacto íérmi' 
co con algún depósito de tamaño suficiente, de modo que cualquier calor que fluyera entre 
la barra y el depósito no alterara de modo apreciable la temperatura de éste. En el extremo 
en que se hace esto, la condición en la frontera es 

w n = 7. (12) 

I Ocurre otra sencilla condición en la frontera si se aísla el extremo de modo que no pase 
calor a través de él. Si se recuerda la expresión (2) para la cantidad de calor que cruza 
cualquier sección transversal de la barra, resulta evidente que la condición de aislamiento 
es que esta cantidad se anule; por tanto, 

= 0 (13) 

es la condición en la frontera en un extremo aislado. 

Se tiene un tipo más general de condición en la frontera si la razón de flujo de calor a 
través de uno de los extremos de la barra es proporcional a la temperatura allí. Considérese 
el extremo x = 0, en donde la razón de flujo de calor de izquierda a derecha se expresa por 
-fcAu/0, t); ver la ecuación (2). De donde, la razón de flujo de calor hacia afuera de la barra 
(de derecha a izquierda) en x = 0 es kAu^( 0, t). Si esta cantidad es proporcional a la tempe¬ 
ratura, m(0, í), entonces se obtiene la condición en la frontera 

jJ M^(0, t) — h^uiO, í) = 0, í > 0, (14) 


^ en donde es una constante no negativa de proporcionalidad. Nótese que = 0 corres- 
ponde a uno de ios extremos aislados, mientras que corresponde a uno de los extre- 

9 mos mantenido a la temperatura cero. 

5 Si el flujo de calor se lleva a efecto en el extremo derecho de la barra (x = /), entonces de 
é modo semejante se obtiene la condición en la frontera 

§ ujl, t) + h2u(l, t) ~0 í > 0, (15) 

p 

1 en donde de nuevo /í 2 una constante no negativa de proporcionalidad. 

8 Por último, para determinar por completo el flujo de calor en la barra es necesario dar a 
conocer la distribución de temperaturas en un instante fijo, que suele tomarse como el 
j instante inicial t = 0. Esta condición inicial es de la forma 

I 

■,Vif 


u(x, 0) = /(x), 0 < X < l. 


(16) 
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Entonces, el problema es determinar la solución de la ecuación diferencial (10) sujeta a 
una de las condiciones en la frontera (12) a (15) en cada extremo y a la condición inicial 
(16) en/ = 0. 

En la práctica también ocurren varias generalizaciones de la ecuación del calor (10). En 
primer lugar, el material de la barra puede ser no uniforme y la sección transversal puede no 
ser constante a lo largo de la longitud de la barra. En este caso, los parámetros k, p, sy A 
pueden depender de la variable axial x. Si se regresa a la ecuación (2) se ve que la razón de 
transferencia del calor de izquierda a derecha, a través de la sección transversal en x = Xq, 
ahora se da por 

HÍXq, t) = ~k{Xq)AÍXo)u^íXq, t) (17) 

con una expresión semejante para//(xQ + Ax, /). Si se introducen estas cantidades en la ecuación 
(4) y al final en la (9), y se procede como antes, se obtiene la ecuación diferencial parcial 

(fC/4uJ;^ = spAUf. (18) 

Por lo general, la ecuación (18) se escribirá en la forma 

r(x)M, = [p(x)uj^, (19) 

en donde p(x) = k(x)A(x) y r(x) = x(jc)p(x)A(jc). Nótese que estas dos cantidades son intrín¬ 
secamente positivas. 

Se tiene una segunda generalización sí existe otras maneras en las que el calor entra a la 
barra o sale de ésta. Supóngase que existe \xm fuente que agrega calor a la barra a una razón 
G(Xy /, u) por unidad de tiempo por unidad de tiempo por unidad delongitud, en donde G(x, 
t, u) > 0. En este caso, es necesario sumar el término G(jc, t, w)AxAr al primer miembro de 
la ecuación (9) y esto da la ecuación diferencial 

Í r{x)u, = [p(x)mJ^ + G(x, t, u). (20) 

Si G{x, í, u) < 0, entonces se habla de un sumidero que elimina calor de la barra a la razón 

G(x, t, u) por unidad de tiempo por unidad de longitud. Para hacer manejable el problema 

% se debe restringir la forma de la función G. En especial, se supondrá que G es lineal en w y 
que el coeficiente de u no depende de t. De este modo, se escribe 

I G(x, í, u) = Fix, t) - q{x)u, (2 1) 

P Se ha introducido el signo menos en la ecuación (21) para que ciertas ecuaciones que apa- 
^ recen más tarde tengan sus formas acostumbradas. Si se sustituye la ecuación (21) en la 

IS! ■" (20), se obtiene 

r(x)u, = [p(x)u^]^ - q(x)u + F(x, í). (22) 

Algunas veces a esta ecuación se le conoce como ecuación generalizada de la conducción 
del calor. Los problemas con valores en la frontera para la ecuación (21) se analizarán con 
cierta amplitud en el capítulo 11. 

Finalmente si en vez de una barra unidimensional, se considera un cuerpo con más de 
una dimensión espacial significativa, entonces la temperatura es función de dos o tres coor¬ 
denadas espaciales en vez de serlo solamente dex. Pueden aplicarse consideraciones seme¬ 
jantes a las que dieron la ecuación (10) para deducir la ecuación de conducción del calor en 
dos dimensiones 
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I + Uyy) = «„ (23) 

1 0 en tres dimensiones 

+ Uyy + = Mj. (24) 

Las condiciones en la frontera correspondientes a las ecuaciones (12) y (13) para proble¬ 
mas multidimensionales corresponden a una distribución prescrita de temperaturas sobre la 
frontera, o bien, a una frontera aislada. De manera semejante, en general, la distribución 
inicial de temperaturas será función de x y y para la (23), y función de x, y y z para la (24). 

APÉNDICE B I Deducción de la ecuación de onda. En este apéndice se deduce la ecuación de onda en una 
1 dimensión espacial, como se aplica a las vibraciones transversales de una cuerda o cable 
J elásticos; la cuerda elástica puede ser una cuerda de violín, un tirante o quizá un cable de 
P energía eléctrica. Sin embargo, la misma ecuación, con las variables interpretadas de modo 
1 adecuado, se presenta en muchos otros problemas ondulatorios que sólo tienen una varia- 

I ble espacial significativa. 

Considérese una cuerda elástica perfectamente flexible, tensada firmemente entre sopor¬ 
tes fijos al mismo nivel horizontal (ver la figura lO.B.la). Supóngase que el eje x está a lo 
largo de la cuerda, con puntos extremos ubicados en x = O y x = /. Si la cuerda se pone en 
movimiento en algún instante inicial t = O (al jalarla por ejemplo) y a partir de entonces no 
se le perturba, vibrará libremente en un plano vertical siempre que se desprecien los efectos 
de amortiguamiento, como la resistencia del aire. Para determinar la ecuación diferencial 
que rige este movimiento, se considerarán las fuerzas que actúan sobre un pequeño elemen- 



plazada. c) Resolución de la tensión T en componentes. 
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I to de la cuerda, de longitud Ax, que se encuentre entre los puntos x y x + Ax (ver la figura 
10.B.16). Se supone que el movimiento de la cuerda es pequeño y que, como consecuencia, 
cada punto de la misma se mueve únicamente en una línea vertical. El desplazamiento 
vertical del punto x en el instante t se denota por u(x, t). Considérese que la tensión en la 
cuerda, que siempre actúa en dirección tangencial, se denota por T(x, t) y la masa por 
unidad de longitud de cuerda por p. 

La ley de Newton, según se aplica al elemento Ax de la cuerda, afirma que la fuerza neta 
externa, debida a la tensión en los extremos del elemento, debe ser igual al producto de la 
masa del elemento y la aceleración de su centro de masa. Como no hay aceleración hori¬ 
zontal, las componentes horizontales deben satisfacer 

T{x -H Ax, t) cos(0 + A0) - T(x, í) eos ^ = 0. (1) 

Si por//se denota la componente horizontal de la tensión (ver la figura lO.B.lc), entonces 
la ecuación (1) afirma que H es independiente de x. 

Por otra parte, las componentes verticales satisfacen 

j T{x -h Ax, t) sen{6 -1- AO) — r(x, t) sen 0 = p Ax Uj,(x, í), (2) 

1 en donde x es la coordenada del centro de masa del elemento de la cuerda que se está 
1 considerando. Resulta evidente que x está en el intervalo x < x < + Ax. Se supone que el 
1 peso de la cuerda, que actúa verticalmente hacia abajo, es despreciable, por lo que se ha 
1 omitido en la ecuación (2). 

1 Si la componente vertical de T se denota por V, entonces (2) puede escribirse como 
I F(x + Ax, t) - K(x, t) 

I —ty 

1 Si se pasa al límite cuando Ax -> 0, da 

I V^ix, t) - p^,{x, t). (3) 

Para expresar la ecuación (3) por completo en términos de u se observa que 

K(x, t) - Hit) tan 6 = //(í)w,(x, t). 

De donde, (3) queda 

{HUy.)x P^tf> 

o bien, en virtud de que H es independiente de x, 

I = Plitr (4) 

I 

p Para movimientos pequeños de la cuerda es permisible sustituir H -T eos 0 por T. En- 
p tonces la ecuación (4) toma su forma acostumbrada 

i = u„, 


(5) 
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en donde 

= T/p. (6) 

Además, se supondrá que es constante, aunque esto nu se requiere en la deducción, 
incluso para movimientos pequeños. La ecuación (5) se llama ecuación de onda para una 
dimensión espacial. Dado que T tiene la dimensión de fuerza y p la de masa/longitud, se 
concluye que la constante a tiene la dimensión de velocidad. Es posible identificar a como 
la velocidad con la que una pequeña perturbación (onda) se desplaza a lo largo de la cuerda. 
Según la ecuación (6), la velocidad de la onda a varía directamente con la tensión en la 
cuerda, pero inversamente con la densidad del material de ésta. Estos hechos concuerdan 
con la experiencia. 

Como en el caso de la ecuación de conducción del calor, existen varías generalizaciones 
de la ecuación de onda (5). Una ecuación importante se conoce como la ecuación del telé¬ 
grafo y tiene la forma 

Uff + cuj -h few = + F(x, í), (7) 

en donde cy k son constante no negativas. Los términos cw^, ku y F{x, t) surgen de una 
fuerza de amortiguamiento viscosa, una fuerza de restitución elástica y una fuerza externa, 
respectivamente. Nótese la semejanza de la ecuación (7), excepto por el término con 

la ecuación del sistema resorte-masa que se dedujo en la sección 3.8; el término adicional 

surge por una consideración de las fuerzas elásticas internas. 

Para un sistema vibrante con más de una coordenada espacial significativa, puede ser 
necesario considerar la ecuación de onda en dos dimensiones 

+ Myy) - (8) 

o en tres dimensiones 

4- Uyy + (9) 
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Problemas con valores en la 
frontera y teoría de 
Sturm-Líouville 


Como resultado de las variables de separación en una ecuación diferencial parcial del capí¬ 
tulo 10, se encontró repetidas veces la ecuación diferencial 

Z" + írZ=0, 0<;c</ 


con las condiciones en la frontera 


Z(0) = 0, Z(/) = 0. 

Este problema con valor en la frontera es el prototipo de una gran clase de problemas que 
son importantes en matemáticas aplicadas. Estos problemas se conocen como problemas 
con valores en la frontera de Sturm-Liouville. En este capítulo se analizan las propiedades 
más importantes de los problemas de Sturm-Liouville y de sus soluciones; en el proceso 
será posible generalizar un tanto el método de separación de variables para las ecuaciones 
diferenciales parciales. 


Para contar con un contexto físico para este último análisis recuérdese por lo visto en la 
sección 10,1, el problema de conducción del calor que consta de la ecuación diferencial 
parcial 



0 < Jc < /, 

í>0 

(1) 

sujeta a las condiciones en la frontera 

m(0, 0 = 0, 

m(/, t) = 0, 

t>0 

(2) 
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y a la condición inicial 


u(x,0)=f(xf (3) 

El método de separación de variables, como se aplicó en el capítulo 10, consta de dos 
pasos principales: 1) la reducción de la ecuación diferencial parcial a dos (o más) ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias y 2) el desarrollo de ciertas funciones en series de Fourien Las 
funciones seno o coseno usadas al formar las series de Fourier solían aparecer como solu¬ 
ciones de la ecuación diferencial 


X" + ÁX = 

0, 0<X<1 

(4) 

si se satisfacen condiciones en la frontera como 


A'(0) = 0, 

O 

1! 

(5) 

0 bien, 



X'iO) = 0, 

X'(i) = 0. 

(6) 


En este capítulo se amplían y generalizan los resultados del capítulo 10. La meta princi¬ 
pal es mostrar cómo es posible aplicar el método de separación de variables para resolver 
problemas algo más generales que los de las ecuaciones (1), (2) y (3). Se tiene interés en 
tres tipos de generalizaciones. 

En primer lugar, se desea considerar ecuaciones diferenciales parciales más generales; 
por ejemplo, la ecuación 

r(.x)u, = [p(x)uj^ - q(x)u + F(x, r). (7) 

Esta ecuación puede surgir, como se indicó en el apéndice A del capítulo 10, en el estudio 
de la conducción del calor en una barra de propiedades variables en el material, en presen¬ 
cia de fuentes de calor. Sipy r son constantes y si los términos de la fuente quy F son cero, 
entonces la ecuación (7) se reduce a la (1). La ecuación diferencial parcial (7) también se 
presenta en la investigación de otros fenómenos de carácter difusivo. 

Una segunda generalización es permitir condiciones más generales en la frontera. En 
particular, se desea considerar condiciones en la frontera de la forma 

u^.(0, t) — /íiw(0, t) = 0, f) + h2u{l, t) = 0. (8) 

Se tienen estas condiciones cuando la razón de flujo de calor a través de uno de los extre¬ 
mos de la barra es proporcional a la temperatura allí. Por lo general, h^y h 2 son constantes 
no negativas, pero en algunos casos pueden ser negativas o depender de í. Las condicio¬ 
nes en la frontera (2) se obtienen en el límite cuando oo y oc. El otro caso límite 
importante, = /22 = 0, da las condiciones en la frontera para los extremos aislados. 

La generalización final que se analiza en este capítulo se relaciona con la geometría de la 
región en que se plantea el problema. Los resultados del capítulo 10 sólo son adecuados 
para una clase de problemas un tanto restringida, principalmente aquellos en los que la 
región de interés es rectangular o, en unos cuantos casos, circular. Más tarde, en este capí¬ 
tulo, se consideran ciertos problemas planteados en otras regiones geométricas. 
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Considérese la ecuación 


r(x)u, = Ip(x)u^2x - ^ix)u (9) 

que se obtiene al igualar a cero el término F(x, í) de la ecuación (7), A fin de separar las 
variables, se supone que 


u(x, t)=X(x)T(tl 


( 10 ) 


y se sustituye u de la ecuación (9); se obtiene 

r(x)Xr = [p(x)A"]T - qí(x) XT 

o bien, al dividir entre r(x)XT, 

T Íp{x)X'^ q(x) 

T r{x)X r(x) 


( 11 ) 


( 12 ) 


Se ha denotado la constante por separación por - A, anticipándose al hecho de que ésta por 
lo general resulta real y negativa. A partir de la ecuación (12) se obtienen las dos ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias siguientes para XyT: 

[p(x)A"]' - q{x)X kr{x)X = 0, (13) 

r-t-/T = 0. (14) 


Si u dada en la ecuación (10) se sustituye en las ecuaciones (8) y se supone que h^y son 
constantes, entonces se obtienen las condiciones de la frontera 


X'{0) - h^XiO) = 0, X'(l) + h2X(l) = 0. (15) 

Para continuar el proceso es necesario resolver la ecuación (13) sujeta a las condiciones 
en la frontera (15). Esto es una generalización del problema que consta de la ecuación 
diferencial (4) y las condiciones en la frontera (5) o (6). En general, el problema de resolver 
una ecuación diferencial ordinaria en un intervalo, sujeta a condiciones en la frontera en 
cada extremo, se llama problema con valores en la frontera en dos puntos. Como con¬ 
traste, en un problema con valor inicial, se prescriben los valores de la función desconocida 
y sus derivadas en un solo punto inicial y casi siempre se busca la solución de la ecuación 
diferencial en el intervalo seminfinito que se inicia allí. 

Ahora resultará útil distinguir entre dos tipos de problemas lineales con valores en la 
frontera, a saber, problemas homogéneos y no homogéneos. La ecuación diferencial lineal 
de segundo orden más general es 

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = G(x). (16) 

Estas ecuaciones se clasificaron en el capítulo 3 como homogéneas si G(x) es idénticamente 
cero y como no homogéneas, en caso contrario. De manera semejante, la condición lineal 
en la frontera más general en un punto x = Xq es 


aiy(xo) -I- a 2 y'(xo) = c. 


(17) 
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en donde «j, a 2 y c son constantes. Se dice que esta condición en la frontera es homogénea 
si c es cero y no homogénea, en caso contrario. Un problema con valor en la frontera es 
homogéneo si tanto la ecuación diferencial como todas las condiciones en la frontera 
son homogéneas; si no es así, el problema es no homogéneo. Un problema típico lineal 
homogéneo de segundo orden con valores en la frontera es de la forma 

P(x)v" + Q{x)y + R{x)y == 0, 0 < x < 1, (18) 

+ 02 /( 0 ) = 0 , ( 19 ) 

+ = ( 20 ) 

El problema dado por las ecuaciones (13) y (15) también es lineal y homogéneo. Los pro¬ 
blemas no homogéneos con valores en la frontera se identifican con facilidad por la presen¬ 
cia en la ecuación diferencial, o en una condición en la frontera, de por lo menos un término 
diferente de cero que es independiente áty y de sus derivadas. 

Como se indica mediante las ecuaciones (18) a (20), se suelen considerar problemas 
planteados sobre el intervalo 0 ^ x ^ 1. Se cumplen resultados correspondientes para 
problemas planteados sobre un intervalo finito arbitrario. De hecho, si el intervalo es ori¬ 
ginalmente a ^ s < J3, es posible transformarlo hacia 0 ^ x 1 por el cambio de variable 
X = (s-a)/{j5- a). 

También se pueden tener problemas con valores en la frontera con ecuaciones diferen¬ 
ciales de orden superior; en ellos, el número de condiciones en la frontera debe ser igual al 
orden de la ecuación diferencial. Como regla, el orden de la ecuación diferencial es par y se 
dan la mitad de las condiciones en la frontera en cada extremo del intervalo básico. Tam¬ 
bién es posible que una sola condición en la frontera comprenda valores de la solución o de 
sus derivadas o ambas cosas, los dos puntos frontera; por ejemplo, 

y(0)-y(l) = 0. (21) 

En este capítulo se analizan algunas de las propiedades de las soluciones de los proble¬ 
mas con valores en la frontera en dos puntos para ecuaciones lineales de segundo orden. En 
donde sea conveniente, se considerará la ecuación lineal general (16), o bien, la ecuación 

y" + Pix)y' + qix)y = 9ix), (22) 

obtenida al dividir ésta entre P(x). Sin embargo, para la mayoría de los fines es mejor 
analizar ecuaciones en las que los términos en la primera y segunda derivadas estén relacio¬ 
nados como en la ecuación (13). Se observa que siempre es posible transformar la ecuación 
general (16) de modo que los términos en las derivadas aparezcan como en (13) (ver el 
problema 7). Se encontrará que las soluciones del problema (13), (15) son muy semejantes, 
en muchos aspectos importantes, a las soluciones sen(n;rx//) del problema simple (4), (5). 
En especial, se pueden utilizar las soluciones de las ecuaciones (13) y (15) para construir 
soluciones en serie de diversos problemas de ecuaciones diferenciales parciales. Con fines 
ilustrativos se usará el problema de conducción del calor compuesto por la ecuación dife¬ 
rencial parcial (7), las condiciones en la frontera (8) y la condición inicial (3). 


Problemas 

En cada uno de los problemas 1 a 6 diga si el problema dado con valores en la frontera es 
homogéneo o no homogéneo. 
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1 . y'+ 4>'= O, y—i) = o, yi) = o 

2. [(1 + x^)y’J + 4)/ = o, yíO) = 0, I) = 1 

3. y' + 4>'= senX, yO) = O, yi) = O 

4. -y" + x^y = Xy, y(0) - yo) = O, y(i) + yi) = o 

5. -\{\ + x^)y'f = ky + u y(-l) = 0, y(l) = 0 

6. -y" = 2(1 + x^)y, y(0) = O, y(l)+3y(l) = 0 

7. Considere la ecuación general lineal homogénea de segundo orden 

P{x)y"^Q{x)y'y R{x)y = Q. (i) 

Se busca un factor integrante ^(x) tal que, una vez que se multiplica la ecuación (i) por 
ju(x), la ecuación resultante se puede escribir en la forma 

[^(x)P(x)y]' + n(x)R{x)y = 0. (u) 

a) Al igualar los coeficientes de y demuestre que n debe ser una solución de 

PH' = (,Q-Pfix. (iii) 

b) Resuelva la ecuación (iii) y de esta manera demuestre que 

Compare este resultado con el del problema 27 de la sección 3.2. 

En cada uno de los problemas 8 a 11 aplique el método del problema 7 para transformar la 
ecuación dada en la forma [p(x)y'y ^(x)y = 0. 

8. y" - 2xy' + Xy^O, Ecuación de Hermite 

9. x^y'' + xy' + - v^)y = 0, Ecuación de Bessel 

10. xy" + (1 -x)y' + Ay = 0, Ecuación de Laguerre 

11. (1 ~x^)y" -xy' + a}y = 0, Ecuación de Chebyshev 

12. La ecuación 

+ cu^ ‘k-ku- + F(x, í), (i) 

en donde a^>Q, c^Oyk^O son constantes, se conoce como ecuación del telégrafo 
y se presenta en el estudio de una cuerda elástica sometida a tracción (ver el apéndice B 
del capítulo 10). Esta ecuación también se presenta en otras aplicaciones. 

Si se supone que F(jc, t) = 0, haga fi{x, t) -X(x) T{t), separe las variables de la ecua¬ 
ción (i) y deduzca las ecuaciones diferenciales ordinarias para Af y T, 



Considérese el problema con valores en la frontera que consta de ecuación diferencial 

y" ^p(x)y' + q{x)y = 0, 0 < x < 1, (1) 
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y las condiciones en la frontera 

+ = b^y(í) + b^y'{l)^0. ( 2 ) 

Según las definiciones de la sección 11.1, el problema con valores en la frontera (1), (2) es 
lineal y homogéneo. Por el teorema 3.2.1, un problema con valor inicial para la ecuación 
diferencial (1) tiene una solución única sobre cualquier intervalo alrededor del punto ini¬ 
cial en el que las funciones py q son continuas. Para el problema con valores en la frontera 
(1), (2) no es posible afirmar algo tan amplio. En primer lugar, todos los problemas homogé¬ 
neos tienen la solución y = 0. Esta solución trivial suele no ser de interés, el tema importante 
es si existen otras soluciones, no triviales. Si se supone que y = es esa solución, entonces 

por la naturaleza lineal homogénea del problema se concluye que y - k(t)(x) también es una 
solución para cualquier valor de la constante k. Por tanto, correspondiendo a una solución 
no trivial (j) existe una familia infinita de soluciones, cada uno de cuyos miembros es pro¬ 
porcional a (f). Para problemas de la forma (1), (2) es posible demostrar que existe cuando 
más de una de esas familias de soluciones no triviales (ver la sección 11.3). Sin embargo, 
para problemas más generales de segundo orden con valores en la frontera puede haber dos 
familias de soluciones correspondientes a dos soluciones linealmente independientes <!> ^ y 
4>^. Las tres posibilidades (soluciones no triviales, una sola familia infinita de soluciones y 
una familia doblemente infinita de soluciones) se ilustran en los tres ejemplos siguientes. 

Ejemplo 1 J Encontrar y = (i>(x) que satisfaga 

y" + y = o, (3) 

I y(0) = 0, y(l) = 0. 

1 La solución general de la ecuación diferencial es 

I y = Cj sen x + c^cos x. 

Dado que y(0) = la primera condición en la frontera requiere que C 2 = 0; entonces, se tiene 
y = Cj senx y y(l) = sen 1. Como sen 1 ^ 0, la segunda condición en la frontera requiere que 
Cj = 0. Por tanto, la única solución es c/)(x) = 0, la solución trivial. 

Ejemplo 2 ■ Encontrar y = d>(x) que satisfaga 

I y"+;rV = 0, (4) 

i y(0) = 0, y(l) = 0. 

1 Ahora la solución general de la ecuación diferencial es 

If y = sen nx + eos nx, 

y se satisface la primera condición en la frontera si = 0- La función y = sen nx también 
i satisface la segunda condición en la frontera para cualquier constante Cj en tanto sen n=0. Así, 
J = c ^ sen nXy en donde c^ es arbitraria. Por tanto, el problema dado tiene una sola familia 
^ infinita de soluciones, cada una de las cuales es múltiplo de sen 7ix. 
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Ejomplo 3 J Encontrar}/ = <^(jc) que cumpla 

= 0 , 

Íi y(0)+Kl) = 0. /(0)+/(l) = 0. (5) 

Una vez más, la solución general de la ecuación diferencial es 

y = Cj sen kx + C 2 eos nx. (6) 

Si se aplica la primera condición en la frontera, se tiene 

y (0) + y (1) = Cj sen 0 + eos 0 + Cj sen ;r + eos n = 0 + C 2 + 0 - = 0. 

^ Por tanto, la primera condición en la frontera no impone restricciones sobre las constantes arbi- 

¡ trarias y C 2 . De manera semejante, también se satisface la segunda condición en la frontera 
para todos los valores de c^ y C 2 . De este modo, la función y = 4>{x) dada por la ecuación (6) es 
en realidad la solución más general del problema con valores en la frontera. En este caso existen 
dos familias infinitas de soluciones, una proporcional a <í>j(x) = sen Ttx y la otra proporcional a 
<f> 2 {x) = eos nx y la propia es una combinación lineal de ellas. Nótese también que las condicio- 
nes en la frontera no son de la forma (2), dado que cada una comprende los dos puntos de la 
frontera. 


De manera más general, a menudo se desea considerar un problema con valores en la 
frontera en el que la ecuación diferencial contenga un parámetro arbitrario A; por ejemplo, 

>^" + Ay = 0, (7) 

y(0) = 0, y(l)=:0. (8) 

Si A = 1 o A = ;r^, se obtienen los problemas que se presentan en los ejemplos 1 y 2, 
respectivamente. En estos ejemplos se encontró que si A = 1, el problema (7), (8) sólo tiene 
solución trivial, mientras que si A = ;r^, entonces el problema tiene soluciones no triviales. 
Esto origina la cuestión de qué sucede cuando A toma algún otro valor. 

El problema con valores en la frontera (7), (8) se consideró con detalle en la sección 10.1 
y también apareció en las secciones 10.6 y 10.7. En lodos esos lugares, el parámetro A se 
presentó como una constante de separación. En la sección 10.1 se demostró que sólo exis¬ 
ten soluciones no triviales de este problema para ciertos valores reales de A; a saber, 

/ = 71 ^, 471 ^, 971 ^,..., _ ( 9 ) 

Para otros valores de A solamente se tiene la solución trivial. Los valores dados por la 
ecuación (9) se llaman eigenvalores del problema con valores en la frontera (7), (8). Las 
soluciones no triviales correspondientes = sen nnx son las eigenfunciones. La exis¬ 
tencia de esos valores y funciones es típica de los problemas lineales homogéneos con 
valores en la frontera que contienen un parámetro. 

En problemas que se presentan en la física, los eigenvalores y las eigenfunciones suelen 
tener importantes interpretaciones físicas. Por ejemplo, el problema (7), (8) se presenta en 
el estudio de la cuerda elástica vibrante (sección 10.6). Allí, los eigenvalores son propor¬ 
cionales a los cuadrados de las frecuencias naturales de la vibración de la cuerda, y las 
eigenfunciones describen la configuración de la cuerda cuando ésta se encuentra vibrando 
en uno de sus nodos naturales. 
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Considérese ahora el tema de la existencia de eigenvalores y eigenfunciones para un 
problema más general. Considérese la ecuación diferencial 

y" + p{x, Á)y + q{x, Á)y 0, 0<x< U (10) 

cuyos coeficientes dependen de un parámetro A y de las condiciones en la frontera (2). 
¿Para cuáles valores de X, en caso de haberlos, existen soluciones no triviales del problema 
dado con valores en la frontera? Se supondrá que las funciones py q son continuas para 
0 < x < 1 y para todos los valores de A. 

La solución general de la ecuación (10) debe depender tanto de .x como de A y es posible 
escribirla en la forma 


en donde y y 2 son un conjunto fundamental de soluciones de la ecuación (10). Si se 
sustituye y en las condiciones en la frontera (2) se obtienen las ecuaciones 

C][í'i3',(0, ;.) + « 2 / 1 ( 0 , ;.)] + C2[ajy2(0, /.) + « 2 / 2 ( 0 , ^-)] = 0, 

;.) + h.y'Al, /.)] + /) + /?2/2(<,,'-)] = 0 (12) 

para y C 2 . Este conjunto de ecuaciones lineales homogéneas tiene soluciones (diferen¬ 
tes de Cj = C 2 = 0) si y sólo si el determinante de los coeficientes D(X) es cero; es decir, si 
y sólo si 




ai>q( 0 , a ) + «2/1(0, a) 
+ ^2/l(/ X) 


«1^2(0, X) + « 2 >' 2 ( 0 , X) 
biyiil X) -h 62/2(1, X) 


= 0 . 


13) 


Los valores de A, si los hay, que satisfacen esta ecuación determinantal son los eigenvalores 
del problema con valores en la frontera (10), (2). Correspondiendo a cada eigenvalor existe 
por lo menos una solución no trivial, una eigenfunción, que se determina cuando más hasta 
una constante multiplicativa arbitraria. 

Debido a la manera arbitraria en la que A aparece en la ecuación diferencial (10), es 
difícil decir más sobre los eigenvalores y las eigenfunciones del problema con valores en la 
frontera (10), (2). 

Por consiguiente, ahora el análisis se restringe a los problemas en los que el coeficiente p 
de la (10) es independiente de A y el coeficiente q es una función lineal de A. Para cierta 
clase de problemas de este tipo existe una teoría bien desarrollada: este es el tema de sec¬ 
ciones posteriores de este capítulo. Es favorable que esta clase de problemas en la frontera 
en dos puntos incluya también muchos de significado práctico, como los que surgen en el 
estudio de la ecuación de conducción de calor, la ecuación de onda o la ecuación del poten¬ 
cial en el capítulo 10, o sus generalizaciones mencionadas en la sección ILl. El siguiente 
ejemplo ilustra el cálculo de ios eigenvalores y eigenfunciones. 


Ejemplo 4 I Encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones correspondientes del problema con valores en 
f la frontera 


y" + Ay = 0, 


(14) 
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| y(0) = 0, /(1)+>;(1) = 0. (15) 

Un campo en el que se presenta este problema es en la conducción del calor en una barra de 
longitud unitaria. La condición en la frontera enx = 0 corresponde a una temperatura cero allí. 
La condición en la frontera en x = 1 corresponde a una razón de flujo de calor que es proporcio¬ 
nal a la temperatura en ese punto, y las unidades se eligen de modo que la constante de propor¬ 
cionalidad sea uno (ver el apéndice A del capítulo 10). 

La solución de la ecuación diferencial puede tener una de varias formas, dependiendo de A, 
por lo que es necesario considerar varios casos. En primer lugar, si A = 0, la solución de la 
ecuación diferencial es 

I 

I y = CiX + C2. (16) 

g Las dos condiciones en la frontera requieren que 

1 ^2 = 0, 2Cj+C2 = 0, (17) 

respectivamente. La única solución de las ecuaciones (17) es c^ = - 0, de modo que, en este 

caso, el problema con valores en la frontera no tiene solución no trivial. De donde, A = 0 no es 
un eigenvalor. 

Si A > 0, entonces la solución general de la ecuación diferencial (14) es 

>’ = c'i sen -H C 2 eos v^x, ( 1 8) 



FIGURA 11.2.1 Solución gráfica de VA = -tan VA. 
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en donde n/A > 0. La condición en la frontera en x = 0 requiere que C 2 = 0; entonces, por la 
condición en la frontera en x = 1 se obtiene la ecuación 

ri(senv'/ eos v/) = 0. 

Para que exista una solución no trivial y debe tenerse ^ 0 y, por tanto, A debe satisfacer 

sen V A + eos \/A = 0. (19) 

Nótese que si A es tal que eos ^/A = 0, entonces sen VA 0 y no se satisface la ecuación (19). 
Por tanto, es posible suponer que eos \/A 9^ 0; si se divide (19) entre eos VÁ, se obtiene 

= -tan v^- (20) 

Las soluciones de la ecuación (20) pueden determinarse numéricamente. También es posible 
hallarlas aproximadamente al trazar las gráficas de/(VA) = VA y ^(VA) = - tan VA para VA 0, 
en el mismo conjunto de ejes y al identificar los puntos de intersección de las dos curvas (ver 
la figura 11.2.1). El puntV^ A = 0 se excluye específicamente de este razonamiento porque la 
solución (18) solamente es válida para VÁ ^ 0. A pesar del hecho de que las curvas se intersecan 
allí, A = 0 no es un eigenvalor, como ya se ha demostrado. La primera solución positiva de la 
ecuación (20) es VÁj = 2.029. Como puede verse en la figura 11.2.1, las otras raíces se dan con 
exactitud razonable por VÁ^ ^ {2n - l);r/2, para « = 2, 3,..., y la precisión de esta estimación 
mejora a medida que n crece. De donde, los eigenvalores son 

Aj ^ 4.1 16, A„ = {2n — 1)^;tV4 para « — 2, 3, ... . (21) 

Finalmente, como C 2 = 0, la eigenfunción correspondiente al eigenvalor A^ es 

V) ^ ^«sen \. A„.v; n == L 2, . . . , (22) 

en donde la constante sigue siendo arbitraria. 

A continuación, considérese A < 0. En este caso, es conveniente hacer A = -/z, de modo que 
jU > 0. Entonces, la ecuación (14) queda 

= (23) 


y su solución general es 


y = senh V fi x -y c 2 cosh v (24) 

en donde Vü > 0. Si se procede como en el caso anterior, se encuentra que yi debe satisfacer 
la ecuación 


V/í = -tanh Vm- (25) 

Con base en la figura 11.2.2 resulta evidente que las gráficas de/(V m) = Vm y qWp) = - 
V^ jtz sólo se intersecan en el origen. De donde, no existen valores positivos de fi que satisfa¬ 
gan la ecuación (25) y, por lo tanto, el problema con valores en la frontera (14), (15) no tiene 
eigenvalores negativos. 

Por último, es necesario considerar la posibilidad de que A pueda ser complejo. Es posible 
demostrar por cálculo directo que el problema (14), (15) no tiene eigenvalores complejos. Sin 
embargo, en la sección 11.3 se considera con más detalle una gran clase de problemas que 
incluye este ejemplo. Una de las cosas que se demuestran allí es que todo problema de esta 
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clase sólo tiene eigenvalores reales. Por consiguiente, aquí se omite el análisis de la no exis¬ 
tencia de eigenvalores complejos. De este modo, se concluye que todos los eigenvalores y 
eigenfunciones del problema (14), (15) se expresan por las ecuaciones (21) y (22). 


Problemas 




En cada uno de los problemas 1 a 4 encuentre los eigenvalores y eigenfunciones del proble¬ 
ma dado con valores en la frontera. Suponga que todos los eigenvalores son reales. 


1 . y" -I- /y = 0 

y( 0 ) = 0 , /(l) = 0 

3 . y" + /y = 0 

y( 0 ) = 0 , y'{l )-0 


2. y" + /.y = 0 

y(0) = 0, yíl)-0 

4. y" - Áy = 0 

y(0)-0, y'íl) = () 


En cada uno de los problemas 5 a 8, determine la forma de las eigenfunciones y la ecuación 
deteiminantal satisfecha por los eigenvalores diferentes de cero. Determine si = 0 es un eígenvalor 
y encuentre un valor aproximado para Ap el eigenvalor diferente de cero con menor valor abso¬ 
luto. Calcule A^ para valores grandes de n. Suponga que todos los eigenvalores son reales. 


5. y'' ~ /y = 0 

y(0) + y(0) = 0, y(l) = 0 


6 . y" + /.y = 0 

y(0) = 0, y(7i) + y'(7r) = 0 


7. y" + /y = 0 

y(0) = 0, y(l) + y(l)==0 


8. y + /y = 0 

y(0)-y(0) = 0, y(i) 4 -y(i) = o 


9. Considere el problema con valores en la frontera 


y" ~ 2y' -h (I + Á)y = 0, y(0) = 0, y(I) =: 0. 

a) Introduzca una nueva variable dependiente u mediante la relación y = s(x)n. Deter¬ 
mine s(x) de modo que la ecuación diferencial para w no tenga término en 

b) Resuelva el problema con valores en la frontera para u y determine de esta manera 
los eigenvalores y eigenfunciones del problema original. Suponga que todos los 
eigenvalores son reales. 
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c) Resuelva también directamente el problema dado (sin introducir m), 

*10. Considere el problema con valores en la frontera 

>^" + 4/ +(4 + 9A)y = 0, >(0)=:0, /(/) = 0. 

a) Determine, por lo menos aproximadamente, ios eigenvalores reales y las eigenfunciones 
correspondientes al proceder como en el problema 9(a, b). 

b) Resuelva también directamente el problema dado (sin introducir una nueva variable). 
Sugerencia: en el inciso a), considere con todo cuidado las condiciones en la frontera, 
así como la ecuación diferencial. 

Las ecuaciones diferenciales de los problemas 11 y 12 difieren de las de ios problemas ante¬ 
riores en que el parámetro A multiplica los términos cny\ así como el término en y. En cada 
uno de estos problemas, determine los eigenvalores y las eigenfunciones correspondientes. 

11. /' -f / + /i(y' + y) = 0 *12. x^y" - Z(xy - y) = 0 

y (0) = 0, y(l) - 0 y(í) = 0, y(2) - /{2) = 0 

13. Considere el problema 

/' + Ay = 0, 2y(0) + /(O) = 0, y(l) = 0, 

a) Halle la ecuación determinantal satisfecha por los eigenvalores positivos. Demuestre 
que existe una sucesión infinita de esos eigenvalores y \ = (2n + l);r/2 para n 
grande. 

b) Encuentre la ecuación determinantal satisfecha por los eigenvalores negativos. De¬ 
muestre que existe exactamente un eigenvalor negativo. 

*14. Considere el problema 

y" + Ay = 0, ay(0)+y'(0) = 0, y(l) = 0, 

en donde a es una constante real dada. 

a) Demuestre que para todos los valores de a existe una sucesión infinita de eigenvalores 
positivos. 

b) Si a < 1, demuestre que todos los eigenvalores (reales) son positivos. Demuestre 
que el eigenvalor más pequeño tiende a cero cuando a tiende a uno desde abajo. 

c) Demuestre que A = 0 es un eigenvalor sólo si a = L 

d) Si a > 1, demuestre que existe exactamente un eigenvalor negativo y que este 
eigenvalor decrece cuando a crece. 

15. Considere el problema 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, /(/) = 0. 

Demuestre que si y 4^^ son eigenfunciones, correspondientes a los eigenvalores A^ y 
A^, son respectivamente, con A^^ 9^= A^, entonces 

f I 4>Jx)<l>Áx) dx = 0. 

Sugerencia: observe que 

(Pm H- 0, = 0. 

Multiplique la primera de estas ecuaciones por <f>^, la segunda por e integre desde 0 
hasta / mediante integración por partes. 
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*16. En este problema se considera un problema de eigenvalores de orden superior. En el 
estudio de las vibraciones transversales de una barra elástica uniforme se llega a la ecua¬ 
ción diferencial 


en donde y es el desplazamiento transversal y A = mo/ IEI\ m es la masa por unidad de 
longitud de la barra, E es el módulo de Young, / es el momento de inercia de la sección 
transversal en torno al eje que pasa por el centroide perpendicular al plano de vibra¬ 
ción y es la frecuencia de vibración. Por tanto, para una barra cuyas propiedades del 
material y geométricas se conozcan, los eigenvalores determinan las frecuencias natura¬ 
les de vibración. Las condiciones en la frontera en cada uno de los extremos suelen ser 
de uno de los tipos siguientes: 

y = y' = 0, extremo sujeto, 

y = y" = 0, extremo simplemente apoyado o articulado 

y" = y'" = 0, extremo libre. 

Para cada uno de los tres casos siguientes, encuentre la forma de las eigenfunciones y la 
ecuación satisfecha por los eigenvalores de este problema con valores en la frontera de cuar¬ 
to orden. Determine, por lo menos aproximadamente, el menor eigenvalor Aj. Suponga que 
los eigenvalores son reales y positivos. 

a) y(0)=y"(0) = 0, y(/)=y"(/) = 0 

b) y(0)=/'(0) = 0, y(/)=/(/) = 0 

c) y(0) = y'(0) = 0, y"(/) = /''(O = 0 (barra voladiza o cantilever) 

*17. En este problema se ilustra que el parámetro eigenvalor algunas veces aparece en las 
condiciones en la frontera, así como en la ecuación diferencial. Considere las vibracio¬ 
nes longitudinales de una barra elástica recta uniforme de longitud /. Es posible demos¬ 
trar que el desplazamiento axial w(x, /) satisface la ecuación diferencial parcial 

{Elp)u^^ = 0 < X < /, í > 0 (i) 

en donde E es el módulo de Young y p es la masa por unidad de volumen. Si el extremo 
X = 0 está fijo, entonces la condición en la frontera allí es 

w(0, r) = 0, / > 0. (ii) 

Suponga que el extremo x = l está sujeto rígidamente a una masa m, y que ésta es su 
única restricción. Se pueden obtener las condiciones en la frontera aquí al escribir la ley 
de Newton para la masa. Con base en la teoría de la elasticidad, es posible demostrar que 
la fuerza ejercida por la barra sobre la masa se expresa por -EAufl, t); de donde, la 
condición en la frontera es 

EAu^(l, t) + 0 = 0, / > 0. (iii) 

a) Suponga que u(x, t) - X(x)T(t) y demuestre que X(x) y T(t) satisfacen las ecuaciones 
diferenciales. 


X' + XX^O, 
r" +A(£/p)r = 0. 


(iv) 

(V) 
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b) Demuestre que las condiciones en la frontera son 

x(0) = 0 , r(0 - lAO ^ o, (vi) 

en donde y= mlpAI es un parámetro adimensional que da la razón de la masa en el 
extremo a la masa de la barra. 

Sugerencia: aplique la ecuación diferencial para T{t) al simplificar la condición en la 
frontera en x = /. 

c) Determine la forma de las eígenfunciones y la ecuación satisfecha por los eigenvalores 
reales de las ecuaciones (iv) y (vi). Encuentre los dos primeros eigenvalores y X 2 si 7 
= 0.5. 

11.3 Problemas de Sturm-üouville con valores en la frontera 

A continuación se consideran los problemas con valores en la frontera en dos puntos del 
tipo que se obtuvo en la sección 11.1 al separar las variables en un problema de conducción 
del calor para una barra con propiedades variables del material y con un término fuente 
proporcional a la temperatura. Este tipo de problema también se presenta en muchas otras 
aplicaciones. 

Estos problemas con valores en la frontera comúnmente se asocian a los nombre de 
Sturm y Liouville.^ Constan de una ecuación diferencial de la forma 

[/)(x)/]'- + Ár(x)>'= o ( 1 ) 

sobre el intervalo 0 < x < 1 , junto con las condiciones en la frontera 

aMO) + a^yXO) - 0, b,y(l) + b^y\\) = 0 • (2) 

en los extremos. A menudo es conveniente introducir el operador diferencial lineal homo¬ 
géneo L definido por 


¿[j'] = -ÍPÍx)y'y + ^ix)y. (3) 

Entonces la ecuación diferencial (1) se puede escribir como 

L[j;] = Ár(x)y. (4) 

Se supone que las funciones p, p\ qy r son continuas sobre el intervalo 0 ^ x 1 y, 
además, que p(x) > 0 y r(x) > 0 en todos los puntos en 0 ^ x ^ 1. Estas suposiciones son 
necesarias para hacer que la teoría sea lo más sencilla posible en tanto se conserva una 


^ Charles-Fran^ois Sturm (1803-1855) y Joseph Liouville (1809-1882), en una serie de artículos en 1836 y 
1837, establecieron muchas propiedades de la clase de problemas con valores en la frontera asociados con sus 
nombres, incluyendo los resultados enunciados en los teoremas 11.3.1 a. 11.3.4. Sturm también es famoso por 
un teorema sobre el número de ceros reales de un polinomio y, además, realizó un amplio trabajo en física y 
mecánica. Además de su propia investigación en análisis, álgebra y teoría de números, Liouville fue el funda¬ 
dor, y durante 39 años el editor, de la importante iourna/ de maíhématiques purés et appliquées. Uno de sus 
resultados más relevantes fue la demostración (en 1884) de la existencia de los números trascendentes. 
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generalidad considerable. Resulta que estas condiciones son satisfechas en muchos proble¬ 
mas importantes de la física matemática. Por ejemplo, la ecuación y" + = 0, que se 

presentó repetidas veces en el capítulo anterior, es de la forma (1) con p(x) = 1, q(x) = 0 y 
r(;c) = 1. Se dice que las condiciones en la frontera (2) están separadas, es decir, cada una 
sólo comprende uno de los puntos frontera. Estas son las condiciones separadas en la fron¬ 
tera más generales posibles para una ecuación diferencial de segundo orden. 

Antes de proceder a establecer algunas de las propiedades del problema de Sturm-Liouville 
(1), (2), es necesario deducir una identidad, conocida como identidad de Lagrange, que 
es básica para el estudio de problemas lineales con valores en la frontera. Sean u y v funcio¬ 
nes que tienen segundas derivadas continuas sobre el intervalo 0 ^ x ^1; entonces^ 


L[u]i; dx — {—{pujv 4- quv} dx. 

Si se integra dos veces por partes el primer término del segundo miembro, se obtiene 
j; V dx = —/?(x)n'(x)n(x)|^ -h /?(x)w(xy(x)|^ -f- {~u{pvy -f uqv} dx 
= — p{x)[u'{x)v{x) ~ M(x)i;'(x)]j^ + JJ uL[v] dx. 

De donde, al trasponer la integral del segundo miembro, se tiene 

{L[u]v - uL{v]} dx = -p(x)[M'(x)r(x) - M(xMx)]jp, (5) 

que es la identidad de Lagrange. 

Supóngase ahora que las funciones w y v de la ecuación (5) también satisfacen las condi¬ 
ciones en la frontera (2), Entonces, si se supone que Oy b 2 Í^ segundo miembro 
queda 


-p{x)[u\x)v{x) - w(x)t;'(x)]j^ 

= -p(l)[«'(l)r(l) - u(l)t;'(l)] + p(C)[m'(0)d( 0) - M(0y(0)] 


= -P{1) 

= 0 . 


-L u(lWl) + L m(1)i;(1) i + p(0) 


, +p(0) -^m(0M0) + ^m(0M0) 

_ _ ^2 ^2 


Se cumple el mismo resultado si « 2 » ^ ^2 cdLSo, la demostración es 

todavía más sencilla y se deja al lector. Por tanto, para el operador diferencial L definido 
por la ecuación (3) y si las funciones w y v satisfacen las condiciones en la frontera (2), la 
identidad de Lagrange se reduce a 

{L[u]v — uL\y']} dx = 0. (6) 

A continuación, escríbase la ecuación (6) de manera ligeramente distinta. En la sección 
10.2 se introdujo el producto interno (w, v) de dos funciones m y v de valores reales sobre un 
intervalo dado; si se usa el intervalo 0 < x < 1, se tiene 


^ Por brevedad, algunas veces se usa la notación í¿ /¿¿c en vez de f(x) dx en este capítulo. 
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{iL v) = u(x)i'(x) dx. (7) 

Con esta notación, la ecuación (6) queda 

(L[u], v) ~ (u, L[t;]) *-= 0. (8) 

Al probar el teorema 11.3.1 a continuación es necesario tratar con funciones de valores 
complejos. Por analogía con la definición de la sección 7.2 para los vectores, se define el 
producto interno de dos funciones de valores complejos sobre 0 < x ^ 1 como 

(«-'-) = u(x)tj(x) dx, (9) 

en donde ¿^es el complejo conjugado de v. Resulta evidente que la ecuación (9) coincide 
con la (7), si u(x) y i;(x) son reales. Es importante saber que la (8) sigue siendo válida en 
las condiciones enunciadas si m y son funciones de valores complejos y si se emplea el 
producto interno (9). Para ver esto, es posible empezar con la cantidad ¡QL[u]vdxy repetir 
los pasos que dan la ecuación (6), si se aplica el hecho de que /?(x), ¿/(x), ap « 2 » Y ^2 
todas cantidades reales (ver el problema 22). 

Considérese ahora, algunas de las implicaciones de la ecuación (8) para el problema de 
Sturm-Liouvilie con valores en la frontera (1), (2). Se supondrá sin demostración^ que este 
problema tiene en realidad eigenvalores y eigenfunciones. En los teoremas 11.3.1 al 1.3.4 
que se plantean a continuación se expresan varias de sus propiedades importantes, aunque 
relativamente elementales. Cada una de estas propiedades se ilustra ante el muy sencillo 
problema de Sturm-Liouvilie 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) = 0, (10) 

cuyos eigenvalores son con las eigenfunciones correspondientes 0^(x) = sen 

rtTTX, 



Para probar este teorema supóngase que A es un eigenvalor (posiblemente complejo) del 
problema (1), (2) y que (f) es una eigenfunción correspondiente, quizá también de valores 
complejos. Escríbase X = ¡j + ivy (j>(x) = Í7(x) + iV{x)y en donde ¡i, v, U{x) y y(x) son reales. 
Entonces, si se hace u = (/> y también r = (#> en la ecuación (8), se tiene 

(L[(í>], (¡)) = (</>, L[0]). (11; 

Sin embargo, se sabe que L [<^] = Xr(p, por lo que la ecuación (11) queda 

(Are/), 0) = {(f), Xr </)), (12) 


^ Se puede hallar la demostración, por ejemplo, en la bibliografía de Sagan (capítulo 5) o de Birkhoff y Rota 
(capítulo 10). 





1L3 Problemas de Sturm-Liouville con valores en la frontera 


655 


Si se escribe completa la ecuación (12) y se aplica la definición (9) de producto interno, se 
obtiene 

Ár{x)(¡)(x)^{x) dx = (¡){x)Xf{x)^{x) dx. (13) 

En virtud de que r(x) es real, entonces (13) se reduce a 

(2 — I) r(x)</>(x)0(x) dx = 0, 

o bien, 

(X - X) r(x)[í/2(x) + dx = 0. (14) 

El integrando de la ecuación (14) es no negativo y no idénticamente a cero. Dado que el 
integrando también es continuo, se concluye que la integral es positiva. Por consiguiente, 
el factor A - A = 2/v debe ser cero. De donde v = 0 y A es real, con lo que se prueba el 
teorema. 

Una consecuencia importante del teorema 11.3.1 es que al hallar los eigenvalores y 
eigenfunciones de problema de Sturm-Liouville con valores en la frontera, sólo se requiere 
buscar eigenvalores reales. También es posible demostrar que las eigenfunciones del pro¬ 
blema con valores en la frontera (1), (2) son reales. En el problema 23 se describe una 
demostración. 



Este teorema expresa la propiedad de ortogonalidad de las eigenfunciones con respecto 
a la función de peso r. Para probar el teorema se observa que (f)^ y (t)^ satisfacen las ecua¬ 
ciones diferenciales 




(16) 


y 


L[(t)2] = X2r(j)2, (17) 

respectivamente. Si se hace w = y se sustituyenL[«] y L[v] en la ecuación (8), se 

obtiene 


(Xjrd)p d>2) - (d>i. 

o bien, si se utiliza la (9), 

'^‘1 '■W</'i(^)^2(^) dx - 7.2 JJ d)i(x)r(x)02(x) dx = 0. 
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Debido a que r(x) y <f) 2 (x) son todos reales, esta ecuación queda 

(A, - /. 2 ) JJ r(x)4>i(x)4>2{x) dx = 0. (18) 

Como por hipótesis X^ -=h X^-, se concluye que cf)^ y 4>2 deben satisfacer la ecuación (15) y 
queda probado el teorema. 



La demostración de este teorema es algo más avanzada que la de los dos teoremas prece¬ 
dentes, por lo que se omitirá. Sin embargo, en el problema 20 se indica una demostración 
de que los eigenvalores son sencillos. 

Una vez más se observa que todas las propiedades expresadas en los teoremas 11.3.1 a 
11 .3.3 son ejemplificadas por los eigenvalores X^ = y las eigenfunciones (¡>J^x) = sen 
nnx del problema ejemplo (10). Es evidente que los eigenvalores son reales. Las eigenfun¬ 
ciones satisfacen la relación de ortogonalidad 

¡l<¡>n,ix)<¡>„{x)dx = sen mnx sen nnx dx = 0, m ^ n, (19) 

que se estableció en la sección 10.2 por otro método. Además, se pueden ordenar los eigenva¬ 
lores de modo que X^ < A 2 < * • , y —► oo cuando n 00. Por último, a cada eigenvalor 
le corresponde una sola eigenfunción linealmente independiente. 

A continuación se supondrá que los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville (1), 
(2) están ordenados como se indica en el teorema 11.3.3. Asociado con el eigenvalor X^ está 
una eigenfunción correspondiente (f>^, determinada hasta una constante multiplicativa. A 
menudo es conveniente elegir la constante arbitraria que multiplica a cada eigenfunción de 
modo que satisfaga la condición 

Jo' dx = \, n = 1.2, - (20) 

La ecuación (20) se llama condición de normalización y se dice que las eigenfunciones que 
satisfacen están normalizadas. De hecho, en este caso, se dice que las eigenfunciones 
forman un coiyunto ortonormal (con respecto a la función de peso r ) debido a que satisfa¬ 
cen automáticamente la relación de ortogonalidad (15). Algunas veces es útil combinar las 
ecuaciones (15) y (20) en una sola ecuación. Con este fin, se introduce el símbolo 8^^, 
conocido como delta de Kronecker (1823-1891) y definido por 


ó 


0 , si m ^ n, 
1 , si m = n. 


( 21 ) 
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Si se aplica la delta de Kronecker, es posible escribir las ecuaciones (15) y (20) como 

Jo r{x)(l)„{x)(¡)„{x) dx = ó„„. ( 22 ) 


Ejemplo 1 1 Determinar las eigenfunciones normalizadas del problema (10): 

I /' + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) = 0, 

m Los eigenvalores de este problema son = ;r^, A 2 = 4;r^, . . . . A^ = , y las 

m eigenfunciones correspondientes son sen nx, sen 2;rjr ,... , respectivamen- 

■ te. En este caso la función de peso es r (x) = 1. Para satisfacer la ecuación (20) es necesario elegir 
m k^ de modo que 

S {k„ sen nnxf dx = 1 (23) 

fi para cada valor de n. Como 

É Jo ^ Jo^ ~ ^ 2n7ix) dx = 

1 la ecuación (23) se satisfará si se elige como V2 para cada valor de n. De donde, las eigenfun- 
m ciones normalizadas del problema dado con valores en la frontera son 

M <^^(x) = V 2 sen nnx, n = 1, 2, 3,. ... (24) 


Ejemplo 2 


I 


Determinar las eigenfunciones normalizadas del problema 

/' + Ay = 0 , y( 0 ) = 0 , y'(l) + y(l) = 0 , (25) 

En el ejemplo 4 de la sección 11.2 se encontró que los eigenvalores A^ satisfacen la ecuación 

sen VA^ + eos VA^ = 0 , (26) 

y que las eigenfunciones correspondientes son 

= K ( 27 ) 

en donde k^ es arbitraria. Es posible determinar k^ a partir de la condición de normalización 
(20). Como r(x) = 1 en este problema, se tiene 


JJ dx = sen^ JT„x dx 




' 1 

- — eos: 


2Va,^x )4x = kl\^ 


sen 




2 v^ — sen 


^ 4>/X„ 

sen eos 


2V2„ 


- k: 


1 + cos^ 


1 

o 


en donde en el último paso se ha utilizado la ecuación (26). De donde, para normalizar las 
eigenfunciones (f)^ es necesario elegir 


1/2 


K 


1 + cos' VA 


(28) 
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Las eigenfunciones normalizadas del problema dado son 


Pnix) - 


12 sen 


(1 -f cos^ 


/Í= 1 , 2 ,.. 


( 29 ) 


Regrésese ahora a la cuestión de expresar una función dada/como una serie de eigenfun¬ 
ciones del problema de Sturm-Liouville (1), (2). Ya se han visto ejemplos de esos desarro¬ 
llos en las secciones 10,2 a 10.4. Por ejemplo, allí se demostró que si /es continua y tiene 
una derivada seccionalmente continua sobre 0 ^ x 1, y satisface las condiciones en la 
frontera /(O) = /(l) = 0, entonces es posible desarrollar/en una serie de senos de Fourier de 
la forma 


fi^) = Z 

«= J 

Las funciones sen nnx, n = 1,2,..., son precisamente las eigenfunciones del problema con 
valor en la frontera (10). Los coeficientes se expresan por 

h„ = 2 JJ /(x)sen nnx dx (31) 

y la serie (3üj converge para cada x en 0 < x ^ 1. De manera semejante, se puede desarro¬ 
llar / en una serie de cosenos de Fourier si se usan las eigenfunciones eos nnx, n = 0, 1, 
2 , .. . , del problema con valores en la frontera y" + Ay = 0 , y'( 0 ) = 0 , y(l) = 0 , 

Supóngase ahora que una función dada /, satisface condiciones adecuadas, se puede 
desarrollar en una serie infinita de eigenfunciones del problema más general de Sturm- 
Liouville ( 1 ), (2). Si se puede hacer esto, entonces se tiene 

f{x) = £ c„<í>„(x), (32) 

l 

en donde las <pjx) satisfacen las ecuaciones ( 1 ), ( 2 ) y también la condición de ortonormalidad 
(22). Para calcular los coeficientes de la serie (32), se multiplica la ecuación (32) por r(x) 
0^(x) y se integra desde x = 0 hasta x = 1 . Si se supone que la serie puede integrarse término 
a término, se obtiene 

r r(x) f{x)4>Jx) dx = X c„ r r{x)(t>Jx)(l)„{x) dx = f c„6„„. (33) 

„=1 n=l 

De donde, si se aplica la definición de 8^^, 

Cm = JJ r(x)/(x)</)Jx) dx = (/, m = 1,2,.... (34) 

Por tanto, se han determinado formalmente los coeficientes de la serie (32). La ecuación 
(34) tiene la misma estructura que las fórmulas de Euler-Fourier para los coeficientes de 
una serie de Fourier y la serie de eigenfunciones (32) también tiene propiedades de con¬ 
vergencia semejantes a las de las series de Fourier. El siguiente teorema es análogo al 
10.3.1. 
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Si / satisface condiciones adicionales, entonces es posible establecer una conclusión 
más fuerte. Supóngase que, además de las hipótesis del teorema 11.3.4, la función / es 
continua sobre 0 x < 1. Si «2 = 0 en la ecuación (2a) [de modo que 4>j(0) = 0], entonces 
hágase /(O) = 0. De manera semejante, si ¿>2 = 0 en la ecuación (2b), hágase/(l) = 0. En 
caso contrario no se necesita prescribir condiciones en la frontera para /. Entonces, la serie 
(32) converge a f(x) en cada punto del intervalo cerrado 0 ^ x ^ 1. 
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Por tanto, 


/(X) = 4 X 


sen\/X„sen 

1 Á„(l + cos^ 


(39) 


Obsérvese que, aunque el segundo miembro de la ecuación (39) es una serie de senos, no es una 
serie de senos de Fourier, como se analizó en la sección 10.4. 


Problemas autoadjuntos. Los problemas de Sturm-Liouville con valores en la frontera 
son de gran importancia por sí mismos, pero también pueden concebirse como pertene¬ 
cientes a una clase mucho más amplia de problemas que tienen muchas de las misma pro¬ 
piedades. Por ejemplo, existen muchas semejanzas entre los problemas de Sturm-Liouville 
y el sistema algebraico 

Ax = Ax, (40) 

en donde la matriz Aát nxncs simétrica real o hermitiana. Si se comparan los resulta¬ 
dos mencionados en la sección 7.3 con los de esta sección se observa que, en los dos casos, 
los eigenvalores son reales y las eigenfunciones o los eigenvectores forman un conjunto 
ortogonal. Además, se pueden usar las eigenfunciones o los eigenvectores como la base 
para expresar, como una suma, una función o vector esencialmente arbitrarios, respectiva¬ 
mente. La diferencia más importante es que una matriz sólo tiene un número finito de 
eigenvalores y eigenvectores, mientras que un problema de Sturm-Liouville tiene una infi¬ 
nidad. Es interesante y de importancia fundamental en matemáticas que estos problemas 
aparentemente diferentes - el problema matricial (40) y el de Sturm-Liouville (1), (2)- que 
surgen de maneras distintas, en realidad formen parte de una sola teoría subyacente. Esta 
teoría suele mencionarse como teoría de los operadores lineales y forma parte del tema de 
análisis funcional. 

A continuación se señalan algunas maneras en las que es posible generalizar los proble¬ 
mas de Sturm-Liouville, a la vez que se conservan los resultados más importantes de los 
teoremas 11.3.1 a 11.3.4: la existencia de una sucesión de eigenvalores reales que tienden 
al infinito, la ortogonalidad de las eigenfunciones y la posibilidad de expresar una función 
arbitraria como una serie de eigenfunciones. Al efectuar estas generalizaciones es esencial 
que la relación primordial ( 8 ) permanezca siendo válida. 

Considérese el problema con valores en la frontera que consta de la ecuación diferencial 

L [y ] = Ar(x)y, 0 < x < 1 (41) 


en donde 


= P„{x) ^ + ■ ■ ■ + + ^o(x)y, (42) 

y las n condiciones lineales homogéneas en la frontera en los extremos. Si la ecuación ( 8 ) 
es válida para todo par de funciones suficientemente diferenciables que satisfagan las con¬ 
diciones en la frontera, entonces se dice que el problema dado es autoadjunto. Es impor¬ 
tante observar que ( 8 ) comprende restricciones sobre la ecuación diferencial y también 
sobre las condiciones en la frontera. El operador lineal L debe ser tal que en los dos térmi- 
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nos aparezca el mismo operador. Esto requiere que L sea de orden par. Además, un ope¬ 
rador de segundo orden debe tener la forma (3), un operador de cuarto orden debe tener 
la forma 


í-[y] = [p(->í)/']" - (43) 

y los operadores de orden superior deben tener una estructura semejante. Además, las condi¬ 
ciones en la frontera deben ser tales que se eliminen los términos en la frontera que surjan 
durante la integración por partes aplicada en la deducción de la ecuación ( 8 ). Por ejemplo, en 
un problema de segundo orden esto es cierto para las condiciones separadas en la frontera ( 2 ) 
y también en algunos otros casos, uno de los cuales se da en el ejemplo 4 a continuación. 

Supóngase que se tiene un problema autoadjunto con valores en la frontera para la ecua¬ 
ción (41), en donde L[y] ahora se da por la ecuación (43). Se supone que p, q, ry s son 
continuas sobre 0 < x ^ l y que las derivadas ác p y q indicadas en la ecuación (43) 
también son continuas. Si además p(x) > 0 y r(x) > 0 para 0 ^ jc ^ 1 , entonces existe una 
sucesión infinita de eigenvalores reales que tiende hacia + oo , las eigenfunciones son 
ortogonales con respecto a la función de peso r, y una función arbitraria se puede expresar 
como una serie de eigenfunciones. Sin embargo, las eigenfunciones puede no ser sencillas 
en estos problemas más generales. 

Regrésese ahora a la relación entre los problemas de Sturm-Liouville y las series de 
Fourier. Se hizo notar con anterioridad, que se pueden obtener las series de senos y de cosenos 
de Fourier mediante el empleo de las eigenfunciones de ciertos problemas de Sturm-Liouville 
que comprendan la ecuación diferencial y" + Ay = 0. Esto plantea la pregunta de si es 
posible obtener una serie completa de Fourier, incluyendo tanto términos de seno como de 
coseno al elegir un conjunto apropiado de condiciones en la frontera. La respuesta es pro¬ 
porcionada por el siguiente ejemplo, que también sirve para ilustrar la ocurrencia de condi¬ 
ciones no separadas en la frontera. 


Ejemplo 4 


Encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones del problema con valores en la frontera 


y " + Ay = 0, (44) 

y(-l)-y(l) = 0, y'(-l)-y'il) = 0. (45) 

Éste no es un problema de Sturm-Liouville porque las condiciones en la frontera no están 
separadas. Las condiciones en la frontera (45) se llaman condiciones periódicas en la fronte¬ 
ra, ya que requieren que y y y' tomen los mismos valores en x = / así como en x = Empero, 
es directo demostrar que el problema (44), (45) es autoadjunto. Con un simple cálculo se esta¬ 
blece que Aq = 0 es un eigenvalor y que la eigenfunción correspondiente es </)q(x) = 1. Además, 
existen eigenvalores adicionales A^ A 2 = ..., A^ = {nnil )'^,.,., a cada uno de 

estos eigenvalores diferentes de cero le corresponden dos eigenfunciones linealmente indepen¬ 
dientes; por ejemplo, correspondiendo a A^ se tienen las dos eigenfunciones (¡>J^x) = co%{nnxll) 
y \¡/Jix) = sen(/ 2 ;rx//). Esto ilustra que los eigenvalores puede ser no sencillos, a menos que las 
condiciones en la frontera estén separadas. Además, si se busca desarrollar una función dada / 
de periodo 2/ en una serie de eigenfunciones del problema (44), (45), se obtiene la serie 

Uq ^ / rnix 
ny^) = ^ + L — + ¿>„sen 

^ 1 V í 



que es precisamente la serie de Fourier para /. 
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Problemas 


No se dará más atención a problemas con condiciones no separadas en la frontera y ni se 
abordarán problemas de orden superior al segundo, excepto en unos cuanto. Sin embargo, 
existe otro tipo de generalización que es necesario analizar. Se trata del caso en el que los 
coeficientes de/?, ^ y r de la (1) no satisfacen los requisitos más bien estrictos de continui¬ 
dad y positividad que se plantearon al principio de esta sección. Estos problemas se llaman 
problemas singulares de Sturm-Liouville, y son el tema de la sección 11,5. 




En cada uno de los problemas 1 a 5 determine las eigenfunciones normalizadas del problema 
dado. 


1. Ay = 0, y(0) = 0, 

2 . y" + Xy = 0, /( 0 ) = 0 , 

3. y" + Ay = 0, /(0) = 0, 

4. +Ay = 0, /(O) = 0, 

5. y"-2y' + (1 + X)y = 0, 


y'(l) = 0; ver la sección 11.2, problema 1. 

y (1) = 0; ver la sección 11.2, problema 2. 

y'(1) = 0; ver la sección 11.2, problema 3. 

y'(1) + y(l) = 0; ver la sección 11.2, problema 7. 
y(0) = 0, y(l) = 0; ver la sección 11.2, problema 9. 


X 

En cada uno de los problemas 6 a 9 encuentre el desarrollo en eigenfunciones ^ de 

n = 1 


la función dada, con el empleo de las eigenfunciones normalizadas del problema 1. 


6. f{x) = 1, 


o < X < 1 

0 < X < i 
i < X < 1 


7, f{x) = X, 

9. /(.X) = jj"'’ 


0 < X < 1 
0 < X < 1 

i < X < 1 


En cada uno de los problemas 10 a 13 encuentre el desarrollo en eigenfunciones ^ 

« = 1 

de la función dada, con el empleo de las eigenfunciones normalizadas del problema 4. 

10. f(x) =1, 0 < X < 1 n. /(x) = X, o < X < I 

fl, 0<x<i 

12. /(x)=l-x, 0<x<l 13./(x) = 8^ i<v<t 


En cada uno de los problemas 14 a 18 determine si el problema dado con valores en la 
frontera es autoadjunto. 

Í4. y" + y' + 2y = 0, y(0) - 0, y(l) - 0 

15. (i -f- x^)y" + 2xy' + y = 0, y(0) = 0, y(l) + 2y'(l) = 0 

16. y" + y = zy, y(0) - y'(l) = 0, y'(0) - y(l) = 0 

17. (1 + x^)y" + 2xy' + y — Á(1 H- x^)y, y(0) — yXl) = 9, y'(0) + 2y(l) = 0 

18. y'' + Ay = 0, y(0) == 0, y{n) + y'(7r) = 0 

19. Demuestre que si las funciones uy v satisfacen las ecuaciones (2) y si = 0 o ¿>2 = 0, o 
las dos cosas, entonces 


p{x)[u{x)v{x] - u(x)t/(x)] Q = 0. 
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20. En este problema se describe una demostración de la primera parte del teorema 11.3.3: 
que los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville (1), (2) son sencillos. 

Para un A dado, suponga que cf)^ y (/>2 son dos eigenfunciones linealmente indepen¬ 
dientes. Calcule el wronskiano W((^p <^> 2 ) W ^ condiciones en la frontera (2) pa¬ 

ra demostrar que W(</)p (/>2)(0) = 0. A continuación aplique los teoremas 3.3.2 y 3.3.3 
para concluir que y pueden ser linealmente independientes, como se supuso. 

21. Considere el problema de Sturm-Liouville 

+ QMy = 

«iy(0) + ¿Í2/(0) ==0, ^iy(l) + h2y{\) == o, 

en donde p,qy r satisfacen las condiciones expresadas en el texto. 

a) Demuestre que si A es un eigenvalor y c/í es una eigenfunción correspondiente, 
entonces 

A dx = (pcf)'^ -y cf(t)^) dx p(\)(l)H\} - - p{0}(l)^{0) 

Jo Jo h2 CI2 

en el supuesto que «2 ^ 0 y ^2 ¿Cómo debe modificarse este lesultado sia^-O 
o /?2 = 0? 

b) Demuestre que si q{x) S: 0 y si b^/b 2 y -(^ 1/^2 negativos, entonces el eigenvalor A 
es no negativo. 

c) En las condiciones del inciso b), demuestre que el eigenvalor A es estrictamente 

positivo a menos que q{x) = 0 para cada xen0 <x<ly también = 0. 

22. Deduzca la ecuación (8) aplicando el producto interno (9) y al suponer que u y v son 
funciones de valores complejos. 

Sugerencia: Considere la cantidad separe u y z;en partes real e imaginaria y 

proceda como en el texto. 

23. En este problema se indica una demostración de que las eigenfunciones del problema de 
Sturm-Liouville (1), (2) son reales. 

a) Sean A un eigenvalor y cj) una eigenfunción correspondiente. Suponga que = 
u(x) + iv{x\ y demuestre que uy v también son eigenfunciones correspondientes a A. 

b) Aplique el teorema 11.3.3 o el resultado del problema 20 para demostrar que u y v 
son linealmente dependientes. 

c) Demuestre que (f> debe ser real, aparte de una constante multiplicativa arbitraria que 
puede se compleja. 

24. Considere el problema (problema 9 de la sección 11.2) 

y" - 2/ + (1 -f A)y = 0, y(0) == 0, y{l) = 0. 

a) Demuestre que este problema no es autoadjunto. 

b) Demuestre que, a pesar de ello, todos los eigenvalores son reales. Por tanto, la con¬ 
clusión del teorema 11.3.1 también es válida para ciertos problemas autoadjuntos. 

c) Demuestre que las eigenfunciones no son ortogonales (con respecto a la función de 
peso que surge a partir del coeficiente de A en la ecuación diferencial). 

*25. Considere el problema 


= A(x/- y), y{l) = 0, y(2) = 0. 
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y t 



Jt = o X = l 


y t 



(a) (b) 

FIGURA llJ.l a) Columna bajo compresión, b) Perfil de la columna pandeada. 


Observe que A aparece como un coeficiente de y' así como de la propia y. Es posible 
extender la definición de autoadjunción hacia este tipo de problema y demostrar que este 
problema específico no es autoadjunto. Demuestre que este problema tiene eigenvalores, 
pero que ninguno es real. Con esto se demuestra que, en general, los problemas no auto- 
adjuntos pueden tener eigenvalores que no sean reales. 

Pandeo de una columna elásilca. En una investigación sobre el pandeo de una columna 
elástica uniforme de longitud / por una carga axial P (figura 11.3.1n) se llega a la ecuación 
diferencial 

y''^ + Ay" = 0, 0 <jc</. (i) 

El parámetro A = P/EI, en donde £ es el módulo de Young e / es el momento de inercia de la 
sección transversal con respecto a un eje que pasa por el centroide perpendicular al plano xy. 
Las condiciones en la frontera enA: = 0yx = / dependen de cómo estén soportados los 
extremos de la columna. Condiciones típicas en la frontera son 

y =: y' = 0; extremo sujeto 

y = y" = Q; extremo simplemente apoyado (articulado) 

La barra que se muestra en la figura íl.3Aa está apoyada simplemente en jc = 0 y sujeta en 
jc = /. Se desea determinar los eigenvalores y eigenfunciones de la ecuación (i) sujeta a 
condiciones adecuadas en la frontera. En especial, el menor eigenvalor Aj da la carga a la que 
se pandea la columna o toma una posición curva de equilibrio, como se muestra en la figura 
11.3.1 La eigenfunción correspondiente describe la configuración de la columna pandeada. 
Nótese que la ecuación diferencial (i) no corresponde a la teoría estudiada en esta sección. 
Sin embargo, no es posible demostrar que en cada uno de los casos que aquí se dan todos los 
eigenvalores son reales y positivos. Los problemas 26 y 27 tratan de pandeo de columnas. 

26. Para cada una de las siguientes condiciones en la frontera, encuentre el menor eigenvalor 
(la carga de pandeo) de y*'' + Xy" = 0 y también halle la eigenfunción correspondiente (la 
forma de la columna pandeada). 

a) y(0)=/'(0) = 0, ></) = /'(/) = 0 

b) y(0 )=/X0 ) = 0, y(0=/(/) = 0 

C) y(0)=/(0) = 0, y(/)=y(/) = 0, 

*27. En algunos problemas de pandeo el parámetro eigenvalor aparece en las condiciones en 

la frontera así como en la ecuación diferencial. Se presenta uno de esos casos cuando 
uno de los extremos de la columna está sujeto y el otro está libre. En este caso, debe 
resolverse la ecuación diferencial y*'^ + Ay " = 0 sujeta a las condiciones en la frontera 
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y(0) = O, /(O) = O, /'(/) = O, y"V) + ÁyV) = 0. 


Encuentre el menor eigenvalor y la eigenfunción correspondiente. 


11.4 Problemas no homogéneos con valores en la frontera 

En esta sección se analiza cómo resolver problemas no homogéneos con valores en la 
frontera, tanto para ecuaciones diferenciales ordinarias como parciales. La mayor parte de 
la atención se centra en problemas en los que la ecuación diferencial sola no es homogénea, 
en tanto que las condiciones en la frontera son homogéneas. Se supone que la solución se 
puede desarrollar en una serie de eigenfunciones de un problema homogéneo relacionado y 
luego se determinan los coeficientes de esta serie de modo que se satisfaga el problema no 
homogéneo. Primero se describe este método según se aplica a problemas con valores en la 
frontera para ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de segundo orden. Luego se ilustra 
su uso para las ecuaciones diferenciales parciales al resolver un problema de conducción de ca¬ 
lor en una barra con propiedades variables del material y en presencia de términos fuente. 

Problemas de Sturm-Liouville no homogéneos. Considérese el problema con valores 
en la frontera que consta de la ecuación diferencial no homogénea 

= - [p(jf)/]' + íWy = l^f{x)y + f{x), (I) 

en donde ¡á es una constante dada y / es una función definida sobre 0 < jc < 1 , y las 
condiciones en la frontera 

«,y(0) + a/(0) = 0, b,y(l) + = 0. (2) 

Como en la sección 11.3, se supone que p,p\q y r son continuas sobre 0 < jc 1 y que 
p{x) > 0 y q{x) > 0 allí. Se resolverá el problema ( 1 ), (2) al aplicar las eigenfunciones del 
problema homogéneo correspondiente que consta de la ecuación diferencial 

L[y] = kr{x)y (3) 

y de las condiciones de la frontera (2). Sean < A 2 < * • • < < * • • los eigenvalores de 

este problema y <f>y, 4)^,,.,, (f>^,,.. las eigenfunciones normalizadas correspondientes. 

Ahora se supone que la solución y = 4){x) del problema no homogéneo (1), (2) puede 
expresarse como una serie de la forma 

X' 

(t>(x) = Y, b„(l)„{x). (4) 

n ~ 1 


A partir de la ecuación (34) de la sección 11.3, se sabe que 

r(x)4)(x)(¡>„{x) dx, «=1,2,.... (5) 

Sin embargo, como se desconoce 4){x), no es posible usar la ecuación (5) para calcular los 
En vez de ello, se intentará determinar de modo que se satisfaga el problema (1), (2) 
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y, a continuación se aplicará la ecuación (4) para encontrar En primer lugar, nótese 
que <!>, según se expresa en la ecuación (4) siempre satisface las condiciones en la frontera 
(2), ya que cada lo hace. 

Considérese ahora la ecuación diferencial que debe satisfacer ésta es precisamente la 
ecuación (1) con y sustituida por 0: 

L[0](x) = ^lr{x)(|)(x) + f(x). (6) 

Se sustituye la serie (4) en la ecuación diferencial (6) y se intenta determinar los de modo 
que se satisfaga la ecuación diferencial. El término en el primer miembro de (6) queda 


L[0](x) = L 


E bA 


n= 1 


(>í) = E b„L[4>n]{x) 


n= 1 


00 


= E bAr{x)4>Áx), 

n=i 


(7) 


en donde se ha supuesto que es posible intercambiar las operaciones de suma y derivación. 

Nótese que la función r aparece en la ecuación (7) y también en el término ¡JLr{x) 4>(x) de 
la (6). Esto sugiere volver a escribir el término no homogéneo de (6) como r{x)[ f(x)/r(x)], 
de modo que r(x) también aparezca como multiplicador en este término. Si la función//r 
satisface las condiciones del teorema 11.3.4, entonces 


/w 

'r{x) 


X’ 


1 1 


en donde, si se utiliza la ecuación (5), con cp sustituida por//r, 


c 


n 


r(x) ^ 0„(x) dx= { /(x)^„(x) dx, 
o fW Jo 


n = l, 2, - 


( 8 ) 


(9) 


Después de sustituir L [í^](x) y f{x) de la ecuación (6) por sus expresiones dadas en 
(4), (7) y (8), respectivamente, se encuentra que 

X XX 

E = ^r(x) E bAÁx) + E c„(j>„(x)- 

n - 1 n=l 


Después de agrupar términos y cancelar el factor común diferente de cero r(.^), se tiene 

E [('in - - C„](/)„(X) = 0. (10) 

n=l 

Si debe cumplirse la ecuación (10) para cada x en el intervalo 0 ^ x ^ 1, entonces cada 
coeficiente de la serie debe ser cero por separado; ver el problema 14 para una demostra¬ 
ción de este hecho. De donde, 

(K-l^)b„-c„ = 0-, « = 1 , 2 ,.... ( 11 ) 

Ahora es necesario distinguir dos casos principales, uno de los cuales también tiene dos 
subcasos. 
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En primer lugar, supóngase que ju para /i = 1, 2, 3, . . . ; es decir, ¡J, no es igual a 
ningún eigenvalor del problema homogéneo correspondiente. Entonces, 

b„ = ^^, n= 1,2,3,..., (12) 

-/J 


y 


00 ^ 

y = (¡){x) = X 1—17“ 

n = X f-^ 

La ecuación (13), con los dados por la ecuación (9), es una solución formal del problema 
no homogéneo con valores en la frontera (1), (2). El razonamiento no prueba que la serie 
(13) converge. Sin embargo, cualquier solución del problema con valores en la frontera (1), 
(2) evidentemente satisface las condiciones del teorema 11,3.4; de hecho, satisface las condi¬ 
ciones más estrictas que se dan en el párrafo siguiente a ese teorema. Por tanto, resulta 
razonable esperar que la serie (13) sí converja en cada punto y se puede establecer este 
hecho en el supuesto, por ejemplo, de que /sea continua. 

Supóngase ahora que ¡J. es igual a uno de los eigenvalores del problema homogéneo 
correspondiente, por ejemplo fx = entonces la situación es bastante diferente. En este 
caso, para n - mía. ecuación (11) tiene la forma O * 6^ - = 0. De nuevo es necesario 

considerar dos casos. 

Si jU = y 0, entonces es imposible resolver la ecuación (11) para y el proble¬ 
ma no homogéneo (1), (2) no tiene solución. 

Si // = A^ y = 0, entonces se satisface la ecuación (11) sin importar el valor de 6^; en 
otras palabras, permanece arbitraria. 

En este caso, el problema con valores en la frontera (1), (2) tiene una solución, pero no es 
única, ya que contiene un múltiplo arbitrario de la eigenfunción 

Si = 0 no depende del término no homogéneo / En particular, 

Cm = f fix)(p,n{x)dx. (14) 


Por tanto, si ^ = A^ el problema no homogéneo con valores en la frontera (1), (2) puede 
resolverse sólo si / es ortogonal a la eigenfunción correspondiente al eigenvalor A^. 

En el siguiente teorema se resumen los resultados que se han obtenido formalmente. 



La parte principal del teorema 11.4.1 algunas veces se enuncia del modo siguiente. 
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Esta última forma del teorema se conoce como teorema alternativo de Fredholm'^. Este 
es uno de los teoremas básicos del análisis matemático y se presenta en muchos contextos 
diferentes. Quizá el lector esté familiarizado con él en relación con conjuntos de ecuacio* 
nes algebraicas lineales en donde la anulación o no anulación del determinante de los coefi¬ 
cientes sustituye las afirmaciones sobre fi y Ver el análisis de la sección 7.3. 


Ejemplo 1 4 Resolver el problema con valores en la frontera 

M 

y" + 2y = -x, 

I >'(0) = 0, .V(l) + /(l) = 0. 


( 15 ) 

(! 6 ) 


Este problema específico se puede resolver directamente de una manera elemental y tiene la 
solución 

sen V2x x 

y ^ ---- _ 

sen \J2 -y \J2 eos \/2 ^ 

El método de solución que se describe a continuación ilustra el empleo de desarrollos en 
eigenfunciones, método que es posible emplear en muchos problemas inaccesibles por procedi¬ 
mientos elementales. Para identificar la ecuación (15) con la (1) resulta útil escribir aquélla 
como 

-y'=2y-^x, (18) 

Se busca la solución del problema dado como una serie de eigenfunciones normalizadas 
del problema homogéneo correspondiente 

+ >’(0) = 0, y(l)+ /(1) = 0. {19) 

Estas eigenfunciones fueron halladas en el ejemplo 2 de la sección 11.3 y son 

4>n(^) = K senV^x, (20) 


en donde 



( 21 ) 


El matemático sueco Erik Ivar Fredholm (1866-1927), profesor en la Universidad de Estocolmo, estableció la 
teoría moderna de las ecuaciones integrales en una publicación fundamental, en 1903. En su trabajo, Fredholm 
destacó las semejanzas entre las ecuaciones integrales y los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. 
También existen muchas interrelaciones entre las ecuaciones diferenciales e integrales; por ejemplo, ver la 
sección 2.11 y el problema 21 de la sección 6.6. 
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y satisface 

sen + \fX„ eos = 0. (22) 

Se supone que y se expresa por la ecuación (4), 

y = Z 

n= 1 

y se concluye que los coeficientes se encuentran a partir de la ecuación (12), 

" K-2’ 

en donde los son los coeficientes del desarrollo del término no homogéneo f(x) = x de la 
ecuación (18), en términos de las eigenfunciones (f)^. Estos coeficientes se encontraron en el 
ejemplo 3 de la sección 11.3 y son 


= 


2 y/2 sen y/// 


x„(\ + cos^ 

Si se reúne todo, finalmente se obtiene la solución 

senvT„ 


(23) 


>" = 4 X - 




2„{k„ - 2)(1 + cos^ V^) 


' sen yj A„ X. 


(24) 


B Aunque en apariencia las ecuaciones (17) y (24) son bastante diferentes, en realidad son dos 
S expresiones diferentes de la misma función. Esto se concluye a partir de la parte de unicidad del 
É teorema 11.4.1 o del teorema 11.4.2, ya que A = 2 no es un eigenvalor del problema homogéneo 
g (19). De manera alternativa, es posible demostrar la equivalencia de las ecuaciones (17) y (24) 
g al desarrollar el segundo miembro de la ecuación (17) en términos de las eigenfunciones 

¡ Para este problema es bastante obvio que la fórmula (17) es más conveniente que la fórmula en 
serie (24). Sin embargo, una vez más se hace hincapié en que en otros problemas puede no ser 
posible obtener la solución, excepto por métodos en serie (o numéricos). 


Problemas no homogéneos de conducción del calor. Para mostrar cómo es posible 
utilizar los desarrollos en eigenfunciones a fin de resolver los problemas no homogéneos 
para ecuaciones diferenciales parciales, considérese la ecuación generalizada de conduc¬ 
ción de calor 


r{x)u, = [p(3c)uj^ - qix)u + F(x, í) (25) 

con las condiciones en la frontera 


mío, í) - hMO, t) = 0, Mil, í) + /i 2 M(l, í) = o 


(26) 


y la condición inicial 


m(x, 0) = /(x). 


(27) 
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Este problema ya se analizó en el apéndice A del capítulo 10 y en la sección 11.1. En esta 
última se hizo u(x, t) = !(/) en la ecuación homogénea que se obtuvo al hacer F(x, í) = 0 

y se demostró que A"(x) debe ser una solución del problema con valores en la frontera 

- [p{x)X'J + q{x)X = /.r{x)X, (28) 

X'(0) -/¡lA-lO) = 0. + ^2^(1) = 0- (29) 

Si se supone que p, g y r satisfacen los requisitos adecuados de continuidad y que p{x) y 
r{x) siempre son positivas, el problema (28), (29) es un problema de Sturm-Liouville, como 
se analizó en la sección 11,3. De este modo se obtiene una sucesión de eigenvalores < 
A2 <••*,< <'*• y las eigenfunciones normalizadas correspondientes </>i(x), ■ • 

•. 4>„{x\.... 

Se resolverá el problema no homogéneo dado con los valores en la frontera (25) a (27) al 
suponer que u{x, t) se puede expresar como una serie de eigenfunciones, 

u(x, i) = y h„(t)(t>„(x), (30) 

1 


y entonces mostrar cómo determinar los coeficientes ¿>^(/). Este procedimiento básicamen¬ 
te es el mismo que en el primer problema considerado en esta sección, aunque es más 
complicado en ciertos aspectos. Por ejemplo, los coeficientes deben depender ahora de t, 
ya que de lo contrario u sería una función sólo de x. Nótese que las condiciones en la 
frontera (26) se satisfacen automáticamente por una expresión de la forma (30) debido a 
que cada </>„(x) satisface las condiciones en la frontera (29). 

A continuación se sustituye u de la (25) por su expresión dada en (30). A partir de los dos 
primeros términos del segundo miembro de la ecuación (25) se obtiene formalmente 


[/’('c)«x]x - q{x)u = 


dx 


P(x) £ h„(t)(¡)'„(x) 


-4x) £ b„{t)(j>„{x) 


= Z b„(t){[p{x)(p'„{x)']' - q(x)(l)„(x)}. 


( 31 ) 


En virtud de que {pix)4>llx)Y - q{x)4>Jyc) = - A^r(x)<í>^(x), por último se obtiene 

X 

[p{x)u^]^ - q{.x)u = -r{x) ^ b„{t)/.„4>„(x). (32) 

n= 1 

Considérese ahora el término del primer miembro de la ecuación (25); se tiene 

d "" 

r(x)u, = r(x) - Z b„{t)4>„(x) 

= r{x) X b'„(t)(¡)„(x). (33) 

n~ 1 

También es necesario expresar el término no homogéneo de la ecuación (25) como una 
serie de eigenfunciones. Una vez más, es conveniente considerar la razón F(.x, t)lr{x) y 
escribir 
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F(x, t) 
r{x) 


00 


= Z ynit)<t>Áx), 


(34) 


en donde los coeficientes están dados por 

r ^ Fix t) 

yÁt) = 1 ^ <Pnix) dx 

n (35) 

= F(x, t)(f)„{x) dx, n = 1, 2,- 

En virtud de que se da F(x, t), es posible considerar que se conocen las funciones Y„(0- 
Si se reúnen todos estos resultados, se sustituyen las expresiones de las ecuaciones (32), 
(33) y (34) en la (25) y se encuentra que 

00 QO 00 

r{x} Z Kit}<l>Áx)= -r(x) Z bnW^n<l>Áx) + r(x) £ y„(í)<A«(^)- (36) 

n=l n=l n = í 

Para simplificar la ecuación (36), se cancela el factor común diferente de cero r(x) en todos 
los términos y todo se escribe en una suma: 

z mo + 46 „(í) - y„mnix)= 0 . (37) 

#1 = 1 

De nuevo, si ha de cumplirse la ecuación (37) para toda jc en O < jc < 1 , es necesario que la 
cantidad entre corchetes sea cero para toda n (ver de nuevo el problema 14). De donde, 
b^( t) es una solución de la ecuación diferencial lineal ordinaria de primer orden 

K(t) + W) = n = 1, 2,..., (38) 

en donde y^(t) se expresa por la ecuación (35). Para determinar por completo b^(t) es 
necesario contar con una condición inicial 

b„(0) = a„, n=l,2,... (39) 

para (38). Ésta se obtiene a partir de la condición inicial (27). Si se hace í == O en (30) y se 
utiliza la ecuación (27), se tiene 


u(x, 0 ) = Z b„iO)<t>nix) = Z ‘^«<Px(x) = fix). (40) 

n= 1 n= 1 

Por tanto, los valores iniciales son los coeficientes en el desarrollo en eigenfunciones 
para/(x); por lo tanto, 

= Jo* fix)fix)(p„(x) dx, n = 1, 2,- (41) 

Nótese que se conoce todo lo del segundo miembro de la ecuación (41), por lo que es 
posible considerar como conocido. 

El problema con valor inicial (38), (39) se resuelve por los métodos de la sección 2.1. El 
factor integrante es ij(t) = exp(A^í), y se concluye que 
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h„it) = Oí„e -h JJ e ^^y„{s) ds, n = 1, 2,- (42) 


Los detalles de este cálculo se dejan al lector. Nótese que el primer término del segundo 
miembro de la ecuación (42) depende de la función /, a través de los coeficientes a^, mien¬ 
tras que el segundo depende del término no homogéneo F, a través de los coeficientes 
De este modo, una solución explícita del problema con valores en la frontera (25) a (27) 

r{x)Ui =■- 0 . 

uJQ, t) - h^u(0, t) = 0, í) + /i2w(l, t) = 0, 

u(x, 0) = /(x), 


se da por la ecuación (30), 


ac> 

u(x,t)= Y, 

/!= 1 

en donde los coeficientes b^(t) se determinan a partir de la ecuación (42). Las cantidades y 
XJ/) de la (42) se encuentran a su vez a partir de las ecuaciones (41) y (35), respectivamente. 

En resumen, para aplicar este método a fin de resolver un problema con valores en la 
frontera, como el dado por las ecuaciones (25) a (27), es necesario 

1. Hallar los eigenvalores X y eigenfunciones del problema homogéneo apropiado 
(28), (29). 

2. Calcular los coeficientes a ^ y y^{t) a partir de las ecuaciones (41) y (35), respectiva¬ 
mente. 

3. Evaluar la integral de la ecuación (42) para determinar los 

4. Sumar la serie infinita (30). 

Como algunos o todos estos pasos pueden ser difíciles, todo el proceso puede ser bastante 
impresionante. Una característica a favor es que a menudo la serie (30) converge con rapi¬ 
dez, en cuyo caso es posible que sólo se necesiten pocos términos para obtener una aproxi¬ 
mación adecuada de la solución. 


Ejemplo 2 


Encontrar la solución del problema de conducción del calor 

u, = -h xe~\ 

w(0, f) = 0, wjl, r) -f m(1, t) = 0, 
u(x, 0) = 0. 

Una vez más, se aplican las eigenfunciones normalizadas del problema (19) y se supone 
que u se da por la ecuación (30), 

u(x, f) = £ h„{t)<t>„{x). 

« = 1 


(43) 

(44) 

(45) 
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I Los coeficientes se determinan a partir de la ecuación diferencial 

I K + ;.„b„ = yM (46) 

P en donde es el n-ésimo eigenvalor del problema (19) y los son los coeficientes del 
desarrollo del término no homogéneo en términos de las eigenfunciones (f>^. Por tanto, se 
■§ tiene 


a 


"" Jo* ¡o 

= c„e“'. 


(47) 


en donde = Jq x(t>Jx) dx se da por la ecuación (23). La condición inicial para la (46) es 

^(0) = 0 (48) 

ya que la distribución inicial de temperaturas (45) es cero en todas partes. La solución del pro¬ 
blema con valor inicial (46), (48) es 


h„{t) = e " ds = c„e' ' 


/„ - 1 


= T-^(c-'-e-n 

- 1 


(49) 


Por tanto, la solución del problema de conducción del calor (43) a (45) se expresa por 


0 = 41 ( 50 ) 

- l)(l + cos^ ^/T„) 

La solución dada por la ecuación (50) es exacta, pero complicada. Para juzgar si es posible 
obtener una aproximación satisfactoria a la solución mediante el uso de sólo pocos términos de 
esta serie, es necesario estimar su rapidez de convergencia. Primero divídase el segundo miem¬ 
bro en dos partes: 


u(x, t) = 4e ' Y. ' 


scny/Á„ sen 


-4Z - 


sen V^'nSen\/'''^rt 


A„(A„ - l)(l + cos^ VA„) «=i a „( a „ - 1)(1 + cos^ ^4) 


(51) 


Recuérdese por el ejemplo 4 de la sección 11.2, que los eigenvalores son muy aproximada¬ 
mente proporcionales a En la primera serie del segundo miembro de la ecuación (51) todos 
los factores trigonométricos están acotados cuando n oo; por consiguiente, esta serie converge 

DO OC 

de manera semejante a la serie X ^ X donde, para obtener una excelente aproxima- 

/I = 1 « = 1 

ción para esta parte de la solución cuando mucho se requieren dos o tres términos. La segunda 
serie contiene al factor adicional de modo que su convergencia es incluso más rápida para 
í > 0; casi con seguridad, todos los términos después del primero son despreciables. 


Análisis adicional. Se pueden utilizar los desarrollos en eigenfunciones para resolver una 
variedad mucho mayor de problemas que lo que se pueden sugerir el análisis y ejemplos 
anteriores. El objetivo de las siguientes observaciones breves es indicar, en cierta medida, 
el alcance de este método. 
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1, Condiciones no homogéneas en la frontera independientes del tiempo. Supóngnse 
que las condiciones en la frontera (26) del problema de conducción del calor se sustitu¬ 
yen por 


m(0,0= T,, w(Kí)= Tz. (52) 

Entonces es posible proceder de manera bastante parecida a la de la sección 10.5 para 
reducir el problema a uno con condiciones homogéneas en la frontera; es decir, de u 
se resta una función v elegida de modo que se satisfagan las ecuaciones (52). Entonces 
la diferencia w = u - v satisface un problema con condiciones homogéneas en la fron¬ 
tera, pero con un término de fuerza y una condición inicial modificados. Este problema 
se puede resolver por el procedimiento descrito en esta sección. 

2. Condiciones no homogéneas en la frontera dependientes del tiempo. Supóngase 
que las condiciones en la frontera (26) se sustituyen por 

u(0,0 - T,(0. u{\,t)= TM (53) 

Si Ej y Tj son funciones diferenciables, es posible proceder precisamente como en el 
párrafo 1. De la misma manera, es posible abordar condiciones más generales en la 
frontera que comprendan tanto a u como a Sin embargo, si y no son 
diferenciables, entonces el método fracasa. Para resolver este tipo de problema es po¬ 
sible aplicar un refinamiento adicional del método de desarrollos en eigenfunciones, 
pero el procedimiento es más complicado y no se analiza aquí. 

3. Empleo de funciones diferentes a las eigenfunciones. Una dificultad potencial al 
usar desarrollos en eigenfunciones es que deben hallarse las eigenfunciones normali¬ 
zadas del problema homogéneo correspondiente. Para una ecuación diferencial con 
coeficientes variables esto puede ser difícil, si no imposible. En ese caso, algunas veces 
es posible usar otras funciones como las eigenfunciones de un problema más sencillo, 
que satisfagan las mismas condiciones en la frontera. Por ejemplo, si las condiciones 
en la frontera son 


t/(0, í)-0, w(l,í) = 0, (54) 

entonces puede ser conveniente sustituir las funciones 0„(-x) de la ecuación (30) por 
sen nnx. Estas funciones por lo menos satisfacen las condiciones correctas en la fron¬ 
tera, aunque en general no son soluciones de la ecuación diferencial homogénea co¬ 
rrespondiente. A continuación se desarrolla el término no homogéneo F{x, t) en una 
serie de la forma (34), una vez más con 4>f^x) sustituida por sen nnx, y después se 
sustituyen u y F de la ecuación (25). Después de reunir los coeficientes de sen nnx, 
para cada n, se tiene un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales lineales de primer 
orden a partir del cual determinar bff), hft), .... La diferencia esencial entre este 
caso y el considerado antes es que ahora las ecuaciones para los bjf) están acopladas. 
Por tanto, no es posible resolverlas una por una como antes, es necesario tratarlas 
simultáneamente. En la práctica, el sistema infinito es reemplazado por un sistema 
finito de aproximación, a partir del cual se calculan aproximaciones para un núme¬ 
ro finito de coeficientes. A pesar de su complejidad, este procedimiento ha mostrado 
ser de bastante utilidad en la resolución de ciertos tipos de problemas difíciles. 
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4. Problemas de orden superior. A menudo se pueden resolver problemas con valores 
en la frontera para ecuaciones de orden superior al segundo mediante desarrollos en 
eigenfunciones. En algunos casos, el procedimiento es casi igual al de los problemas 
de segundo orden. Sin embargo, también pueden surgir diversas complicaciones, por 
lo que en este libro no se analizan esos problemas. 

Por último, conviene resaltar que el análisis de esta sección ha sido puramente formal. Es 
necesario aplicar razonamientos separados y algunas veces elaborados para establecer la 
convergencia de los desarrollos en eigenfunciones o justificar alguno de los pasos utiliza¬ 
dos, como la derivación término a término de las series de eigenfunciones. 

También existen otros métodos por completo diferentes para resolver problemas con va¬ 
lores en la frontera no homogéneos. Uno de estos da una solución expresada como una 
integral definida en vez de como una serie infinita. Este enfoque comprende ciertas funcio¬ 
nes conocidas como funciones de Creen y, para ecuaciones diferenciales ordinarias, consti¬ 
tuye el tema de los problemas 28 a 36. 


Problemas 


En cada uno de los problemas 1 a 5 resuelva el problema dado por medio de un desarrollo en 
eigenfunciones. 


1. y" + 2y = y(0) = 0, 

2. y" + 2y = -x, y(0) = 0, 

3. y'' + 2y = -JC, y'(0) = 0, 

4. y" + 2y = -x, y'(0) = 0, 

5. + 2y = -1 + 1 - 2x , 


y(l) = 0 

y'(l) = 0; ver la sección 11.3, problema 7. 
y'(l) = 0; ver la sección 11.3, problema 3. 
y'(l) +y(l) = 0; ver la sección 11.3, problema 11. 

>'( 0 ) = 0 , >•(!) = o 


En cada uno de los problemas 6 a 9, determine un desarrollo formal en serie de eigenfunciones 
para la solución del problema dado. Suponga que / satisface las condiciones del teorema 
11.4.1. Establezca los valores de jd para los que existe la solución. 


6. y" -h juy = ~/(x), 

7. y" + /iv = -/(.X), 

8. y" + //y = -/(x), 

9. 3/^ + gy = -/(x), 


y(0) = 0, /(1) = 0 

y'(0) = 0, y(l) = 0 
y( 0 ) = 0 , /( 1 ) = 0 
y'(0) = 0, y(l) + y(l) = 0 


En cada uno de los problemas 10 a 13, determine si existe algún valor de la constante a para 
el que el problema tiene una solución. Encuentre la solución para cada uno de esos valores. 


10 . y" -1- K^y = ¿7 + X, y(0) = 0 , y(l) = 0 

11. y" 471^y = + X, y(0) ^0, y(l) = 0 

12 . + n^y = a, y'(0) = 0, y'(l) = 0 

13. y" -y K^y = a — eos nx, y(0) = 0, y(l) = 0 

14. Sean . . . , 0^, . . . las eigenfunciones normalizadas de la ecuación diferencial (3) 

oc 

sujeta a las condiciones en la frontera (2). Si X converge a/(x), en donde f{x) = 

n = l 

0 para cada x en 0 ^ x < 1, demuestre que = 0 para cada n. 
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Sugerencia'. Multiplique por r(x) integre y aplique la propiedad de ortogonalidad 
de las eigenfunciones. 

15. Sea L un operador diferencial lineal de segundo orden. Demuestre que la solución y = 
(i){x) del problema 

^[y] = f{x). 

Ui>’( 0 ) + u.y'íO) = a, h^y(\) + ^2/(1) ^ 

puede escribirse como y = u v siempre que u =r y v- 4>2{^) soluciones de 
los problemas 


L[u] = 0 , 

UiU(O) + a2u'(0) = a, ^iW(I) + ^2^X1) ^ /^, 

y 

L[r] = j\xl 

ajt#) + a^v’iO) = 0, + b:^v\\) = 0, 


respectivamente. 

16. Demuestre que el problema 

y" + n^y = ti^x, y(0) =1, y{l) 0 


tiene la solución 


y = c 1 sen nx -j- eos nx + x. 

También demuestre que esta solución no se puede obtener al dividir el problema como se 
sugirió en el problema 15, ya que en este caso no es posible resolver ninguno de los 
problemas subsidiarios. 

17. Considérese el problema 

y" -f /)(x)y' -f (^(x)y 0, y(0) = n, y(l) = b. 


sea y = w + v, en donde v es cualquier función dos veces diferenciable que satisface las 
condiciones en la frontera (pero no necesariamente la ecuación diferencial). Demuestre 
que u es una solución del problema 

u" + p(x)u' + í?(x)u = g(x\ w(0) = 0, u(l) = 0, 

en donde ^(x) = - [v” + p(x)v' + q{x)v], y que se conoce una vez que se elige a v. Por 
tanto, las no homogeneidades pueden transferirse de las condiciones en la frontera a la 
ecuación diferencial. Encuentre una función v para este problema. 

18. Aplique el método del problema 17 para transformar el problema 

y" 4- 2y = 2 - 4x, y(0) = 1, y(l) + /(l) = -2 

en un nuevo en el que las condiciones en la frontera sean homogéneas. Resuelva este 
último problema con referencia al ejemplo 1 del texto. 



1L4 Problemas no homogéneos con valores en la frontera 


677 


En cada uno de los problemas 19 a 22, use desarrollos en eigenfunciones para hallar la solu¬ 
ción del problema dado con valores en la frontera. 

0 = 0, w^(l, t) = 0, 

u{x, 0) = sen(7rx/2); ver el problema 2. 

20. M^(0, t) = 0, M^(l, t) + w(l, /) = 0, 

u{x, 0) = 1 ~x\ ver la sección 11.3, problemas 10 y 12. 

21. + 1 - 1 - 2x , w(0, t) = 0, «(1, t) = 0, 

u{x, 0) = 0; ver le problema 5. 

22. + e~^ (1 -x), m(0, t) = 0, w^.(l, t) = 0, 

«(x, 0) = 0; ver la sección 11.3, problemas 6 y 7. 

23. Considere el problema con valores en la frontera 

r(x)u, = [p(x)uj^ - q{x)u + f(x), 
w(0, t) = Ti, w(l, t) = 72, w(x, 0) - /(X). 

a) Sea v{x) una solución del problema 

[p(xy]' - q{x)v == -f(x), r(0) = 7^, l'(1) = 72- 

Si ív(x, 0 = u(x, t) - p(x), halle el problema con valores en la frontera satisfecho por w. 
Observe que este problema se puede resolver por el método de esta sección. 

b) Generalice el procedimiento del inciso a) para el caso en el que u satisface las condi¬ 
ciones en la frontera 

uM t) - ^iU(0, í) == 7,, wjl, t) + /Í2W(1, t) = 72- 

En los problemas 24 y 25 aplique el método indicado en el problema 23 para resolver el 
problema dado con valores en la frontera. 

24. Uf = — 2 25. Wj = — 71^ eos nx 

w(0, í) = 1, u(l,í)-0 w^(0, í) = 0, t<(l,í)^l 

w(x, 0) = x^ — 2x -f- 2 u{x, 0) = cos(37rx/2) — eos nx 

26. El método de desarrollo de eigenfunciones a menudo es útil para problemas no homo¬ 
géneos relacionados con la ecuación de onda o sus generalizaciones. Considere el pro¬ 
blema 


r(x)w„ = [p(^)i^J^ - ciMu + 7(x, í), (i) 

u^(0, í) —/iiu(0, í) == 0, f)-f/72 w( 1’0 = 0, (íi) 

w{x, 0) = /(x), u,(x, 0) = gix). (ííi) 

Este problema puede surgir en conexión con generalizaciones de la ecuación del telégra¬ 
fo (problema 12 de la sección 11.1) o de las vibraciones longitudinales de una barra 
elástica (problema 17 de la sección 11.2). 

a) Haga m(x, t) = X{x) T(t) en la ecuación homogénea correspondiente a la (i) y demues¬ 
tre que Z(x) satisface las ecuaciones (28) y (29) del texto. Denote por y </)^(x) los 
eigenvalores y las eigenfunciones normalizadas de este problema. 

b) Suponga que w(x, t) - (t>^(x% y demuestre que los b^(t) deben satisfacer el 

problema con valor inicial 
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m + - iM ^( 0 ) = Km - iK 

en donde j8^ y son los coeficientes del desarrollo de/(;rX V F{x, i) en térmi¬ 
nos de las eigenfunciones . .., .... 

27. En este problema se analiza un poco más la analogía entre los problemas con valores en 
la frontera de Stiirm-Liouville y las matrices hermitianas. Sea A una matriz hermiíiana 
de n X n con los eigenvalores A 2 , *.. y los eigenvectores ortonormales correspon¬ 
dientes, . .. , 

Considere el sistema no homogéneo de ecuaciones. 


Ax-/ix»b, (i) 

en donde /i es un número real dado y b es un vector dado. Se señalará una manera de 
resolver la ecuación (i) que es análoga al método presentado en el texto para resolver las 
ecuaciones (1) y (2). 

/i 

a) Demuestre que b = donde b- = (b, 

i r. 1 
n 

b) Suponga que x = ^ y demuestre que para satisfacer la ecuación (i) es necesario 

i = 1 

que a. = -ju). De este modo, 


X 


= s 

; T- 1 


-li 


(li) 


siempre que jj. no sea uno de los eigenvalores de A, /i A- para i = 1, ..., n. Compare 
este resultado con la ecuación (13). 

Funciones de Green^. Considérese el sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas 

Ax-/¿x = b, (i) 

en donde A es una matriz hermitiana de nxn, fj. es número real dado y b es un vector dado. 
En vez de usar un desarrollo en eigenvectores, como en el problema 27, es posible resolver la 
ecuación (i) al calcular la matriz inversa (A que existe si jJ. no es eigenvalor de A; 

entonces 

x = {A->/tI)-^b. (ii) 

En los problemas 28 a 36 se indica una manera de resolver problemas con valores no homo¬ 
géneos en la frontera que es análoga al uso de la matriz inversa para un sistema de ecuaciones 
algebraicas lineales. La función de Creen tiene una función semejante al de la inversa de la 


^ Las funciones de Creen recibieron su nombre en honor de George Creen (1793'1841) de Inglaterra, quien 
casi fue por completo autodidacto en matemáticas, pero hizo contribuciones importantes a la electricidad y el 
magnetismo, la mecánica de fluidos y las ecuaciones diferenciales parciales. Su trabajo más notable fue un 
ensayo sobre la electricidad y magnetismo que publicó en forma privada en 1828. En este documento, Creen 
fue el primero en reconocer la importancia de las funciones de potencial. Introdujo las funciones conocidas 
hoy como funciones de Creen como un medio para resolver problemas con valores en la frontera y desarrolló 
ios teoremas de transformaciones integrales de las cuales el teorema de Creen en el plano es un caso particu¬ 
lar. Sin embargo, estos resultados no fueron ampliamente conocidos hasta la republicación del ensayo de 
Creen en la década de 1850, gracias al esfuerzo de William Thomson (Lord Kelvin). 
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matriz de coeficientes. Este método da soluciones expresadas como integrales definidas en 
vez de como series infinitas. Excepto en el problema 35, se supondrá que /i= 0 para facilitar 
las cosas, 

28. a) Demuestre por el método de variación de parámetros que la solución general de la 
ecuación diferencial 


-y" =fix) 


puede escribirse en la forma 

V = (t)(x} = C'i + es A' - (a - .S')/(.S’) ds. 


en donde Cj y son constantes arbitrarias. 

b) Supóngase que también se requiere y = (/>(a) para satisfacer las condiciones en la 
frontera y (0) = 0, y(l) = 0. Demuestre que, en este caso, 

c, = o, (1 - s)f{s}ds. 

c) Demuestre que, en las condiciones de los incisos a) y b), </)(a) se puede escribir en la 
forma 


(j>ix) = s{l - x)f(s]ds + JJ x(l - .s)/(.s) ds. 


d) Si se define 


G(a, s) 


|.s(l - x), 

(Ad - .S), 


0 < N < X, 
A < .S < I, 


demuestre que la solución toma la forma 

(p{x) = G(x, s)f{s) ds. 

La función G(x, s) que aparece bajo el signo de la integral es una función de Oreen. La 
utilidad de una solución como función de Oreen radica en el hecho de que ésta es inde¬ 
pendiente del término no homogéneo de la ecuación diferencial. Por tanto, una vez que 
se determina la función de Oreen, se obtiene la solución del problema con valores en la 
frontera para diferentes términos no homogéneos f(x) por simple integración. Observe 
también que no se requiere determinación de constantes arbitrarias, ya que 0 (a) según 
está dada por la fórmula integral de la función de Oreen satisface automáticamente las 
condiciones en la frontera. 

29. Mediante un procedimiento semejante al del problema anterior demuestre que la solu¬ 
ción del problema con valores en la frontera 

~~{y" + y) = /(x), y(0) = o, y( 1) = 0, 


y == JJ G(x, .S')/(.S') ds, 


es 
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en donde 


G{x,s}=^i 


sms sen(l — x) 
sen 1 

sen xsen(í ~ .s) 
sen 1 


0 <. 


X < .s < 1. 


30, Es posible demostrar que el problema de Síurm-Liouville 


Ui v(0) + a 2 /( 0 ) = 0, ^iy(l) + b 2 y{\) = 0, 
tiene una solución como función de Green 


y = <P(x) = G(x, s}f(s)ds. 


(i) 

(>i) 


(iii) 


siempre que A = 0 no sea un eigenvalor de I [y] = Ay sujeta a las condiciones en la 
frontera (ii). Además, G(x, s) se expresa por 


G(x s) - yzXx). 0 < s < X, 

l'-yiy2)W^ x < s < i, 

en donde y ^ es una solución de ¿ [y ] = 0 que satisface la condición en la frontera en x = 1 y 
W(y^y y 2 ) es el wronskiano de y^ y y^. 

a) Compruebe que la función de Green obtenida en el problema 28 se expresa por Ja 
fórmula (iv). 

b) Compruebe que la función de Green obtenida en el problema 29 se expresa por la 
fórmula (iv). 

c) Demuestre que p(x)W(y^, y 9 )(^) una constantes, al probar que su derivada es cero. 

d) Use la ecuación (iv) y el resultado del inciso c) para demostrar que G(x, s) ~ G(s, x). 

En cada uno de los problemas 31 a 34, resuelva el problema dado con valores en la frontera 
mediante la determinación de la función adecuada de Green y expresar la solución como una 
integral definida. Use las ecuaciones (i) a (iv) del problema 30. 


31. ~y'-/(x), y(0) = 0, y(l) - 0 

32. -/'=/(x), y(0) = 0, y(l) + /(l) = 0 

33. -(/'+ y) =/(x), /(0) = 0, y(l) = 0 

34. -y''=/(x), y(0)-0, /(D = 0 

*35. Considere el problema con valores en la frontera 

= - ÍpMyl + ^My = 

aiy(O) + «2/(0) = 0, bM^) + b^yV) - 0. (ii) 

Según el texto, la solución y = (p{x) se expresa por la ecuación (13), en donde se define 
por la (9), siempre que ju no sea un eigenvalor del problema homogéneo correspondiente. 
En este caso también se puede demostrar que la solución se expresa por una integral 
función de Green de la forma 


y = (¡){x) = JJ G(x, x, p)f(s)ds. 


(iii) 
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Observe que en este problema la función de Creen también depende del parámetro ¡x. 
a) Demuestre que si estas dos expresiones para han de ser equivalentes, entonces 


G(x, s, ¡i) = 


y 


(iv) 


en donde X- y (j)- son los eigenvalores y las eigenfunciones, respectivamente, de las ecua¬ 
ciones (3), (2) del texto. Una vez más se observa a partir de la (iv) que jx no puede ser 
igual a algún eigenvalor X-. 

b) Deduzca la ecuación (iv) directamente al suponer que G(x, s, ¡x) tiene el desarrollo en 
eigenfunciones 


oc.- 


G(x, .V, n)= Y. n)4>i{sy, 

1 = 1 


(V) 


determine a-(x, ju) al multiplicar (iv) por r(s) 4)-{s) e integrar con respecto a s desde 5 = 0 
hasta 5 = 1. 

Sugerencia: Demuestre primero que X- y satisfacen la ecuación 

(p¡(.x) = - /í) JJ G(x, s, Ii)r(s)(t>¡is) ds. (vi) 


*36. Considere el problema con valores en la frontera 

— d^ylds^ = Ófs’ - x), y(0) = 0, y(l) = 0, 

en donde 5 es la variable independiente, 5 = x es un punto definido en el intervalo 0 < 
5 < 1, y 8 es la función delta de Dirac (ver la sección 6.5). Demuestre que la solución de 
este problema es la función de Creen G{x, 5) que se obtuvo en el problema 28. 

Al resolver el problema dado, observe que 8(5 - x) = 0 en los intervalos 0 ^ 5 < x 
y x<s^ 1. Observe además que -dyjds experimenta un salto de magnitud 1 cuando 5 
pasa por el valor de x. 

Este problema ilustra una propiedad general; a saber, que la función de Creen G{s, x) 
puede identificarse como la respuesta en el punto s a un impulso unitario en el punto x. 
Un término no homogéneo más general / sobre 0 ^ x 1 puede considerarse como un 
conjunto de impulsos, en donde /(x) da la magnitud del impulso en el punto x. La solu¬ 
ción de un problema con valores no homogéneos en la frontera en términos de una inte¬ 
gral función de Creen se puede interpretar como el resultado de suponer las respuestas al 
conjunto de impulsos representado por el término no homogéneo /(x). 


*11 .5 Proble mas singulares de Sturm-Liouvíile 

En las secciones anteriores de este capítulo se consideraron problemas con valores en la 
frontera de Sturm-Liouville: la ecuación diferencial 


íXyl = - [p(^)}’']' + ^i^)y = '^riy^)y, o < x < i, 


(1) 
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junto con condiciones en la frontera de ia forma 

«,>’(0) + fl,y'(0) = 0, (2a) 

¿i>'(l) + V'(l) = 0. (2b) 

Hasta el momento, siempre se ha supuesto que el problema es regular; es decir, p es 
diíerenciable, qy r son continuas y p(x) > 0 y r(,r) > 0 en todos los puntos en el intervalo 
cerrado. Sin embargo, también existen ecuaciones de interés en física en los que no se 
satisfacen algunas de estas condiciones* 

Por ejemplo, supóngase que se desea estudiar la ecuación de Bessel de orden v sobre el 
intervalo 0 < x < 1. Esta ecuación algunas veces se escribe en la forma^ 

7 

V 

-(x/)'+ y = kxy, (3) 

X 

de modo que p{x) = x, ¿?(x) = v^/x y r(x) = x. Por tanto, p{0) = 0, r(0) = 0 y q{x) no está 
acotada y, de donde, es discontinua cuando x 0. Sin embargo, las condiciones impuestas 
sobre problemas regulares de Sturm-Liouville se satisfacen en otras partes del intervalo. 

De manera semejante, para la ecuación de Legendre se tiene 

-[{i -x“)y]' - Ay, -1 <x< 1 (4} 

en donde Á. = a(a -f 1), ju(x) = 1 -x^, q{x) = 0 y r(x) = 1, En este caso, las condiciones 
requeridas sobre p,qy rst satisfacen en el intervaloG <x < 1, excepto enx = 1, en donde 
p es cero. 

Se usa la expresión problemas singulares de Sturm-Liouville para referirse a cierta clase 
de problemas con valores en la frontera para la ecuación diferencial (1) en los que las fun¬ 
ciones p^qyr satisfacen las condiciones previamente establecidas sobre el intervalo abierto 
0 < X < 1, pero por lo menos una no las satisface en uno o los dos puntos frontera. También 
se prescriben condiciones adecuadas en la frontera por separado, de un tipo que se describe 
posteriormente con más detalle en esta sección. También se presentan problemas singulares 
si el intervalo básico no está acotado; por ejemplo, 0 ^ x oc. En este libro no se conside¬ 
rará esta última clase de problema singular. 

Como ejemplo de un problema singular sobre un intervalo finito, considérese la ecuación 


xy" ^ y' + Áxy = 0 , 

(5a) 

-{xy'y = Xxy, 

(5b) 


sobre el intervalo 0 < x < 1 y supóngase que A > 0. Esta ecuación surge en el estudio de las 
vibraciones libres de una membrana elástica circular, y en la sección 11,6 se analiza aún 
más. Si se introduce la nueva variable independiente t definida por t = >/Ax, entonces 

dy r~ dy ^ 

dx ^^'dt' dx^ '^dt^' 


^ La sustitución / == reduce la ecuación (3) a la forma estándar t^y" + ty + (/“ -y^)y = 0. 
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De donde, la ecuación (5a) queda 


V 


t r:dy , t 

Á — J y- + /v ■ - 

dr dt 


v-0 


! /. 


v 




o bien, si se cancela el factor común en cada término, 



+ y + iv = 0. 
di 


( 6 ) 


La ecuación (6) es la ecuación de Bessel de orden cero (ver la sección 5.9). La solución 
general de la ecuación (6) para r > 0 es 

y = + í’2^o(0> 


de donde, la solución general de la (5) para Jt > 0 es 

y = Cl-/o(vV-^) + í-2^o(v'^^K (7) 

en donde/p y denotan las funciones de Bessel de primera y segunda clases de orden cero. 
A partir de las ecuaciones (7) y (13) de la sección 5.9 se tiene 


JqÍsJáx) ~ 1 + X 




X > 0 


n 


y + in + X 

m= 1 






( 8 ) 

X > 0, (9) 


en donde //^ = 1 + (1/2) + • • • + (1/w) y y = - In m). En la figura 5.9.2 se dan 

las gráficas de y = 7 q(x) y y = Y^^(x). 

Supóngase que se busca una solución de la ecuación (5) que también satisfaga la^ condi¬ 
ciones en la frontera 


y{0) = 0, (10a) 

^(1) = 0, (10b) 

que son típicas de las que se han encontrado en otros problemas de este capítulo. En virtud 
de que /q(0) = 1 y yQ(x) -> -x cuando x 0, se puede satisfacer la condición y(0) = 0 
solamente al elegir Cj = C 2 = 0 en la ecuación (7). Por tanto, el problema con valores en la 
frontera (5), (10) sólo tiene la solución trivial. 

Una interpretación de este resultado es que la condición en la frontera (10a) en x = 0 es 
demasiado restrictiva para el ecuación diferencial (5). Esto ilustra la situación general; a 
saber, que en un punto frontera singular es necesario considerar un tipo modificado de 
condición en la frontera. En el presente problema, supóngase que sólo se requiere que la 
solución (7) de la ecuación (5) y su derivada permanezcan acotadas. En otras palabras se 
toma como la condición en la frontera en x = 0 el requisito 

y, y' acotadas cuando x -► 0. 


( 11 ) 
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Esta condición se puede satisfacer al elegir = 0, de modo que se elimine la solución no 
acotada Entonces, la segunda condición en la frontera>^(1) = 0 da 

( 12 ) 

Es posible demostrar^ que la ecuación (12) tiene un conjunto infinito de raíces positivas 
discretas, que dan lugar a los eigenvalores 0 < < A 2 < • * ■ < < • • * del problema 

dado. Las eigenfunciones correspondientes son 

( 13 ) 

determinadas sólo hasta una constante multiplicativa. El problema con valores en la fronte¬ 
ra (5), (10b) y (11) es un ejemplo de un problema singular de Sturm-Liouville. Este ejem¬ 
plo ilustra que si las condiciones en la frontera se relajan de manera adecuada, entonces un 
problema singular de Sturm-Liouville puede tener una sucesión infinita de eigenvalores y 
eigenfunciones, precisamente como sucede para un problema regular de Sturm-Liouville. 

Debido a su importancia en las aplicaciones, vale la pena investigar un poco más los 
problemas singulares con valores en la frontera. Existen dos preguntas importantes de 
interés: 

1. ¿Precisamente qué tipo de condiciones en la frontera se pueden permitir en un proble¬ 
ma singular de Sturm-Liouville? 

2. ¿Hasta qué punto los eigenvalores y las eigenfunciones de un problema singular compar¬ 
ten las propiedades de los eigenvalores y las eigenfunciones de los problemas regulares de 
Sturm-Liouville? En especial, ¿son reales los eigenvalores, son ortogonales las 
eigenfunciones y es posible desarrollar una función dada como una serie de eigenfunciones? 

A las dos preguntas se les puede dar respuesta mediante un estudio de la identidad 

{L\_íí]v — uL[i']} dx = 0, (14) 

que tuvo una importancia esencial en el desarrollo de la teoría de los problemas regulares 
de Sturm-Liouville. Por consiguiente, se investigarán las condiciones en las que se cumple 
esta relación para los problemas singulares, en donde la integral de la ecuación (14) ahora es 
posible se tenga que analizar como una integral impropia. Para concretar considérese la 
ecuación diferencial (1) y supóngase quex = 0 es un punto de frontera singular, pero que x 
= 1 no lo es. Se impone la condición de la frontera (2b) en el punto frontera no singular x = 
1, pero, por el momento, se deja sin especificar la condición de la frontera en x = 0. De 
hecho, el objetivo principal es determinar qué tipos de condiciones en la frontera son per¬ 
misibles en un punto frontera singular si ha de cumplirse la ecuación (14). 

Dado que el problema con valores en la frontera que se está analizando es singular en x = 
0, se considera la integral P^L[u]vdxQn vez de ¡qL[u] v dx, como en la sección 11.3 y luego 
se hace e a cero. Si se supone que uy v tienen por lo menos dos derivadas continuas sobre 
€ < X < 1> y se integra dos veces por partes, se encuentra que 

^ La función está bien tabulada; las raíces de la ecuación (12) se pueden encontrar en varias tablas; por 
ejemplo, en Jahnke y Emde o en Abramowitz y Stegun. Las tres prirneras raíces de la (12) son VA = 2.405, 
5.520, y 8.654, respectivamente, hasta cuatro cifras significativas; = (n -l/4)7r para n grande. 
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{L\^u^v — uLl^v]} dx = ~~p{x)lu'{x)v{x) — w(x)í;'(x)]j\ (15) 

Una vez más, se elimina el término frontera en x = 1 si tanto u como v satisfacen la condi' 
ción en la frontera (2b) y, por tanto, 

{L[u]v — uL\_v]} dx = p(e)\_u'(€)v(€) — w(6)r'(e)]. (16) 

Si se toma el límite cuando e 0 da 

P {L[u]v — uLlv]} dx = lím p(€)[u\€)v{€) — u{e)v'{e)}. (17) 

De donde, (14) se cumple si y sólo si, además de las suposiciones expresadas antes, 

lim p(6)[w'(e)t’(6) - w(e)¿/(e)] =0 (18) 

€^0 

para todo par de funciones uy václsí clase que se está considerando. Por consiguiente, la 
ecuación (18) es el criterio que determina qué condiciones en la frontera son permisibles en 
X = 0, si ese punto es un punto frontera singular; a saber. 

Im p(l — €)[ií'(l — 6 )d( 1 ~ e) — u(l — 6 )i ;71 — e)] 0. (19) 

6^0 


En resumen, como en la sección 11.3, se dice que un problema singular con valores en la 
frontera para la ecuación (1) es autoadjunto si la (14) es válida, quizá como una integral 
impropia, para cada par de funciones u y v con las siguientes propiedades: son dos veces 
continuamente diferenciables sobre el intervalo abierto 0 < x 1, satisfacen una condición 
en la frontera de la forma (2) en cada punto frontera regular y satisfacen una condición en 
la frontera suficiente para asegurar la ecuación (18), si x = 0 es un punto frontera singular, 
o bien, la (19), si x = 1 es un punto frontera singular. Si por lo menos un punto frontera es 
singular, entonces se dice la ecuación diferencial (1), junto con dos condiciones en la fron- 
tera del tipo que se acaba de describir, forma un problema singular de Sturm-Liouville. 

Por ejemplo, para la ecuación (5) se tiene p(x) ^x.Siuyv satisfacen la condición en la 
frontera (11) en x = 0, es evidente que se cumplirá la ecuación (18). De donde, el problema 
singular con valores en la frontera que consta de la ecuación diferencial (5), la condición en 
la frontera (11) en x = 0 y cualquier condición en la frontera de la forma (2b) en x = 1, es 
autoadjunto. 

La diferencia más sorprendente entre los problemas regular y singular de Sturm-Liouville 
es que, en un problema singular, los eigenvalores pueden no ser discretos. Es decir, el 
problema puede tener soluciones no triviales para todo valor de A o para todo valor de A en 
algún intervalo. En ese caso, se dice que el problema tiene un espectro continuo. Puede 
suceder que un problema singular tenga una mezcla de eigenvalores discretos y también un 
espectro continuo. Por último, es posible que sólo exista un conjunto discreto de eigenvalores, 
precisamente como en el caso regular que se analizó en la sección 11.3. Por ejemplo, esto 
es cierto para el problema que consta de las ecuaciones (5), (10b) y (11). En general, puede 
ser difícil determinar qué caso ocurre en realidad en un problema dado. 
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De hecho, un análisis sistemático de los problemas singulares de Sturm-Liouville es 
bastante complejo^ y requiere una extensión sustancial de los métodos presentados en este 
libro. Nos restringiremos a algunos ejemplos relacionados con aplicaciones físicas; en cada 
uno de estos ejemplos se sabe que existe un conjunto infinito de eigenvalores discretos. 

Si un problema singular de Sturm-Liouville tiene solamente un conjunto discreto de 
eigenvalores y eigenfunciones, entonces es posible aplicar la ecuación (14), del mismo 
modo que en la sección 11.3, para probar que los eigenvalores de un problema de este tipo 
son reales y que las eigenfunciones son ortogonales con respecto a la función de peso r. 
Entonces se llega al desarrollo de una función dada en términos de una serie de eigenfunciones 
como en la sección 11.3. 

Esos desarrollos son útiles como en el caso regular, para resolver problemas con valores 
en la frontera no homogéneos. El procedimiento es muy semejante al que se describió en la 
sección 11.4. En los problemas 1 a 4 se indican algunos ejemplos para ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias y, en la sección 11.6, se presentan algunos problemas para ecuaciones 
diferenciales parciales. 

Por ejemplo, las eigenfunciones 4>^fx) del problema singular de Sturm-Liouville 

' = Axy, 0 < X < 1 
y, y' acotadas cuando x 0, y (1) = 0 
satisfacen la relación de oríogonalidad 

x(j)Jx)(l)„{x) lIx = 0 . ni n ( 20 ) 

con respecto a la función de peso r(x) =x. Entonces, si / es una función dada, se supone que 

/ (X) = ^ c „Jo( \ -^) ■ 1 “ ^ ^ 

n = 1 

Si se multiplica la ecuación (21) por y se integra término a término, desde a: = 0 

hasta X = 1, da 

xl\x)Jg{sJX„x) dx = ¿ c„ .vJo(V'"-m x) Jo(v An '") ‘Av. (22) 

Debido a la condición de ortogonalidad (20), el segundo miembro de la ecuación (22) se 
reduce a un solo término; de donde, 


JJ x/(x)Jo(v A„, x) dx 

Jo' ■’^'^o(v A„x)</x 


123) 


que determina los coeficientes de la serie (21). 

La convergencia de la serie (21) se establece por una extensión del teorema 11.3.4, para 
cubrir este caso. También es posible demostrar que este teorema se cumple para otros con¬ 
juntos de funciones de Bessel, que son soluciones de problemas adecuados con valores en 
la frontera, para los polinomios de Legendre y para las soluciones de varios otros proble¬ 
mas singulares de Sturm-Liouville de bastante interés. 


^ Ver, por ejemplo, el capítulo 5 del libro de Yosida. 
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Es necesario hacer resaltar que los problemas singulares mencionados aquí no necesaria* 
mente son típicos. En general, los problemas singulares con valores en la frontera se carac¬ 
terizan por espectros continuos, en vez de por conjuntos discretos de eigenvalores. Por lo 
tanto, los conjuntos correspondientes de eigenfunciones no son numerables y no existen 
desarrollos en serie del tipo descrito en el teorema 11.3.4; se sustituyen por representacio¬ 
nes integrales adecuadas. 


Problemas 




1. Encuentre una solución formal del problema no homogéneo con valores en la frontera 

y, y ' acotadas cuando x -► 0, y (1) = 0, 

en donde / es una función continua dada sobre 0 < x ^ 1 y ju no es un eigenvalor del 
problema homogéneo correspondiente. 

Sugerencia: aplique un desarrollo en serie semejante a los de la sección 11.4. 

2. Considere el problema con valores en la frontera 

-{xyy = Xxy, 

y, y acotadas cuando x -► 0, y'(l) = 0. 

a) Demuestre que Aq = 0 es un eigenvalor de este problema correspondiente a la 

eigenfunción <^q(x) = 1. Si A > 0, demuestre formalmente que las eigenfunciones se expre¬ 
san por donde es la n-ésima raíz positiva (en orden creciente) 

de la ecuación/ q(VÁ) = 0. Es posible demostrar que existe una sucesión infinita de esas 
raíces. 

b) Demuestre que si /«,« = 0, 1 , 2,.. . , entonces 

Jo X(/> Jx)</)„(x) í/x - 0, m # n. 

c) Encuentre una solución formal del problema no homogéneo 

-(xy')' = /ixy+/(x), 

y, y' acotadas cuando x -► 0, y'(l) = 0, 

en donde / es una función continua dada sobre 0 x 1 y // no es un eigenvalor del 
problema homogéneo correspondiente. 

3. Considere el problema 

-(xy'Y + (lc^/x)y = Xxy, 
y, y' acotadas cuando x -♦ 0, y (1) = 0, 

en donde k es un entero positivo. 

a) Use la sustitución t =VÁ x para demostrar que la ecuación diferencial anterior se 
reduce a la ecuación de Bessel de orden k (ver el problema 9 de la sección 5.9). Una 
solución e%J^{i)\ una segunda solución linealmente independiente, denotada por y¡^{t), es 
no acotada cuando í 0. 
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b) Demuestre formalmente que los eigenvalores Ap A 2 , . . . del problema dado son los 
cuadrados de los ceros positivos ácJffJX), y que las eigenfunciones correspondientes son 

Es posible demostrar que existe una sucesión infinita de esos ceros. 

c) Demuestre que las eigenfunciones 0^(jc) satisfacen la relación de ortogonalidad 

x<l>mix)<t>Jix) í/x = 0, miín. 

d) Determine los coeficientes del desarrollo formal en serie 

CC' 

f{x)= X a„(j)„ix). 

;i- 1 

e) Encuentre una solución formal del problema no homogéneo. 

-(xyT + (k^/x)y = fixy + /(x), 
y, y' acotadas cuando x-^0, y(l) = 0, 

en donde / es una función continua dada sobre Q x ^ 1, y no es un eigenvalor del 
problema homogéneo correspondiente. 

4. Considere la ecuación de Legendre (ver los problemas 20 a 22 de la sección 5.3) 

-[(l-x2)yT = Ay 
sujeta a las condiciones en la frontera 

y (0) = 0, y, y' acotadas cuando x ^*1. 

Las eigenfunciones de este problema son los polinomios impares de legendre (í>fx) = 
= x, (l) 2 {x) = Pt^x) = (5a:*^ -3jc)/2, . . . , (t)^{x) = ■ • • correspondientes a los 

eigenvalores A^ = 2, A 2 = 4 ■ 3,.. ., A^ = 2n(2n - 1),.. . 

a) Demuestre que 

<t>m(x)(¡)„(x) dx = 0, m^n. 

b) Encuentre una solución formal del problema no homogéneo 

-[(1 -x^)y']' = ^¡y+f(x), 
y(0) = 0, y, y' acotadas cuando x 1, 

en donde / es una función continua dada sobre 0 < jc 1, y ^ no es un eigenvalor del 
problema homogéneo correspondiente. 

5. La ecuación 


(1 - jc^)y- xy' + Ay = 0 (i) 

es una ecuación de Chebyshev; ver el problema 10 de la sección 5.3. 

a) Demuestre que la ecuación (i) puede escribirse en la forma 

- [{1 - '/^y, - 1 < X < 1. (ii) 

b) Considere las condiciones en la frontera 

y, y' acotadas cuando x -1, y, y' acotadas cuando x -► 1 (iii) 
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Demuestre que el problema con valores en la frontera (ii), (iii) es autoadjunto. 
c) Es posible demostrar que el problema con valores en la frontera (ii), (iii) tiene los 
eigenvalores = 0 , Aj = 1 , ^3 = 4,,.. .... Las eigenfunciones correspondientes 

son los polinomios de Chebyshev T^{x): Tq(x) = 1, rj(x) = x, T2(x) ~ 1 .... De¬ 

muestre que 


ri 


-1 


TJ,x)Ux) 

(1 


dx = 0, 


m ^ n. 


(iv) 


Observe que esta es una integral improoia convergente. 


*11.6 Otras consideraciones sobre el método de separación de variables: 
un desarrollo en serie de Bessel 


En este capítulo el interés es extender el método de separación de variables desarrollado en 
el capítulo 10 hacia una clase más amplia de problemas: a problemas que comprenden ecua¬ 
ciones diferenciales más generales, condiciones en la frontera más generales o regiones 
geométricas diferentes. En la sección 11.4 se indicó cómo tratar con una clase de ecuacio¬ 
nes diferenciales o condiciones en la frontera más generales. Aquí, la atención se concentra 
en problemas planteados en varias regiones geométricas, destacando aquellos que llevan a 
problemas singulares se Sturm-Liouville, cuando se separan las variables. 

Por su relativa sencillez, así como por la considerable importancia física de muchos pro¬ 
blemas a los que es aplicable, el método de separación de variables merece un lugar impor¬ 
tante en la teoría y aplicación de las ecuaciones diferenciales parciales. 

Sin embargo, este método en realidad tiene ciertas limitaciones que no deben olvidarse. 
En primer lugar, el problema debe ser lineal, de modo que sea posible hacer intervenir el 
principio de superposición para construir soluciones adicionales al formar combinaciones 
lineales de las soluciones fundamentales de un problema homogéneo apropiado. 

Como cuestión práctica, también debe ser posible resolver las ecuaciones diferenciales 
ordinarias, obtenidas después de separar las variables, de manera razonablemente conve¬ 
niente. En algunos problemas a los que en principio es posible aplicar el método de separa¬ 
ción de variables, éste tiene un valor práctico muy limitado, debido a la falta de información 
acerca de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen. 

Además, la geometría de la región que interviene en el problema se sujeta a restricciones 
más bien estrictas. Por una parte, es necesario usar un sistema de coordenadas en el que se 
puedan separar las variables y sustituir la ecuación diferencial parcial por un conjunto de 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Para la ecuación de Laplace existen alrededor de una 
docena de esos sistemas de coordenadas; para la mayoría de los lectores de este libro, proba¬ 
blemente sólo sean conocidas las coordenadas rectangulares, cilindricas circulares y esféri¬ 
cas. Por otra parte, la frontera de la región de interés debe constar de curvas o superficies 
coordenadas; es decir de curvas o superficies sobre las que una de las variables permanezca 
constante. Por tanto, al nivel elemental, se está limitado a regiones acotadas por rectas o 
arcos circulares, en dos dimensiones, o por planos, cilindros circulares, conos circulares 
o esferas, en tres dimensiones. 
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En problemas tridimensionales, la separación de variables en el operador de Laplace 
+ da la ecuación X" + AX = 0, en coordenadas rectangulares, a la ecuación de 

Bessel, en coordenadas cilindricas y a la ecuación de Legendre, en coordenadas esféricas. 
Este hecho es en gran parte la causa de intenso estudio que se ha realizado de estas ecuacio¬ 
nes y de las funciones definidas por ellas. También vale la pena hacer notar que dos de las 
tres situaciones más importantes llevan a problemas singulares, en vez de regulares, de 
Sturm-Liouville. Por tanto, los problemas singulares de ninguna manera son excepcionales 
e incluso pueden ser más interesantes que los regulares. El resto de esta sección se dedicará 
a un ejemplo que comprende un desarrollo de una función dada como una serie de funcio¬ 
nes de Bessel. 

Las vibraciones de una membrana circular elástica. En la sección 10.6 [ecuación (7)] 
se hizo notar que las vibraciones transversales de una membrana elástica delgada se rigen 
por la ecuación bidimensional de onda. 

+ "»■) = “.v- (^) 

Para estudiar el movimiento de una membrana circular es conveniente escribir la ecuación 
(1) en coordenadas polares: 


1 Mae j = u„. (2) 

Se supondrá que la membrana tiene radio unitario, que está fija rígidamente alrededor de su 
circunferencia y que, inicialmente, ocupa una posición desplazada independiente de la va¬ 
riable angular 0, a partir de la cual se libera en el instante í = 0. Debido a la simetría circular 
de las condiciones iniciales y en la frontera, es natural suponer también que u es indepen¬ 
diente de 0; es decir, que u es una función sólo de r y r. En este caso, la ecuación diferencial 
(2) queda 


a^¡^U,r + - U,j = 

0 < r < 1 , ? > 0. 

(3) 

La condición en la frontera en r = 1 es 



m(1 , 0 = 0, 

íSO, 

(4) 

y las condiciones iniciales son 



u(r,0)=m 

0 á r s 1, 

(5) 

ufj, 0) = 0, 

VI 

o 

(6) 


en donde /(r) describe la configuración inicial de la membrana. Para ser coherentes, tam¬ 
bién se requiere que/(l) = 0. Por último, se expresa de manera explícita el requisito de que 
n(r, í) debe estar acotada para 0 ^ r < 1. 

Si se supone que n(r, r) = R{r)T(t) y se sustituye w(r, t) en la ecuación (3), se obtiene 

R" + {\/r)R‘ 1 T" 

2 T' 

T 


R 


(7) 
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Como en el capítulo 10, se considerarán todos los casos posibles para la constante de sepa¬ 
ración (T. Se encuentra que, para obtener soluciones acotadas no triviales que satisfagan las 
condiciones homogéneas en la frontera y las iniciales es necesario tener o" < 0. De donde, 
se hace o- = - con A > 0. Entonces, la ecuación (7) da 


Por tanto, 


HR" -i- rR' -I- Xh^R = 0, 
T" + k^a^T = 0. 


T{t) = ki sen/ai -f k 2 eos ?.at. 


( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 


Si se introduce la nueva variable independiente | = Ar en (8), se obtiene 

dQ 

que es la ecuación de Bessel de orden cero. De este modo, 

R = -f c^Yoia 


( 11 ) 


( 12 ) 


en donde Jq y Yq son las funciones de Bessel de primera y segunda clases, respectivamente, 
de orden cero (ver la sección 11.5). En términos de r se tiene 

R^CiJo(Xr) + C2Yo(Ar). (13) 


La condición de que w(r, t) sea acotada requiere que R permanezca acotada cuando r 0. 
Como Yo(Ar) oo cuando r 0, es necesario elegir C 2 = 0. Entonces, la condición en la 
frontera (4) requiere que 

/o(A) = 0. (14) 

Como consecuencia, se obtienen los valores permisibles de la constante de separación a 
partir de las raíces de la ecuación trascendente (14). Recuérdese por lo visto en la sección 
11.5, que Jq(A) tiene un conjunto infinito de ceros positivos discretos, que se denotan por 
Ap A 3 ,..., A^,,.., en orden de magnitud creciente. Además, las funciones J^(A/) son 
las eigenfunciones de un problema singular de Sturm-Liouville y es posible utilizarlas como 
la base de un desarrollo en serie para la función dada f. Las soluciones fundamentales de 
este problema, que satisfacen la ecuación diferencial parcial (3), la condición en la frontera 
(4) y la condición de ser acotadas, son 

w„(r, t) = </o(A„r) sen Á„at, n = 1 , 2 ,. . . (15) 

í;„(r, í) = Jo(V) eos n = 1 , 2 ,... . (16) 

A continuación se supondrá que u(r, t) se puede expresar como una combinación lineal 
infinita de las soluciones fundamentales (15), (16); 

00 

uir,t)= Y. £) + C„r„(r, t)] 

« = 1 

00 

= Z [Mo(v) sen 2„a£-I-c„Jo(i„r) eos 2„aí]. 

n == 1 


(17) 
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Las condiciones iniciales requieren que 

u(r, 0) = ¿ = /('■) (18) 

n - 1 

y 

;x' 

u,(r,0) = X = 0- (19) 

n~ 1 

Por la ecuación (23) de la sección 11.5 se obtiene 

Jo rf{r)Jo(}.„r) dr 

k„ = 0, c„ = —- — «=1,2,.... (20) 

Jo' dr 

Por tanto, la solución de la ecuación diferencial parcial (3) que satisface las condiciones en 
la frontera (4) y las condiciones iniciales (5) y ( 6 ), se expresa por 

u(r,t)= Y cJoM eos X„at ( 21 ) 

n= 1 

con los coeficientes definidos por la ecuación ( 20 ), 


Problemas i 




1 . Considere la ecuación de Laplace = 0 en el paralelogramo cuyos vértices son ( 0 , 

0), ( 2 , 0), (3, 2) y (L 2). Suponga que, sobre el lado y = 2, la condición en la frontera es 
ii{x, 2) =: f{x) para 1 < x 3 y que sobre los otros tres lados u = 0 (ver la figura 11.6.1). 

a) Demuestre que no hay soluciones no triviales de la ecuación diferencial parcial de 
la forma u(x, y) = X(x)Y(}’) que también satisfagan las condiciones homogéneas en la 
frontera. 

b) Sean ^ = x- 4y, 17 = y. Demuestre que el paralelogramo dado en el plano xy se trans- 
forma en el cuadrado 0^^<2, 0^ r/^2enel plano ^r¡. Demuestre que la ecuación 
diferencial se transforma en 

- «í, + = 0. 

¿Cómo se transforman las condiciones en la frontera? 

c) Demuestre que en el plano la ecuación diferencial no tiene soluciones de la forma 

u(c, n) = L(c)Lp/). 

Por tanto, en el plano xy la forma de la frontera impide realizar una solución por el 
método de separación de variables, mientras que en el plano la región es aceptable, 
pero las variables en la ecuación diferencial ya no pueden separarse. 

2. Encuentre el desplazamiento n(r, /) en una membrana elástica circular vibrante de radio 
uno que satisface la condición en la frontera 

n(l ,0 = 0 , /SO, 
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V ^ 

\ 


D' 


c 

(0,2) 


(2, 2) 


- 



_1_ 

1_^ 

A' 

1(0,0) B' (2,0) X 


(b) 


FIGURA 11.6.1 Región del problema 1. 


y las condiciones iniciales 

«(r, 0) = 0, w^(r, 0) = éí(r), 0<r<l, 

en donde ^(1) = 0. 

Sugerencia: la ecuación diferencial que debe ser satisfecha es la ecuación (3) del texto. 

3. Encuentre el desplazamiento u(r, t) en una membrana elástica circular vibrante de radio 
uno que satisface la condición en la frontera 

w(l,0 = 0, 


y las condiciones iniciales 

u(r, 0) = /{r), u,{r, 0) = gir), 0 < r < K 

en donde/(l) = g{\) = 0. 

4. La ecuación de onda en coordenadas polares es 


w,, + (1/rK H- 

Demuestre que si u(r, 6, t) = R(r)0(O)T(t), entonces/?, 0 y Tsatisfacen las ecuaciones 
diferenciales ordinarias 

r^R" -f rR' + - n^)R = 0, 

0 ” + n"0 = 0 , 

r" + = 0 . 

5. En las coordenadas cilindricas circulares r, 0, z definidas por 
x = r eos 6, y - r sen 0, z = z, 
la ecuación de Laplace toma la forma 


+ {\/r}u, + {l/r^}Uso + w,, = 0. 
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a) Demuestre que si u{r, O, z) = R{r)<d{6)Z{z\ entonces /?, © y Z satisfacen las ecuacio¬ 
nes ordinarias 

' + rR' 4 - ~ n^}R ^ 0 , 

0^' + = 0, 

z" - ;.2z - 0. 

b) Demuestre que si u(r, 0, z) es independiente de 0, entonces la primera ecuación del 
inciso a) queda 

r^-R" ^rR' = 

la segunda se omite por completo y la tercera permanece sin cambio. 

6 . Halle la temperatura de estado estable en una barra seminfinita 0 < z < x, 0 < r < 1, si 
la temperatura es independiente de 0 y tiende a cero cuando z x. Suponga que la 
temperatura u{r, z) satisface las condiciones en la frontera 

ti(l, z) = 0, z > 0, 

u(r, 0) = /(r), 0 < r < 1. 

Sugerencia: consulte el problema 5. 

7. La ecuación 


+ ^yy + ^ 

es una generalización de la ecuación de Laplace y, algunas veces, se le da el nombre de 
Helmholtz (1821-1894). 

a) En coordenadas polares, la ecuación de Helmholtz queda 

iVr -f -f (lA^)tW + "= 0 . 

Si p(r, 0) = /?(r)©(0), demuestre que 7? y © satisfacen las ecuaciones diferenciales 
r^R" + rR' -4 (/cV^ - Á^)R - 0, 0" + 2^0 - 0. 

b) Encuentre la solución de la ecuación de Helmholtz en el disco r < c, que permanece 
acotada en todos los puntos en el disco, que es periódica en 6 con periodo Itt y que 
satisface la condición en la frontera v(c, 9) = f(9), en donde / es una función dada 
sobre 0 ^ 0 < 2 ;r. 

Sugerencia: la ecuación para R es una ecuación de Bessel. Ver el problema 3 de la sec¬ 
ción 11.5. 

8 . Considere el flujo del calor en un cilindro infinitamente largo de radio uno: 0 s r < 1 ,0 
0 < 2 ;r, ~ X < z < X. Suponga que la superficie del cilindro se mantiene a la tempe¬ 
ratura cero y que la distribución inicial de temperaturas es una función sólo de la varia¬ 
ble radial r. Entonces la temperatura u es una función sólo de r y r y satisface la ecuación 
de conducción del calor 

cc^[u^^ + (\lr)u^ = Mj, 0 < r < 1 , f > 0, 

y las siguientes condiciones inicial y en la frontera: 

w(r, 0) = /(r), 0 < r < 1, 

u{í,t) = 0, í > 0. 
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Demuestre que 


u{r,t)= £ 

n= 1 

en donde yQ(A^) = 0. Encuentre una fórmula para los c^. 

9. En las coordenadas esféricas p, 0 (p > 0 , 0 < 0 < 2 ;r, 0 ;r) definidas por las 

ecuaciones 


X = p eos 6 sen 4), y ~ p sen 0 sen 0 , z = p eos 0 , 

la ecuación de Laplace toma la forma 

+ 2pu^ -h (csc^ 0 ) + (cot 0 ) = 0 . 

a) Demuestre que si u(p, 0, 0) = P(p)©(0)<I>(0), entonces P, 0 y <!> satisfacen ecuacio¬ 
nes diferenciales ordinarias de la forma 


p"P" -f 2 pF - p 2 p ^ o, 

©' + = 0 , 

(sen^ 4W' -h(sen 0 eos 0 )<D' -h (p^ sen^ 0 ~ = 0 . 

La primera de estas ecuaciones es del tipo de Euler, mientras que la tercera está relacio¬ 
nada con la ecuación de Legendre. 

b) Demuestre que si u{p, 0, 0) es independiente de 9, entonces la primera ecuación del 
inciso a) permanece sin cambio, la segunda se omite y la tercera queda 

(sen^ 0 )^" + (sen 0 eos 0 )<I>' + (p^ sen^ 0)<6 = 0 . 

c) Demuestre que si se define una nueva variable independiente 5 por ^ = eos 0, enton¬ 
ces la ecuación para O del inciso b) queda 

í/O 

(1 — 5^) —^— 2s —- + = 0, — 1 < .s’ < l. 

ds^ ds 

Observe que ésta es la ecuación de Legendre. 

10. Encuentre la temperatura de estado estable w(p, 0) en una esfera de radio unitario si la 
temperatura es independiente de 0 y satisface la condición en la frontera 

m ( 1 , 0 )=/( 0 ), (¡)< K. 

Sugerencia-, consulte el problema 9 y los problemas 20 a 28 de la sección 5.3. Use el 
hecho de que las únicas soluciones de la ecuación de Legendre que son finitas en ±1 son 
los polinomios de Legendre. 


*11.7 Series de funciones ortogonales: convergencia en la media 


En la sección 11.3 se afirmó que con ciertas restricciones una función dada / puede desa¬ 
rrollarse en una serie de eigenfunciones de un problema con valores en la frontera de 
Sturm-Liouville y que la serie converge a [f{x + ) + f{x - )]/2 en cada punto del intervalo 
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abierto. En ciertas condiciones algo más restrictivas, la serie converge a/(x) en cada punto 
del intervalo cerrado. Este tipo de convergencia se denomina convergencia puntual. En esta 
sección se describe un tipo distinto de convergencia que es especialmente útil para series de 
funciones ortogonales, como las eigenfunciones. 

Suponga que se da el conjunto de funciones • • ■»son continuas sobre el 

intervalo 0 < x < 1 y satisfacen la condición de ortonormalidad 

r(x)(l)¡{x)cl>j(x)dx = (1) 

en donde r es una función de peso no negativa. Supóngase también que se quiere aproximar 
una función dada/, definida sobre 0 ^ x 1 , mediante una combinación lineal de ... 
Es decir, si 


n 

S„(x) = X 

í = 1 


( 2 ) 


se desea elegir los coeficientes ..., de modo que la función sea la mejor aproxima¬ 
ción para/sobre 0 < a* < 1. El primer problema que se debe enfrentar al realizar esto es 
enunciar con precisión qué se entiende por “mejor aproximación de/sobre 0 < a ^ V\ 
Hay varios significados razonables que puede asociarse a esta frase. 

1. Es posible elegir n puntos Xj,. . . , en el intervalo 0 < a 1 y requerir que SJx) 
tenga el mismo valor que /(a) en cada uno de estos puntos. Los coeficientes a j, •. •, 
se encuentran al resolver el conjunto de ecuaciones algebraicas lineales 

Y, ai(l}i{x¡i =f{xj), j=l, - n. (3) 

í 1 

Este procedimiento se conoce como método de colocación. Tiene la ventaja de que es 
muy fácil escribir las ecuaciones (3); basta con evaluar las funciones relativas en los 
puntos Aj,..., A^. Si estos puntos se eligen bien y si n es bastante grande, entonces es de 
suponer que no sólo será igual a /(a) en los puntos elegidos, sino que también 
estará razonablemente cerca de ella en los demás puntos. Sin embargo, la colocación 
adolece de varias deficiencias. Una es que si se agrega una función base más ^ j, 
entonces se requiere un punto más y es necesario volver a calcular todos los 
coeficientes. Por tanto, no es conveniente para mejorar la exactitud de una aproxima¬ 
ción por colocación mediante la inclusión de términos adicionales. Además, los a- 
dependen de la ubicación de los puntos Ap . . . , a^ y no es evidente cómo elegir de la 
mejor manera estos puntos. 

2. Alternativamente, es posible considerar la diferencia /(a) — SJ^x) e intentar hacerla 
lo más pequeña posible. La dificultad aquí es que /(a) - S^{x) es una función de a, así 
como los coeficientes ..., y no es evidente qué criterio debe aplicarse al selec¬ 
cionar los a.. La elección de los a. que haga pequeño /(a) -en un punto puede 
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FIGURA 11.7.1 Aproximación de f(x) por 


hacerlo grande en el otro. Una manera de proceder es considerar en vez de ello la míni¬ 
ma cota superior^ de | f(x) - | para jc en 0 ^ a: 1 y, después, elegir a^,..,, 

de modo que se haga lo más pequeña posible esta cantidad. Es decir, si 

£„(a.,..., íi„) = lub |/(x)-5„(x)l, (4) 

0 < X < 1 

entonces elíjase a^,..., de modo que se minimice Este enfoque es intuitivamente 
atrayente y a menudo se aplica en cálculos teóricos. Sin embargo, en la práctica, suele 
ser muy difícil, si no imposible, escribir una fórmula explícita para , a^). 

Además, este procedimiento también comparte una de las desventajas de la coloca¬ 
ción; a saber, al agregar un término adicional a SJx), es necesario volver a calcular 
todos los coeficientes precedentes. Por tanto, con frecuencia no es útil en los proble¬ 
mas prácticos. 

3. Otra manera de proceder es considerar 

/„(«,,..., a„) = JJ r(x)|/(x) - S„{x}\dx. (5) 

Si /'(jc) = 1, entonces es el área entre las gráficas dey =/(x) y y = (ver la figura 
11,7.1). Entonces se pueden determinar los coeficientes de modo que se minimice 
7^. Para evitar las complicaciones que resultan de los cálculos con valores absolutos, es 
mejor considerar 

R„(ai,..., a„) = JJ r(x)[/(x) - S„(x)]^ dx (6) 

como medida de calidad de la aproximación de la combinación lineal S^{x) para f(x). 
Aunque es evidente que es semejante en ciertos sentidos a 7^, carece de la simple 
interpretación geométrica de esta última. A pesar de ello, matemáticamente es mucho 
más fácil trabajar con que con 7^, La cantidad R^ se llama error cuadrático medio 


^ La mínima cota superior (mes) es una cota superior que es menor que cualquier otra cota superior. La mes de 
una función acotada siempre existe y es igual a su máximo si la función tiene uno. Sin embargo, recuérdese 
que una función discontinua puede no tener un máximo. En los problemas 2 a 6 se dan algunos ejemplos. 
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de la aproximación 5^ para/. Si se eligen los a. de modo que se minimice entonces 
se dice que se aproxima a/en el sentido cuadrático medio. 

Para elegir . . . , a fin de minimizar R^, es necesario satisfacer las condiciones 
necesarias. 


dRJda. = 0, / = 1, . .. , (7) 

Al escribir la ecuación (7) y observar que dS^(x; , ajtda^ es igual a (pfxX se obtiene 

- = 2 JJ r{x)[f(x) - S„(x)'](j)¡{x) dx = 0. (8) 

Si se sustituye SJ^x) por su expresión de la (2) y se aplica la relación de ortogonalidad (1) se 
llega a 


a, = Jq r{x)fix)(t)iix) dx, i = (9) 

Lx)s coeficientes definidos por la (9) se llaman coeficientes de Fourier de/con respecto al 
conjunto ortonormal <^ 2 ^.,., y la función de peso r. Como las condiciones (7) sólo 
son necesarias y no suficientes para que R^ sea un mínimo se requiere un razonamiento 
separado para demostrar que R^ en realidad se minimiza si se eligen los a. mediante la (9). 
Este razonamiento se describe en el problema 7. 

Nótese que los coeficientes (9) son los mismos que los de la serie de eigenfunciones cuya 
convergencia, en ciertas condiciones, se enunció en el teorema 11.3.4. Por tanto, es 
la n-ésima suma parcial de esta serie y constituye la mejor aproximación cuadrática media 
a f(x) que es posible con las funciones (f)^,... (p^. De aquí en adelante se supondrá que los 
coeficientes a. de 5/jc) se expresan por la ecuación (9). 

La ecuación (9) es notable en otros dos aspectos importantes. En primer lugar, proporcio¬ 
na una fórmula para cada a.por separado, en vez de un conjunto de ecuaciones algebraicas 
lineales para los como en el método de colocación, por ejemplo. Esto se debe a 

la ortogonalidad de las funciones base (/)p . . . , (p^. Además, la fórmula para los n es 
independiente de n, el número de términos en Sj(x). El significado práctico de esto es el 
siguiente: Supóngase que, para obtener una mejor aproximación para/, se desea usar una 
aproximación con más términos, por ejemplo k términos, en donde k> n. Entonces, nu es 
necesario volver a calcular los n primeros coeficientes de 5^(x). Todo lo que se requiere es 
calcular, a partir de (9), los coeficientes ^ ^ ..., que surgen debido a las funciones base 
adicionales ^ ^ ..., 

Por supuesto, si/, r y las (p^ son funciones complicadas, puede ser necesario evaluar las 
integrales por procedimientos numéricos rutinarios. 

Supóngase ahora que existe una sucesión infinita de funciones </>p ..., , que son 

continuas y ortonormales sobre el intervalo 0 < x < 1 . Supóngase además que, cuando n crece 
sin cota, el error cuadrático medio R^ tiende a cero. En este caso, se dice que la serie infinita 

00 

1 = 1 

converge en el sentido cuadrático medio (o, de modo más sencillo, en la media) a/(x). La con¬ 
vergencia en la media es en esencia un tipo distinto de convergencia al de la convergencia 
puntual que se ha considerado hasta ahora. Una serie puede converger en la media sin conver- 
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ger en cada punto. Esto es geométricamente plausible porque el área entre dos curvas, que 
se comporta de la misma manera que el error cuadrático medio, puede ser cero aun cuando 
las funciones no sean las mismas en todos los puntos; pueden diferir sobre cualquier con¬ 
junto finito de puntos, por ejemplo, sin afectar el error cuadrático medio. Es menos eviden¬ 
te, pero también es cierto, que aun si una serie infinita converge en todo punto, puede no 
hacerlo en la media. De hecho, el error cuadrático medio puede incluso volverse no acota¬ 
do. Un ejemplo de este fenómeno se da en el problema 1. 

Supóngase ahora que se quiere conocer qué clase de funciones, definidas sobre 0 ^ x < 1, 
se pueden representar como una serie infinita del conjunto ortonormal 0., / = 1, 2 ... .La 
respuesta depende de qué tipo de convergencia se requiere. Se dice que el conjunto 0j,..., 
0 ^ es completo con respecto a la convergencia cuadrática media para un conjunto de fun¬ 
ciones si para cada función / en J, la serie 

/(X) = f (10) 

1 

con coeficientes dados por la ecuación (9), converge en la media. Existe una definición 
semejante para la compleción con respecto a la convergencia puntual. 

Ahora los teoremas relacionados con la convergencia de series como la de la ecuación (10) 
se pueden volver a enunciar en términos de la idea de compleción. Por ejemplo, el teorema 
11.3.4 se puede reenunciar como sigue: las eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville 

- [p(^)y]' + <?(% = o < X < 1, (II) 

fli>í{0) + «2/(0) = o, fei/i) + (>2/(1) = o, (12) 

son completas con respecto a la convergencia puntual ordinaria para el conjunto de funcio¬ 
nes que son continuas sobre 0 < x < 1 y tienen una derivada seccionalmente continua allí. 

Si la convergencia puntual se sustituye por convergencia en la media, entonces el teorema 
11.3.4 puede generalizarse considerablemente. Antes de enunciar este teorema acompa¬ 
ñante del 11.3.4, es necesario definir qué se entiende por una función cuadráticamente 
integrable. Se dice que una función /es cuadráticamente integrable sobre el intervalo 0 
^ X < 1 si tanto f como son integrables^^ sobre ese intervalo. El siguiente teorema es 
semejante al 11.3.4, excepto en que comprende la convergencia en la media. 



Para la integra! de Riemann usada en cálculo elemental, las hipótesis de que f y p sean integrables son 
independientes: es decir, existen funciones tales que f es integrable pero p no lo es e inversamente (ver el 
problema 8), Una integral generalizada, conocida como integral de Lebesgue, puede definirse con la propie¬ 
dad (entre otras) de que si p es integrable, entonces necesariamente / también es integrable. El término 
cuadráticamente integrable se volvió de uso común en relación con este tipo de integración. 
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Es significativo que la clase de funciones especificadas en el teorema 11.7.1 sea tan 
grande. La clase de funciones cuadráticamente integrables contiene algunas funciones con 
muchas discontinuidades, incluyendo algunos tipos de discoalinuidades infinitas, así como 
algunas funciones que no son diferenciables en ningún punto. Todas estas funciones tienen 
desarrollos convergentes en la media en las eigenfunciones del problema con valores en la 
frontera ( 11 ), ( 12 ), Sin embargo, en muchos casos, estas series no convergen puntualmente, 
por lo menos no en todos los puntos. Por tanto, la convergencia en la media está asociada 
de manera más natural con series de funciones ortogonales, como las eigenfunciones, que 
la convergencia puntual ordinaria. 

La teoría de las series de Fourier que se analizó en el capítulo 10 es precisamente un caso 
especial de la teoría general de los problemas de Sturm-Liouville. Por ejemplo, las funcio¬ 
nes = V 2 sen hkx son las eigenfunciones normalizadas del problema de Sturm- 
Liouville y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) = 0. Por tanto, si/es una función dada cuadráticamente 
integrable sobre 0 < x < 1 entonces, según el teorema 11.7.1, la serie 

/(.x)= £ 6„0„(x) = v2 £ b„&tnn7ix, (13) 

n = 1 « — 1 

en donde 


= Jq /(^)<?^„(x) dx = sfi /(x) sen nnx dx, (14) 

converge en la media. La serie (13) es precisamente la serie de senos de Fourier que se 
estudió en la sección 10.4. Si /satisface las condiciones adicionales expresadas en el teo¬ 
rema 11.3.4, entonces esta serie converge puntualmente, así como en la media. De manera 
semejante, la serie de cosenos de Fourier corresponde al problema de Sturm-Liouville y" + 
Ay=: 0 ,/( 0 ) = 0 ,/(l) = 0 . 

El teorema 11.7.1 puede extenderse para abarcar problemas autoadjuntos con valores en 
la frontera que tengan condiciones periódicas en la frontera, como el problema 


y" -h Ay - 0 

y{~i)-y{i) = o, /(-O-/(/) = o, 


(15) 

(16) 


que se consideró en el ejemplo 4 de la sección 11.3. Las eigenfunciones del problema (15), 

(16) son (¡yj^x) - cos{nKx/[), para n = 0 , 1 , 2 ,..., y y/J^x) = sen(n;rx//), para n = 1 , 2 ,- 

Si/es una función dada cuadráticamente integrable sobre -/ < x < /, entonces su desarro¬ 
llo en términos de las eigenfunciones y i//^ es de la forma 


/(^) = v+ L 

^ n= 1 


nnx , nnx 
a„ eos —h sen-y- 


(17) 


en donde 


1 


a„ = 


1 
1 


f(x)cos~dx, 


f, ^ A 

/(x) sen dx. 


« = 0 , 1 , 2 ,.. 


(18) 


h, 


-i 


n = 1,2 ,.... 


(19) 
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Este desarrollo es exactamente la serie de Fourier para / que se analizó en las secciones 
10.2 y 10.3. Según la generalización del teorema 11.7.1, la serie (17) converge en la media 
para cualquier función cuadráticamente integrable /, aun cuando / pueda no satisfacer las 
condiciones del teorema 10.3.1, que aseguran la convergencia puntual. 


Problemas 






1. En este problema se demuestra que la convergencia puntual de una sucesión SJ^x) no 
incluye convergencia en la media e inversamente. 

a) Sea 5^(jc) = n 0 jc < 1. Demuestre que SJx) 0 cuando n~>cc para cada 

X en 0 ^ X ^ 1. Demuestre también que 

R„ = [0 - S„{x)]^ dx = ^ (1 - e "), 


de donde, que x cuando n x. Por tanto, la convergencia puntual no incluye 
convergencia en la medía. 

b) Sean SJ^x) = x" para 0 < x 1 y /(x) = 0 para 0 ^ x ^ 1. Demuestre que 

= Jo‘ 


de donde, 5^(x) converge a /(x) en la media. Demuestre también que ^^(x) no converge 
a /(x) puntualmente en todo 0 < x ^ 1. Por tanto, la convergencia en la media no 
implica convergencia puntual. 

En cada uno de los problemas 2 al 6 encuentre la mínima cota superior de la función dada 
sobre el intervalo dado. También determíne si la función tiene un máximo sobre el intervalo. 


2. /(X) = 
4. /(X) - 


6. /(X) = 



0 < X < 1 

x= 1 

0 < X < oc 

0 < X < 1 
X = 0 


3. 

5. 


/(x) = 


/(x) = 


X, o < 



X < l 

o < X < 1 

1 < X < 2 


7. Suponga que las funciones (f)^,..., cf)^ satisfacen la relación de ortonormalidad (1) y que 
una función /dada se va a aproximar por 5^(x) = c^0j(x) + ■ ■ • + c^</>^(x), en donde los 
coeficientes c. no son necesariamente los de la ecuación (9). Demuestre que el error 
cuadrático medio dado por la ecuación (6) puede escribirse en la forma 


dx - ¿ af + |; (c¡ - 


en donde los a. son los coeficientes de Fourier dados por (9). Demuestre que R^ se 
minimiza si c- = para cada i. 
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8, En este problema se demuestra con ejemplos que la integrabilidad (de Riemann) de / y 
son independientes. 


a) Sea f{x) = 



0 < X < 1, 

x-0. 


Demuestre que Jq /(x) dx existe como integral impropia, pero que f\x) dx no existe. 


b) Sea f(x) 


J U X racional 

I — I, X irracional 


Demuestre que f\x) dx existe, pero que /(x) dx no existe. 

9. Suponga que se desea construir un conjunto de polinomios /o(x), //x), />(x), . , . , 
, en donde el grado de /^(x) es k, que sean ortonormales sobre el intervalo 0 
X 1. Es decir, el conjunto de polinomios debe satisfacer 


Ifpfk) = JJ dx = 6jk. 

a) Encuentre //x) al elegir el polinomio de grado cero tal que (/q, /q) = 1. 

b) Encuentre/j(x) al determinar el polinomio de grado uno tal que (/^, Z^) = 0 y (/^ 

/,) = i- 

c) Encuentre / 2 (x). 

d) La condición de normalización (/^, /^) = 1 es algo complicada en su aplicación. Sean 

P'üW’ • • ■ ’ sucesión de polinomios que son ortogonales sobre 0 < x < 1 

y que están normalizados por la condición = 1. Halle c 7 ^j(x), p-Zx) y P 2 W’ Y compá¬ 
relos con/o(x),//x) y/ 2 (x). 

10. Suponga que se desea construir un conjunto de polinomiu^ Pq(x), P/x), .. ., P¿(x),..., 
en donde P^(^) es de grado k, que sean ortogonales sobre el intervalo 0 ^ x 1; ver el 
problema 9. Además, suponga que P^(x) está normalizado por la condición P^(x) = 1. 
Encuentre P^(x), P/x), P^(x) y P 3 (x). Observe que estos son los cuatro primeros 
polinomios de Legendre (ver el problema 22 de la sección 5.3). 

11. En este problema se desarrollan algunos resultados más asociados con la convergencia 

en la media. Sean ..., 5^/x) y definidos por las ecuaciones (6), (2) y (9), 

respectivamente. 

a) Demuestre que 




Sugerencia: sustituya S^(jr) de la ecuación (6) por su expresión e integre, si se aplica la 
relación de ortogonalidad (1). 

n 

b) Demuestre que X ^ ~ Jo resultado se conoce como desigualdad 

/ = 1 

de Bessel. 

oc 

c) Demuestre que X «^converge. 

i = 1 

oc 

d) Demuestre que lím = |q r{x)f^{x)dx - X ^ r 

” ^ 1 = 1 
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X 

e) Demuestre que X converge a /(a:) en la media si y sólo si 

í = 1 


JJ dx = f al 


Este resultado se conoce como ecuación de Parseval. 

En los problemas 12 a 14 sean </) 2 ,..., 0^,..., las eigenfunciones normalizadas del 
problema de Sturm-Liouville (11), (12). 

12. Demuestre que si es el «-ésimo coeficiente de Fourier de una función cuadráticamen- 

te integrable/, entonces lím^_^^ = 0. 

Sugerencia: aplique la desigualdad de Bessel, problema 11 b). 

13. Demuestre que la serie 

no puede ser la serie de eigenfunciones de ninguna función cuadráticamente integrable. 
Sugerencia: ver el problema 12. 

14. Demuestre que la serie 


(Piix) 


(1>2M , , 

^2 


no es la serie de eigenfunciones de ninguna función cuadráticamente integrable. 
Sugerencia: aplique la desigualdad de Bessel, problema 11 b). 

15. Demuestre que la ecuación de Parseval del problema 11 e) se obtiene formalmente al 
elevar al cuadrado la serie (10) correspondiente a /, multiplicar por la función de peso r 
e integrar término a término. 
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Respuestas a los problemas 


CAPÍTULO 1 


CAPÍTULO 2 


Sección 1 , 1 , página 17 


1 . 

4. 

15. 

18. 

21 . 

24. 

33. 

35, 

37. 

38. 

39. 

40. 


Segundo orden, lineal 
Primer orden, no lineal 
r = -2 
r = 0, 1, 2 


2. Segundo orden, no lineal 
5. Segundo orden, no lineal 

16. r = ±I 
19. r = -1, -2 


3. Cuarto orden, lineal 
6. Tercer orden, lineal 

17. r = 2, -3 
20. r = 1,4 


Segundo orden, lineal 22. Segundo orden, lineal 23. Segundo orden, lineal 

Segundo orden, no lineal 25. Guano orden, lineal 26. Segundo orden, no lineal 

y “► -1/2 cuando jc oo 34. oo, ~2 o -oo, dependiendo del valor inicial de y 
y es asinlótica ax-3 cuando;c -► oo 36. y ^ 0 cuandox oo 

y 00 , 0 o - 00 , dependiendo del valor inicial de y 
y 00 o - 00 , dependiendo del valor inicial de y 
y 4, 0 o - 00 , dependiendo del valor inicial de y 
y 00 ,5 o O, dependiendo del valor inicial de y 


Sección 2.1, página 31 

1 . y^ce-^^ + {x/3)-(í/9) + e'^^ 
3. y = ce'-* + 1 + x^c~V2 
5. = ce* + 2xe* 

1. y ~ x^e'*^ -1- ce'*' 

9. y - 3e* + 2(x — l)e^* 

IL y = (3x^ - 4x3 + 6x" + 1)/I2x2 
13. y = (x + 2)e3* 

15. y = -(1+x)e■7x^ x^O 


Sección 2.2, página 40 

1. = (c + senx)/x — eos x 

3' y = {c ~ 2x eos x 4- 2 senx)cos x 
5. y — (3x^ - 4x -h 6 -h x'7/12, x > O 
7. y = {2x + 1 — 7c)/senx, O < x < tc 
9. y = (2x + 7r)csc x — 2 eos x, — ti < x < O 

11. y = e'* p --r dt, — cx) < X < 00 

Jo 1 + í2 


2 . y = ce^* -f x 3 e ^73 

y — (c/x) + (3 eos 2x)/4x + (3 sen2x)/2 
6. y = (c — X eos x + senx)/x3 
8. y = (aretan x + c)/(l + x^)^ 

10 . y ~(x^ - l)e~^^l2 

12. y = (senx)/x^ 

14. y = x"^[{7r74) - 1 - x eos x -f senx] 

16. y = (x - 1 + 2e"*)/x, X ^ O 

18. y -► 1 cuando x oo 
O cuando x -► oo 

27. Ver el problema 4. 


2. y = (e — eos x)fx^ 

4. y = [c + (x — l)e*]/x^ 

6. y = + 1 - e), X > O 

8. y - x~^(senx — x eos x), x > O 
10. y = {x3 + X + l)/x(x -h 2), -2 < X < O 

12. y=^l(l-x7 + i(l-x7'^^^ |x|<l 


17. y -► 00 cuando x -► oc 
19. y -► O cuando x -► oo 
21. y = arccoshx 


20. y- 

26. Ver el problema 2. 
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13. y = cx'^ + x~^; lím y = oc para toda c 14. y = ex + lím y^- 0 para toda c 
15. y = ex + lím^ y = 0 para toda e, pero y", y"\ . .., todas -> ± oo cuando x 0 


17. 0<x<3 


, ^ (• + sen X j ± X , e ^ 0 

16. V .—; lím y — s 17. 0 < X < 3 

X .v-ü [ 1 , c = 0 

18. 7i/2 < X < 37í/2 19. —00 < X < ”2 20. 1 < x < ti 

21. cuando x co: y X: si y’o > — 2, y ^ — 2 si Vq — — 2, y — x si y’o < —2 

22. 0.671 2.\ b)'-vW2 

24. a) y,(x) == - - . ; y^íx) - T /í(.s)í/(.s') ds 
p{x) p{x) 

26. a) y == id ~ “d P^ra 0 < v < 1; y = — l)e para x > l 

b) y — e para 0 < .\ < 1: y = e para x > 1 

28. y - ± [5.\7{2 + 5ex'')]' “ 29. y - r/{k + cre~''^) 

30. y ^ ±[6/(rT + eee 

31. V = ±|/d0 / 2 //(.s) ds + c I , en donde p{t) = exp(2r sen í + 2Tí) 


Sección 2.3, página 47 

1. 3y^-2a7 = e;y 0 2. 3y^ - 21n 1 + x^ = e; x ^ ~1, y ^ 0 

3. y~^ + eos X = c si y 0; también y = 0; en todas partes 

4. arctan y - x - x^/2 = c; en todas partes 

5. 2 tan 2y - 2x - sen 2x = e si eos 2y 0; también y = ±(2n + l);r/4 para cualquier entero n; 
en todas partes 

6. y = sen[lnx+c]sixs¿ 0 y y < 1; tambiény = ±1; x 0 y y<l 


7. 

'y 

y^- 

■ x^ + 2(e'^’ - e ^ 

) = c; 

y + ^ 0 

9. 

y “ 

[2(1 - x)e ' - 

1]‘X 

— 1.68 < X 

10. 

/* = 

2/(1 - 2 1n 0), 

0 < 

íl < \'e 

11. 

y = 

-[2 ln(l + x“ 

) + 4] 

-x< 

12. 

y = 

[3 - 2v r + -v 

y-' 

^ |.v|<]v^ 

14. 

y 

~V(x' +1)72 

, - : 

X < X < X 

15. 

.V = 

[ti — arcsen(3 < 

COS“ X 

')]/3, |x - 71/ 

16. 

V ^ 

tan(2x + x‘). 

ix + 

11 < V 1 + ni. 

17. 

r-' - 

- 3y“ - x - x'^ 

^ + 2^ 

= 0, |.v|<l 

18. 


- 4y - .X-' - - 

I. 1.x 

- 1| < 16 3 

19. 

2.r^ 

— 3(arcsenx)‘ 

- 




0 he — üd 

Inlex 

+ </| + k- i’ 

20. 

.V = 

- X + .--V. 

e e~ 



c ad ~ he 


+ /i| + Aii O 

21. 

v == 

.... y y. . 

In íTy 



a ¿r 


22. 

jy^ 

-2.v|-y-2.vh 

= e 



Sección 2.4, página 54 

1. 2x + 5y > 0 o 2x + 5y < 0 
3. En todas partes 


2. x- + y" < l 

4. X + V > 0 o X + \’ < 0 
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5. 1 — ;c^ -H > 0, o 1 — < 0, x ^ 0, y / 0 

6. En todas partes 7. y ^ 0, y 3 

8. X ^ nn para n ~ 0 , ±U±2,yyt—1 

9. y = ±4^- yo ^ 0; 1^1 < bol/2 

10. y = [(1/yo) — x^~\ ~ ‘ si' yo 5^ 0; y = 0 si yo = 0; el inter/alo es b| < i/sUo si yo > 0; 

— 00 <x <00 si)/o<0 

11. y = yJyj2xyl+\ si ^0 ^ 0; y = 0 si j/q = 0; el intervalo es — 1 ¡ly^ < x < oo si 3/0 ^ 

— oo<x<oosi 

12. y = ln(l 4- x^) 4- yl\ -[1 - exp(-3yo/2)]^^^ < x < 00 

13. a) No b) Sí hagaxQ = 1 / 2 en la ecuación (7) del texto, c) i y (4/3)^^^ ^ 1.5396 

14. a) yj(x) es solución para x > 2; y 2 {x) es solución para toda x 
b) no es continua en (2, ~1) 


Sección 2.5, página 60 


1 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
10 . 
12 . 

13. 

14. 
16. 
18. 
20 . 
21 . 

22 . 

23. 


2. ~ 11.7 In2/ln 1^20.0 días 


Q en mg, t en días 


b) 35.36 mg 
c) 12,927 años 


a) 13.20 años b) 29.6 mg 
1620 In f/ln 2 ^ 672.4 años 
a) Q{t) = 35.36 + 64.64 exp(-0.02828í), 

c) 171.9 días d) 2.828 mg/día 

a) 0.0001245 años ”' b) exp( - 0.0001245í), t en años 

a) (In 2)/r años b) 9.90 años c) 8.66% 
a) k{e^^ ~\}/r b) k ^ $3930 c) 9.77% 

a) $549,119 b) $864,268 9, k ^ $3086.64 por año; $1259.92 

a) $89,034.79 b) $102,965.21 11, a) $99,498.08 b) $188,501.92 

a) (k/r) + [So - {k/r)y^ b) rSo c) (l/r)ln[/c/(/c ~ k,,)] años 

d) r ^ 8.66 años e) rSoe^'^/y^ - 1) f) $119,716 
p = (6.0 X 10«)exp(0.0051350; d.c. 2376 

t = In ^/In 11 min ^ 6.07 min 15. 1 hr, 58 min 


11:12 P.M. 17. r — 3 — 2í mm, 0 < í < | 

Q(í) = 1207[1 — exp( —í/60)]; I2O7 19. r = 100 In 100 min ^ 460.5 min 

Q = 50c“^-"(l - e~^-^)\b ^ 7.42 Ib 

e = 200 4- ? - [100(200)7(200 + í)"] Ib, t < 300; c = 121/125 Ib/gal; lím c - 1 Ib/gal 

a) X = 0.04[1 - exp(-r/l2,000)] b) t ^ 36 min 

a) c = /c + (P/r) + [cq~ k - iP/r)]e~'^^^; lím c = ^ 4- (P/r) 

r-» 00 

b) T = (Kln2)/r; T^(V\n \0)/r 

c) Superior, T = 431 años; Michigan, T = 71.4 años; Erie, T = 6.05 años; Ontario, 

T ~ 17.6 años 


Sección 2.6, página 71 

1. = 0 es inestable 2. N - -a¡b es estable, = 0 es inestable 

3. AT = 1 es estable, TV = 0 y A^ = 2 son inestables 

4. AT = 0 es inestable 5. TV = 0 es estable 6. TV = 0 es estable 

7. c) TV = [TVq + (1 - N^kt ]/[l + (1 - N^kt ] 8. TV= 1 es semiestable 

9. TV = -1 es estable, TV = 0 es semiestable, TV = 1 es inestable 

10. TV = “lyAT=l son estables, A^ = 0 es inestable 
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11. = 0 es estable, N - b^!a^ es inestable 

12. N -2 es estable, = 0 es semiestable, A^ = -2 es inestable 

13. A^ = 0 y A'=1 son semiestables 

15. a) T = (l/r)ln 4; 55.452 años b) T = (l/r)ln[j3(l - a)/(l - i3)a]; 175.78 años 

16. a) A^ = 0 es inestable, N = Kts estable 

b) Cóncava hacia arriba para 0 < A^< K/e, cóncava hacia abajo para Kle^N<K 

17. a) N{t) = K exp{[ln(No/í:)>‘ "} b) iV(2) =; 0.7153 K ^ 57.6 x 10* kg 

c) T 2.215 años 

18. c) Y = EN 2 = KE[l - (£/r)] d) = Xr/4 para E = r/2 

19. a) Ni, 2 = K[1 + Vi - (4ñ/rX)]/2 

20. a) y = 0 es inestable, y = 1 es estable b) y = yol^o 

21. a) y = yoe ■ b) x = jcq exp[ - ayo( 1 - e ' ^‘)/iS] c) Xo exp( - otyo/P) 

22. b) z = l/[v + (1 - v)e^‘] c) 0.0927 

_ 1] 

24. a) lím x(t) = min(p, q); x(t) =-—— 


b) lím x(t) = p; X = 


p^oct 
pat H- 1 


Sección 2.7, página 87 


]. 

3. 

4. 

5. 

6. 
7. 


9. 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 


a) 50.4 m b) 5.25 s 2. a) 47.3 m b)5.14s 

a) x„ = vl/2g b) = Vo/g c) t = Ivjg 
V = (mg/k) + (Uo - mglk)e~'‘""‘; v, = mg/k 
t = (m]n lO)/k 

a) i? = 5(1 - c“^-^0pie/s b) i;, = 5 pie/s 

a) 176.7 pie/s b) 1074.5 pie/s c) 15 pie/s d) 256.6 s 


I — r. ^ ^^9 1 

2 7- (V 1^0 “ \ f ^) ■*" 2 
k 




mg 


- kyfvQ 


mg 


— kyjv 


= r; u, = 


mg e 


2\'kg/mi _ | 


k e 


2s ig/mt 


+ 1 


k 


10. i;^ - 


k 


a) 


kvo 

mg 


+ —^ b) í„ = -In 1 + — 

k ^ k \ mg 


a) v= -(mg/k) + [uq + (mg/k)]exp(-kr/m) b) v = Vo- gt; sí 
c) a = 0 para t > 0 

a) v, = la^g(p - p')/9p b) e = 47ia^3(p - p')/3£ 
a) 11.58 m/s b) 13.45 m c) k > 0.2394 kg/s 

/ 2gR V'^ 

a) V = Ryj2g/(R + x) b) 50.6 h 16. a, = 1^^) ; altitud s 1536 millas 


Sección 2.8, página 95 

1. jc- + 3.x + = c 

3. - x^y + 2x + 2y^ + 3y = c 

5. ax^ + 2hxy cy^ = k ^ 

7. e-'’sen y + 2>'eos X = c; tambiény = 0 
9. eos 2x + x^ - 3y = c 
11. No es exacta 


2. No es exacta 
4. x^y^ -H 2xy = c 
6. No es exacta 
8. No es exacta 
10. y Inx + 3x^-2y = c 
12. x^ + y2 = c 
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13. 

14 

15. 

17. 


19. 

21 . 

24. 

26. 

28. 

29. 

31. 


y = [;c + V28 - 3x^]/2, |x| < 

y = [x - (24x^ + x^ - 8x - 16)""]/4, x > 0.986 

6 = 3; x^y^ + 2x^y = c 16. 6 = 1; + x^ = c 


J N(x, y) dy + J M(x, y) ~ J y) dy dx 


x^ + 2 ln|y| - y ^ = c; también y = 0 20. 

xy^ — (y^ — 2y -H 2)e^ = c 22. 

/¿(í) — exp I R{t) dt, en donde t ~ xy 25. 

p{x) — 1 ?“^; y = ce"" + 1 -H 27. 

/i(y) =: ^^7y; - ln|y| = c; también y = 0 

Aí(y) = sen y; sen y + y^ = c 30. 

y) = xy; x^y + 3x^ + y^ = c 


sen y + 2y eos x — c 
x^e^'sen y = c 

^(x) = (3x^y + c 

M(y) = y; ^y + y eos y - sen y = c 

p(y) = y^j 4 ^xy + y"^ = c 


Sección 2.9, página 103 


1. y = ex -4- X ln|x| 

2. y = cx^ 

3. arctan(y/x) — ln|x| = c 

4. x^ y^ — cx^ = 0 

5. |y - x| = ciy + 3x|^ 

6. |y 4- x| |y -{- 4x|^ = c 

7. — 2x/(x + y) = In c|x y| 

8. x/(x + y) -h in(x| = c 

9. a) |y - x| c|y + x\^ b) |y - x + 3 = ( 

e|y + X + 1|^ 

10. |y + X + 4| |y + 4x + 13|^ = c 

11. -2(x - 2)/(x + y - 3) = In c|x + y - 3| 

12. x^y^ -f 2x^y = c 

15. a) No b) Sí c) Sí d) No 

Sección 2.10, página 107 


1. y = (c/x^) + (xV5) 

2. aretan(y/x) — In \/x^ + y^ — c 

3. x^ + xy — 3y — y^ = 0 

4. X = ce^ + ye^ 

5. x^y + xy^ x — c 

6. y-x-^(l 

1. (x^ + y2 l)e-y" = c 

8. y = (4 + eos 2 - eos x)/x^ 

9. x^y + X -f- y^ = c 

10. (y^/x^) -h (y/x^) = c 

11. xV3 + xy + c" = c 

12. y = ce"* + ln(l + 

13. 2(y/x)'^2 _ j„|^| ^ ^ 

14. x^ + 2xy 4“ 2y^ = 34 

15. y = c/cosh^(x/2) 

16. (2/\/3)aretan[(2y — x)/V3x] — ln|x| = c 

17. y = 

18. y = cx~^—X 

19. 3y — 2xy^ — lOx = 0 

20. + e'^ = c 

21. + ln|x| = c 

22. y^ 4- 3y - x^ + 3x = 2 

1 

23. - = — X J — í/x + ex; también y = 0 

24. sen^ xsen y = c 

25. x^/y + arctan(y/x) = c 

26. x^ -h 2x^y — y^ = c 

27. sen x eos 2y — ^sen^ x = c 

28. 2xy + xy^ — x^ = c 

29. 2 arcsen(y/x) ~ ln|x| = c 

30. xy^ — ln|y| = 0 

31. X + lnjx| -h x" ^ + y — 2 ln|y| = c; también y 

= 0 

32. x^y^ + xy^ = -4 33. b) x = J G\p)/p dp 34. x + = c 

36. a) y = X + (c — x) " ^ b) y = x ^ + 2x(e - 

-■ x^) ^ c) y = sen x 4- (e eos x — Isen x) ^ 

37. a) v' — [x(í) + b']v = b b) v = [b ¡ p(t) dt + c]//i(t), /i(í) = exp[ — (aí^/2) — bü 

38. a) dy/dx = 2y/x b) dy/dx ~ —x/2y 

c) x^ 4- 2y^ = c 

39. a) y^~ x^ = c b) x^ + (y - c)^ = c) 

X — y = c(x + y)^ d) x^ — 2cy = c^; o 0 




710 


Respuestas a los problemas 


40. a) y - 3x = c b) In + arctan(y/x) = c, or r = ke * 

41. y - b = c{x - a) 42. (x - 2)^ + = 9 43. x = cy^ 

44. En seis meses; $4 millones. Al cabo de sólo un año, la fortuna se vuelve acotada. 

45. b) (hlá)\fkl(xn; sí c) fe/a < na^ 46. b) k^/2g{oia)^ 

47 . b) W= + (aí/3)]^ 

48. Aproximadamente 2.14 años a partir de ahora. 


Sección 2.11, página 111 


l. dw/ds ^ (s + \y + (w + 2)\ w(0) = 0 

3. <p„{x) = ¿ ^ ; lím <t>„{x) = \ 

¿=1 K\ „-^ao 

4. </>„(x) = ¿ —-—; lím </>„(x) = c - 1 

«-»oo 

« y^2k-l 


2. dw/ds = 1 - (w + 3)^ w(0) = 0 


6. <í>„(x) 2-5-8 -(3fe-1) 


7. 4>Áx) 

8. 4>¡(x) 


y; <^.W = T + y79; U^) = y-^TT-9^ 


x"^ 3x 

x; <I> 2 M = X - ; </) 3 (x) = x- — + 


7 

4-7 


2x1^ 

3-7-9 - 11 '‘’(7-9)^- 15 
3x^® x^^ 

16- 10'''64- 13 


Sección 2.12, página 121 

I. = (_ i)"(0.9)">’o; y„ 0 cuando n oo 2. y„ = yo/{n +1); y„ ^ 0 cuando w -► oo 

3. + 0/2; y„ 00 cuando n ^ oc- 

fy si n = 4/c O n — 4/c — l; . j ^ 

4 V — r ^ y^ no tiene limite cuando n ^ co 

|-yo, siu = 4fe-2o « = 4fe-3; 

5. y„ = (0.5)"(yo - 12) + 12; y„ -► 12 cuando n ^ co 

6. y„ = ( - l)"(0.5)"(yo - 4) + 4; y„ - 4 cuando n -* oo 

7. 7.25% 8. $2283.63 9. $258.14 

10. a) $804.62 b) $877.57 c) $1028.61 

11. 30 años; $804.62/mes; $289 663.20 en total 20 años; $899.73/mes; $215 935.20 en total 

12. $103,624.62 13. 9.73% 16. b) u„ - - oo as n - co 

19. a) 4.7263 b) 1.223% c) 3.5643 e) 3.5699 


CAPÍTULO 3 Sección 3.1, página 135 

1. y = c¡e’‘ + 

4. y = + CjC'' _ ... 

7. y = c-, exp[(9 + 3y5)x/2] + exp[(9 - 3 V5)x/2] 

8. V = c, exp(l + exp(l - V3)x 9. y = y-* co cuandox - oo 

10. y = y - Ocuando x oo 11. y = 12e*'^ - 8e^'^; y -<• -oocuandox - 

12. V = — I — y — 1 cuando x -► oo 


2. y = 

5. V = c, + c^e 


+ C2e 

- 5x 
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13. 

1 ;-Lp- 9(x- 1) , ^9_^x- 1 . ^ 

y — loC i- 10 ^ 1 X 

oc cuando x -► 00 


14. 

y = _1^(^ + 2)/2 l^-(x + 2)/2. 

y — 00 cuando x -> 00 


15. 

a- -2 

16. /i= -1 


17. 

y = Cix“ ^ + C 2 + In X 

18. y = Cj In X + c 

2 + X 


19. y = (l//c)In|(/c — x)l(k -f x)| -h C 2 si Cj = /c^ > 0; y = (2//c)arctan(x//c) -I- C 2 si 

Ci = -/c^ < 0; y - + Cj si = 0; también 

20. y = ±|(x — 2ci)Vx + también y = c Sugerencia: p{v} — es un factor integrante. 

21. y = + C 2 — x^"^ 

22 . cfy = CjX - ln|l -f Cix| + C 2 si c, 7 *^ 0; y = ^x^ + C 2 si Cj = 0; también y = c 

23. y^ = CjX + C 2 24. y = c,sen(x + C 2 ) = /cj senx + /c 2 eos x 

25. i-y^ - 2ciy + C 2 = 2x; también y = c 26. x + C 2 = ±f(y - 2ci)(y + 

27. y ln|y| - y + c,y + x = C 2 ; también y - c 28. == (x + C 2 V + 

29. y = f(x + 1)^/2 _ i 30. y = 2(1 - x)“ 2 

31. y = 3 In X — I ln{x^ -h 1) — 5 arctan x + 2 + |ln2 + |7r 

32. y = |x^ + I 33. y" - y = 0 34. y" -h y = 0 

35. (1 — X cot x)y" — xy' + y = 0 

36. y" — 2y' + y — 0 37. x^y" — 2xy' + 2y = 0 38. y" — y = 0 


Sección 3.2, página 144 


1 . 



2 . 1 


5. 



6 . 0 


9. 

0 < X < 4 


10 . 0 < X < 

00 

14. 

La ecuación es no lineal 


16. 

No 


17. 3xc^* H- 


20 . 

— 4(x eos X — 

sen x) 



21 . 


+ ie’‘ 

» yiM = - 

+ 

22 . 

>'i(x) = 

3(x - 1 > 

_|_ 1 ^ - (X - 1 

y2(x) = 

23. 

Sí 


24. Sí 



3. e 4. x^e^ 

7. 0<x<oo 8 . —oo<x<l 

11. 0<x<3 12. 2<x<3nl2 

15. La ecuación es no homogénea 
18. xe^ + ex 19. 5W{f,g) 

3 ^" 

3U 1) {x~í) 

25. Sí 26. Sí 


28. 

30. 

31. 
34. 

37. 


Sí, y == c,e p e^^^^ dt + ( 

Jxo 


-x 2/2 


29. No 




r /»/1 eos x\ 1 

c, -—dt + C 2 

, n{x) = exp 

í 

1 

+ 

J^o t 


L X / j 


Sí, y = CiX~ ^ + C 2 X 33. xV' + 3x//' + (1 -f x^ — = 0 

(í - x^)p" ~ 2xp! + a(a + l)/¿ = 0 35 . /i" - x/i = 0 

Las ecuaciones de Legendre y de Airy son autoadjuntas. 


Sección 3.3, página 154 

I . Independiente 2 . Dependiente 3 . Independiente 

4. Dependiente 5. Dependiente 6 . Independiente 

7. Independiente; W no siempre es cero 8 . Independiente; W no siempre es cero 

9. W^(ciyi,C2y2)-CiC2lL(yi,y2)#0 10. I^(y3, n) = -2í^(yi, yi) 

II. a^b 2 - ¿ 22^1 ^ 0 13. exV 14. ejeos x| 
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16.2/25 17. 3 Ve ^4.946 

21. Si Xq es un punto de inflexión, y y - <^(x) es una solución; entonces, a partir de la ecuación 

diferencial/?(X q)0X-^o) + = 0- 


Sección 3.4, página 160 


1 . 

2 . 

4. 

5. 

6. 
7. 
9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

18, 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 
29. 
31. 
33. 
35. 


e eos 2 4- iesen 2 ^ —1.1312 + 2.4717/ 
eos 3 - íc^sen 3 ^ -7.3151 - 1.0427/ 
cos(7c/2) — ie^sen{n/2) = —e^i^ —7.3891/ 
2 cos(in 2) - 2/sen(ln 2) ^ 1.5385 - 1.2779/ 


3. -1 


7 i~ ^ cos(2 In tt) + i7t~^ sen (2 In ti) ^ 
y = eos X + C 2 c"'sen x 

y = 4 

y = eos 2x 4 C 2 C"^''sen 2x 

y = cos(x/2) 4 C2e"^sen(x/2) 


y = c^e eos x 4 C 2 C 


~x¡2 


sen X 


-0.20957 4 0.23959/ 

8 . y = CiC'' eos y/Sx 4 6 * 2 ^'^sen 
10. y = CiC”"" eos x 4 C 2 c“''sen x 
12. y == Ci cos(3x/2) 4 C 2 sen( 3 x/ 2 ) 

14. y ™ 4 ^ 2 ^ "'^^^^ 

16. y = cos(3x/2) 4 C2c“^^sen(3x/2) 


y = \ sen 2 x; oscilación estable 
y = e~^ eos X + 2 c"^ sen x; oscilación decreciente 
y = 2 jc; oscilación creciente 

y = (1 -I- 2\^)cos X - (2 - V3)sen x; oscilación estable 
y = cosx -t- sen x; oscilación decreciente 
y eos x + >/ 2 c“í^ "^^"^^sen x; oscilación decreciente 

Sí; y = eos z + C 2 sen z, z = dx 30. No 

Sí, y = eos (V3xV4) -f 

y = Ci cos(ln x) 4 C 2 sen(ln x) 


y = c^x ^ cos(^ In x) 4 C 2 X ^sen(^ In x) 


^sen(V3xV4) 

34. y = CiX 
36. y = CiX^ 4 C 2 X* ^ 


^4C2X-2 


Sección 3.5, página 168 


1. y = 4 C 2 Xe^ 

3. y — 4 

5. y = CjC* eos 3x 4 C 2 C^ sen3x 

7. y-CiC~^^^4C2C"^^ 

9. y — 4 C 2 xe^"'^^ 

11. y - 

13. y = — eos 3x 4 fe^^'^^sen 3x 
18. y2W-x-^ 

20, yaí^) = ^ Mn X 
22. yji^) = eos x^ 

24. y2(x) = 


2. y = 4 € 2 X 6 ^"'^^ 

4. y = 4 C 2 XC~^*^^ 

6. y = 4 

8. y = 4 

10. y = cos(x/2) 4 C 2 e"^''^sen(x/ 2 ) 

12. y = 2xe^" 

14. y = 7g-2(x+l) 5^g-2(x+l) 

19. y2(x) = x”2 
21. y2(x) = xc* 

23. y2(x) = X 

25. y 2 (x) = X " eos X 


-5x2/2 


27. y = ds 4 C 2 C 

28. y^ix) = yi(jc) y/ HO expF - £ p(s) ds 


di 


29. y 2 W = x“ Mn X 

31. y2(x) = X 

34. b) yo 4 (fl/6)yo 

37 . y = CjX" 4 C2X~ In X 


30. y 2 (x) = eos x^ 

32. y 2 (^) = x~ eos X 
36. y = c^x^ 4 C2X^ In x 
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Sección 3.6, página 177 


+ -^xe "" H- ^ 


2, y ~ c^e ^ eos 2x + C 2 C ^ sen 2x + ^ sen 2x — eos 2x 


2x 

xe 

y sen 2 x — 7 eos 2 x 


3. y = + C2^ 

4. y = Ci + C 2 C“^* + fx 

5. y = eos 3x 4- C 2 sen 3x 4- — 6x + + f 

6. y = + C 2 xc"'^ + x^e~'' 

1. y — c^e~^ H- C 2 c“*^^ + x^ — 6x + 14 — ^sen x — eos x 

8. y = Cj eos x + C 2 sen x — ^x eos 2x — | sen 2x 

9. u — c^ eos (úqX + C 2 sen (n^x + (oíq — o)^)' ^ eos cjx 
10. n = Cj eos (úqX + Cj sen (DqX + (l/2coo)x sen coqX 

2)- 

13. y = c"' 

16. y — — xc^^ 


Y - J- 
X 2 


11 . y = cos(VÍ5 x/ 2 ) + sen(\/r5 x/ 2 ) + 

12. y = Cie“*C 2 C^* + ¿xc^* + 13. y ~ 

14. y = i^ sen 2 x - eos 2 x 4 - ix^ — i + 1 ^"" 

15. y = 4xc"' — 3c^ + ^x^e^ + 4 

17. y = 2 eos 2 x — | sen 2 x ~ |x eos 2 x 

18. y = eos 2 x + sen 2 x + xe'^ sen 2 x 

19. y(x) = x(y4ox'^ -f- 4iX^ + v42X^ H- A^x + /IJ + x(Bo^^ + Dsen3x 4- 

E eos 3x 

20. y(x) = v4oX + 4- x{J9oX + fiasenx 4 - x{DoX 4 - Doleos x 

21. y(x) = e^(A eos 2x 4- físen2x) 4- (DqX 4- D^)e^’'stnx 4 - (£ 0 ^ + eos x 

22. y{x) = /4e”^ 4- x(Box:^ 4- £iX 4- £ 2 )^ "^ eos x 4 x(DqX^ 4- D^x 4- £ 2 )^ senx 

23. y(x) = y4oX^ 4- A^x 4- ^2 4- x^(£oX 4- + {DqX 4- Oi)sen2x 4 - (£oX 4- £i)cos 2x 

24. y(x) = x(Aqx'^ 4 “ A^x 4 * 42 )sen 2 x 4- x{Bo^^ + + £ 2)^05 2x 

25. y(x) = {Aqx'^ 4 - /4iX 4“ ^ 2 )^'' sen2x + (BqX^ + £iX 4- £ 2 ) 6 '' eos 2x 4- eos x 4 - 
£ sen x) + 

26. y(x) = x(AqX + a^) e~^ eos 2x 4- x(£oX 4- BJe^'^^sen 2x 4- {DqX 4 eos x 4- 


27. y = Ci eos Xx + C 2 sen2x 4 - ^ \oJ(k^ — m^7r^)]senm7rx 

m= 1 

í, 0 < í < TT 

—(1 4- 7i/2)sení — (7c/2) eos t 4 - (7r/2)e""^ t > n 
j — i^e~^ sen2í - eos 2í, 0 < t < njl 

—1(1 4- eos 2í — ^(1 4- e’*^^)c''sen2í, t > nll 


28. y = 


29. y = 

30. No 


33. y = 4- C 2 C ^ — {e^^ 


Sección 3.7, página 189 

1. y(x) = e^ 


2. y(x) = -f; 


3. y(x) = fx'^e- 


5. y = Ci eos x 4- C 2 senx — (eos x)ln(tan x + see x) 

6. y = Cj eos 3x 4- C 2 sen3x 4- (sen3x)ln(tan 3x 4 - see 3x) — 1 

7. y = 4- C 2 xe"^^ — In x 

8. y = Cj eos 2x 4- C 2 sen 2x 4- lísen 2x)ln sen 2x — |x eos 2x 

9. y = cos(x/2) 4 C2sen(x/2) 4 xsen(x/2) 4 2[ln cos(x/2)]eos(x/2) 
10. y = Cje* 4 C 2 xe'^ — ln(l 4 x^) 4 x^* arelan x 


11. y = 4 C2e^'' + j 


,3(x-í) _ ^2{x~t) 


’]g(t) dt 


^ i ■ ^ j I- jc/ \ ' 

12. y = Cy eos 2x 4 C 2 sen 2x 4 ^ J [sen2(x — t)'\g(t) dt 

13. y(x) = y 4 x^ In X 14. y(x)=-2x^ 

16. y(x) - -i(2x - l)e“" 17. y(x) = ¿x"(ln x)" 


4. y(x) = 2xV^2 


15. y(x) = i(x - \)e^^ 
18, y(x)- 


|x^^^ eos X 
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19. K(x) = J í?(0 20. Y(x) = x " J r^^^^sen(x - t)g(t) dt 

(^1 t) e 

23. b) y = >0 eos x + y o senx + \ sen(x — t)g{t) dt 

Jxo 


24. y = {b-a)-^ p[eMx-o _ dt 

J Xo 

25. y ^ r"" p(x — t)g(t) dt 26. y = P (x — dt 

J -XQ J JlQ 


29. y = CjX + C2X^ + 4x^ In x 30, y = c^x ^ H- C2X ^ + ^x 

31. y = Ci(l + x) + ejí?"" + 32. y = + C 2 X — |(2x — l)e~^ 


Sección 3.8, página 197 

1. u = 5 cos(2t — ¿X S = arctan(4/3) ^ 0.9273 2. w = 2 cos(í — 27c/3) 

3. M = 2x/5 cos(3í — á), 6 — — arctan(l/2) ^ —0.4636 

4. u = yo cos(7rí — Ó), Ó = K + arctan(3/2) ^ 4.1244 

5. eos 8í pie, / en s, tu = 8 rad/s, T = 7t/4s, R = 1/4 pie 

6. w = ^ sen 14í cm, í en s; í = :Tr/14s 

1. u = (I/ 4 V 2 ) sen Syjlt - ¿ eos S\/2t pie, r en s; w = 8 V2 rad/s, T = ;r/4V2s 
R = Vn/288 pie, d = .jr-arctan(3/v5) - 2.0113 

8. Q = 10“^ eos 2000 f coulomb, / en s 

9. u = eos 4 V 6 / +(5/V6) sen 4V6í) cm, f en s; ^ = 4V6 rad/s 

= ;r/2 Vós, TJT = 7/2 = 1,4289 

10. w = (1/8sen 2V3Upie, íen s; /■=;r/2\/31s 

11. « - 0.057198e-^-^5' cos(3.87008r - 0.50709)m, / en s; p= 3.87008 rad/s 
^/(Oq = 3.87008/>/r5 = 0.99925 

12. Q = 10"^(2e"^^^^ - e-^^^^O^oulomb; r en s 

13. u = (7/^/6)e"^^^ cos(4V6/ - 5)cm, í en s; § = arctan(5/2V6) = 0.7956, x > 0.3912 s 

14. u =(l/8\^l)e'^^ cos(2V^lí - ft/2) pie; í en s; x > (In 100)/2 = 2.3026 s 

15. y=v ^/9~= 1.4907 

18. r = r eos 0 = .S, r sen 0 = -A; /? = r; 6 = 0 + (4n + 1 Xt/ 2, n = 0, 1, 2, . . . 

19. y=8lbs/pie 20 i? = 10^ ohm 22. <-yM^2w 

24. 2jtl^l 25. y = 5 Ib s/pie 26. yx = c, en donde c es una constante 

28. p/w" + = 0, r = 27z\¡plí^g 

Sección 3.9, página 210 


l. -2sen8ísenr 2. 2sen(í/2)cos(l3f/2) 3. 2 cos(37rí/2)cos(7rr/2) 

4. 2sen(7r/2)cos(í/2) 5. m" + 256m = 16 eos 3t, w(0) = 5 , «'(0) = 0, « en pie, í en s 

6 . u' + lOn' + 98m = 2 sen(í/ 2 ), u{0) = 0 , w'( 0 ) = 0.08, « en m, / en s 

7. a) u ~ yÍÍ 2 eos I6í + Oñ eos 3í b) en = 16 rad/s _ 

8. a) M = (160/í53281)[-cos(//2) + ^^sen(í/2)] b) w = 4^3 rad/s 

9. w = ||<cos It - eos 8t) = sen(//2)sen(15í/2) pie, t en s 
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CAPÍTULO 4 


10. M = (eos 8/+ sen 8r - 8r eos 8í)/4 pie, rens; 1/8, :^/8, W4, 37r/8s 

11. a) -^(30 eos 2t + sen 2t) pie, f en s b) m = 4 slugs 

12. w = (V5/6) cos(3í-3jr/4)m, tcns 


13. Sea (jOq = Jk/m 


a) 


w = Uq 


m{(í)Q — 


eos WqI + 




m(ojQ — or) 


eos (Ot 


b) tí = —^ sen (üqí + 


e) u 


m(cüQ — co^) 


-—— j • (eos (i)t ~ eos 

m{a)Q — a>^) 


eos (jOqí + — sen (Dqí H - ^ 

O) o miwQ — O) ) 


eos a)t 


14. a) u = e eos fit 4- C 2 senpt) + {FQ/A^)[m{ü)Q — o>^)seno;í — ya) eos foí], 

/i = (4/cm — o)l = k/m, + y^o)^ 


b) c, = Wo + 

d) c, = 1/0 + 


y»o 

2mp fiA^ 


^ - m(a}¡ - (o^) 

2m 


ííq F^ 

lío ^ 

C 2 = ~ + 


^ - m[wl - w^) 


“o , y^o , F^wV'/^ 


ju 2mjit 

f (Fo/m)(í—sení), 0 < í < ;r 

(Fo/m)[(27r — í) — 3 sen í], n < t < 2n 
-4(Fo/m)senr, 27r < f < 00 


2m 


m(í/Jo ~ 02 ^) 


18. 2(0 = - 4 e-^oooí ^ 3 ^ coulomb, t en s, 0(0.001)- 1.52 x 10“^ 

2(0.01) = 3 X 10“^; 2(0 3 X 10"^ euando r -► oc 


Sección 4.1, página 219 


I. 

— 00 < X < 00 



2. 

X > 0 O 

X < 0 

3. 

x>l, 0 0<x<l, 0 

X < 0 


4. 

X > 0 


5. 

. .., — 37r/2 < X < — 71/2, — 7r/2 

< X < 1, 

1 < 

X < 7c/2, 

71/2 < X < 371 / 2 , . . . 

6. 

— X'<x<— 2, —2< 

: X < 2, 

2 < X < 00 




7. 

y'" — —eos X 8. 

y'" + y' ^ 

= 0 

9. 

y'" - 2 y’ 

' - y' + 2y = 0 

10. 

x^y'" — 3x V + 6xy' — 

6y = 0 


11. 

y'" + / = 

= 1 12./''- 

13. 

1 14. 

1 


15. 

~6e~^^ 

16. 

17. 

6x 18. 

6/x 


19. 

sen ^ X = 

io(5) - í eos 2x 

21. 

a) üoinin - l)(n - 2) • ■ 

• I] + ¿í] 

[[«(«-1) ■ ■ 

•2] 

1 X + • • • -h £Í„X” 


b) {a^r" + + ■ ■ • 

+ a„) 






c) 

sí, Wie^ 


^0 ^ 0, — 00 < X < 00 

25. 

y = + C 2 X + C 3 xe^ 



26. 

y = c,x^ 

+ C2X^ 4- C3(x + 1) 


Sección 4.2, página 225 

1 . 2 2 3 3 g*(« + 2m7r) 

4. ^'f<3ít/2) + 2mrt] ^ 5 

7. 1, i(- 1+ íV3), i(- 1 - íx/3) 8. 

9- b 1 , - 1, -I 10. (V3 + /)/^/2, -(V3 + i)/\/2 
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11 .)^ = -f C 2 xe^ + ^ 3 ^“^ 12 . y = + C 2 xe'^ + c^x^e"" 

13. y 14. y = Cj + C 2 X + 

15. y = Ci eos X + C 2 sen x + eos ^x H- c^sen^x) 4- eos ^x + c^ sen^x) 

16. y = eyé?^ + C 2 ^~'' -h -{- 

17. y = + C 2 xe^ H- + C 4 e'^ + Cgxe""" + c^x^e'^ 

18. y = Cj + CjX 4- + 04 ^"^ + eg eos x + c^ sen x 

19. y = Ci + C 2 e^ -h 4- C 4 eos x -h Cgsen x 

20. y = Ci 4- C 2 e^'‘ 4- e~\c^ eos \/3x 4 - C 4 sen V3x) 

21. y = 4- Cjx) eos x 4- (C 3 4- C 4 x)senx] 4- e ^[(cg 4- c^x) eos x 4- {Cj 4- C 8 x)sen x] 

22. y = (cj 4- Cjx) eos x + (C 3 + C 4 x)sen x 23. y = 2 — 2 eos x 4 -sen x 

24. y = eos X 25. y = 2x - 3 26. y = + senx 

27. y = ^(eosh x — eos x) ~y |(senhx — sen x) 

28. b) «1 — Cj eos t 4- C 2 sen t -y eos yj6t + C 4 sen 4lt 

29. Estable 30. No estable 31. No estable 

32, No estable 33. No estable 34. Estable 

Sección 4.3, página 232 

1. y = Cye'' 4* C 2 xe'' 4- Cge'"" + 2 ^^ + 3 

2. y — 4- ^ 2 ^“^ 4- C 3 eos x 4- c^senx — 3x — ¿x senx 

3. y = Cie“* + C 2 eos x -f Cjsen x 4 - ixe~* H- 4(x — 1) 

4. y r= Cj 4" C 2 e'*^ 4- 4- eos x 

5. y = Ci + CjX + C 3 e~^^ 4- “ -^x^^ — ^x^ 

6 . y = Cj eos x 4 - C 2 senx 4 - C 3 X eos x 4 - C 4 X senx 4 - 3 + ^ eos 2x 

. 2 .J v'3 síi \ X* 

7. y ^ + C 2 X + C 3 X^ -y c^e ( Cg eos — x + sen ^ x 1 + ~ 

8. y = Ci 4- CjX + C 3 X^ + -y ^sen 2x 4- ^ eos 2x 

9. y = - eos 2x) + i x^ 

10. y = (x — 4)cos X — (|x 4- 4) senx 4- 3x 4- 4 

11. y = 1 4- i(x^ 4- 3x) ~ xe"" 

12. Y(x) ~ x{AqX^ 4- A^x^ 4 - >l 2 X + /I 3 ) + 5x^e^ 

13. y(x) = x(4oX + Ai)e~^ + B eos x + Csen x 

14. y{x) = y4x^e^ 4- B eos x + C sen x 

15. y(x) = Ax^ 4“ (BqX + + x(C eos 2x 4 - i7 sen 2x) 

16. y(x) = x(/loX^ 4- v4iX 4 - A 2 ) + (BqX + Bi)cos x + (CqX + CJsenx 

17. y(.x) = Ae"^ 4 - (BoX + 4- xe~^(C eos x 4- Bsen x) 

18. ío = ^ 0 . = aQÜc" H- a^a”~^ -y ■ - -y a„^ lOc + a„ 


Sección 4.4, página 236 

1. y(x) = — In eos X — (senx)ln(sec x 4- tan x) 2. y(x) — ~x^/2 

3. y(x) = e^730 4. y(x) = xVl5 

5. y(x) — i p'' — sen(x — t) ~ cos(x - í)]^(í) dt 

J Xo 

6. y(x) = i f'' [senh(x — í) —sen(x — t)]g(t) dt 

Jxo 

7. y(x) = 4 P ~ tfg(t) dt; y(x) = -xí^ Injx] 

Jxo 
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CAPÍTULO 5 Sección 5.1, página 241 


p=l 2. p = 2 

3. 

II 

8 

p = 5 6. P = 1 

7. 

p = 3 8. 

“ {_l)"x2" + ) 

) p = oO 

10. 

S x" 

V - 7 . p = co 

n=o {2n + 1)! 


n = 0 «! 

1 + (x - 1), p = 00 

12. 

1 - 2{x + 1) + (X + l)^ 

® ix- ir 

5; p=i 

14. 

f (-1)“X", P=1 

n= 1 W 


n = 0 

00 


00 

E p = 1 

n = 0 

16. 

E (-i)"^'(x-2y p 

n = 0 


17. / = 1 + 2^x + + 4^x^ 4- ••• + (« + l)^x” + • ■• 

y" = 1^ + ^^■2x + 42 • 3x^ + 5^ • 4x* + • • • + (n + 2y(n + l)x" + • • ■ 

18. y = a, + 2ajX H- 3<i3X^ + 4íi4X^ + •••+(«+ l)a„+ ix” H- 

= X na„x""‘ = I; (n + l)a„+iX” 

«=1 M =0 

/' = 2a2 + 6a^x 4- \2a^x^ -h 2Qa^x^ + •'*+(« + 2){n + í)¿2„ + 2 ^” + ’ 

00 00 

= E = E (" + 2)(n + l)a,+ 2 ^" 

n = 2 n = O 

24. a„ = (~2faJnU « = 1, 2,...; 


Sección 5.2, página 248 


^« + 2 ~ 


(n -h 2)(n + 1) 




A. A. A -V 

''='''-'-^¥+5! + 7!+--.?,(5rrní 


= senhx 


2. Íi»,4-T - 


« + 2 


, , , x^ « x^" 

f.M-i+T+r4 + r4T?+ 

. . x^ x^ x"^ ” 2Vx^"^^ 

>'2W-x + - + —+ ^^+... = __X 

3. (n + 2)a„+2 - a„ + , - a„ = O 

y,(x) = 1 + ^(x - 1)^ + ¿(x - 1)* + ¿(x - ly + ■ ■ • 
yiix) = (x - 1) + ^(x - ly + i(x - 1)* + i:(x - ly + • 
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4- 


k^a„ 


(n + 4){n + 3)’ 


, k^x* k*x^ 

= I - + 


«2 = flj = O 

kV^ 


= 1+ z 


3-4 3-4-7-8 3•4 • 7 • 8 • 11 - 12 

(_!)».+i(^2^4r+i 

4- 7 • 8 • ■ • (4m + 3)(4m + 4) 


k^x^ k*x'^ 
y2(x) = X - —- + 


4-5 4'5-8-9 4-5'8-9-12-13 


+ ■ • • 


+ • • • 


• + z 


^0 4 • 5 • 8 • 9 • • • (4m + 4)(4m + 5) 


Sugerencia : Haga n = 4m en la relación de recurrencia, m = 1, 2, 3,. ... 
5. (n + 2)(n + l)«„ + 2 - n(n 4-1K + , + a„ = O, n > 1; aj = -ÍUq 


y,(x) = I - ix^ - ¿X-’ - f^x* + • ••, y 2 (x) = x - ¿x^ - ^-^x* + ■■■ 


[n^ — 2n + 4)í¡„ 

y,(x) = l ~ + ¿x^ - 3 ^ 0 -X^ + • ■ ■, 

7- 2 = + U. n = O, 1, 2, . . . 


íJo, ^3 ~ kcii 

i^3 , 7 ^5 


.ViW 


y2(''-') = ^ 


T + TT^T-lTs+■■■=’+„?,r 


yjíx) = X - |x^ + ilox^ - -félox’ + • ■ • 

(-DV" 


2 "^2-4 2^4^6 


+ ■ • ■ — X + ^ 


3-5-(2n- 1) 

(_l)„x2n+l 


«t-i 2 • 4 ■ 6 ■ ■ • (2n) 
8- a„i 2 = -[(^ + + «„ + a„- i]/(n + l)(n + 2), n = 1 , 2,... 

«2 = -(Uo + ai)/2 

y,{x) = 1 - i(x - 1)2 + ¿(X - 1)2 - iiix - 1)* + • • • 
yjlx) = (x - 1) - |-(x - 1)2 + i(x - 1)2 - ¿(x - I)"* + ■ ■ • 

9. (n + 2){n + l)a„ + 7 + (« ~ 2){n — 3)a„ = 0; m = O, 1, 2,. .. 

Vx(x) = 1 - 3x^ y2U) ^ 

10. 4(n + 2 )íi„ + 2 — (« — 2)¿j„ = 0; « = O, 1, 2,. .. 


11. 3(/7 + 2)a„ + 2 “ (« + ^ 0; « = O, 1, 2,... 


4'’(2^í - \)(2n -f 1) 


X^ x"^ 5 . 


3- 5---(2n-l) ^,„ 

3"• 2•4 - ■•(2n) 

2•4 • • • {2n) 


3"' 3 • 5 • • • (2n + 1) ■ 

12. (m + 2){n + l)«„ + 2 “ (« + !)««„ +1 4- (« — l)íí„ = 0; « = O, 1, 2,... 

X“ x^ x^ x" 

+ 3,,(x) = x 

13. 2(n + 2){n 4- l)a„ + 2 + (m + 3)a„ = 0; « = O, l, 2,. . . 

3 7 5 ^ 7 ^ 3-5---(2«+ 1) , 

v,,,i,r ,, + 


2"(2n)! 
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. 4 • 6 • • • (2n + 2) , ^, 


+ • ■ 


14. 2(n + 2){n -f l)a„ + 2 + 3(n 4- l)a„+ ^ 4- (n + 3)fl„ = 0; n = 0, 1, 2,.. . 

>-.(x) = 1 - Í(X - 2)^ + |(x - ly + Jj(x - 2r + • • • 

y 2 (x) = (x - 2) - |(x - 2f + ^(x - 2)* + ¿(x - 2)^^ + • • • 

"■*’-\?.íw+.?.(5rTur 16. r.-i+3. + ,= -3x> 

17. y = 4 — X — 4x^ 4 - + ••• 18. 3 ;=—3 + 2x — fx^ — ¿x^ 

19. y.íx) = 1 - i(x - 1)5 - tL(x - 1)“^ + ^(x - 1)‘ + • • ■ 

y 2 (x) = {x - 1) - i(x - 1)'* - 2 ^(x - 1)5 + ^(x - !)■' + • • • 


21 . a) y^(x) = 1 


2 ! 


, , ;.(2 - 4) ^ ;.(A - 4)(A - 8 ) , , 

X H-r;-X- 7 ^-x + • ■ 


4! 


6 ! 


, .... ^ - 2 , , (2 - 2)(A - 6) (A - 2)(A - 6)(A - 10) 

y 2 (X)-X--^X + --X- - -X +■•• 

b) 1, X, 1 — 2x5, ^ J _ 4^2 _ 1^3 jtjjS 

c) 1 , 2 x, 4x5 - 2 , 8x5 _ ) 2 ^ _ 43^2 j 2 ^ 32^5 _ ,gQ ^3 3 . j 20 x 

22. b) y = X - x5/6 + • ■ • 


Sección 5.3, página 259 

1. r(0)=-i, .^"'(o) = o, 

2. (j,"(0) = 0, 0"'(O)=-2, 

3. </."(!) = 0, (j)’"{l)=-6, 

4. rm = 0, <^"'(0) = -flo, 

5. p = oc, p = 00 
7. p = 1, p = >/3 


4>'^^0} = 3 

(p^^O) = o 

= 42 

(P^^O) = -4a, 

6. p = 1 , p = 3 , p = 1 

8. p = 1 


9. a) p = 00 b) p = 00 c) p = 00 d) p = 00 e) p = 1 

f)p = V2 g)p = oo h)p=l i) p = 1 j)P = 2 

k)p = v3 l)p=l m)p=oo n)p = oo 

10 . a)y,(x)=l “'-5 (25-a5)a^ ^ ( 4 ^ - a5)(25 - «5)^2 ^ 


y2(x) = X -h 


2! 4! 

[(2m — 2)^ — a^] ’ • * (2^ — a^)a^ 

(2ntjr~ 

1 - a" (32 ~ a^Kl - a^) 


6 ! 




+ 


3! 5! 

[{ 2 m - 1)^ - a^] * • • (1 — a^) 


-x^ -y ■■■ 




(2m 4- 1)! 

o >' 2 W termina con cuando a = « es par o impar, 
c) « = 0, j; = 1; « = 1, y = x; w = 2, y = 1 — 2x^; n = 3, y = x — |x^ 


11^ ^iW=l-- + ~4- 


+ " • , yzix) = X - + ; 


3! 5! 2-3-5-6 ' ’ ^ 3-4'2-3‘5-6 

12. yj(x) = 1 — ¿x^ 4“ i^x"^ — ¿qX^ + • • •, y 2 W = X — i^x'^ + ¿x^ -f • ■ •, p = 00 

13. No es posible especificar condiciones iniciales arbitrarias en x = 0; por tanto, x = 0 es un 
punto singular. 
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X X 

14. y = 1 + X -f ~ 

x^ x"^ x^ 

15. y=l+y + -—+ 2^4^ + ' 


16. >' = 1 + X + jx^ + ^x^ 4- ■ • • 

17 . y = 1 -j- X 4 x^ + • • * + x" + • • • = 


2"-rt! 

1 


4 • 


1 — X 


18 . y = «o|^l+^ + ^ + 
= 4 2( - 1 - 


X" 


+ 2!—4' —+ ••• + - + • 
3! 4! n! 


x--] = ce^ 


, X* x^ 

19.>' = ao(l-y + ^-^ + --- + 

, x^ x^ x"^ x^ 

+ Ix4y-y--y + — + 


(-l)"x2 

2"n! 


4 * 


: a^e 4 I X 


x" 


21. 1, 1 - 3x^ 1 - lOx^ + ^x*; X, X - fx^ x - ^x^ + ^x’ 

22. 1, X, (3x2 _ jy2, (5x2 _ 2x)/2, (35x* - 30x2 + 3 )/ 8 ^ ( 53^5 _ 70 x 2 + 15x)/8 

23. b) Pi, 0; P 2 , ±0.57735; P„ O, ±0.77460; P^, ±0.33998, ±0.86114; 
P 5 , O, ±0.53847, ±0.90618 


Sección 5.4, página 266 


1. X = O, regular 

3. X = O, irregular; x = 1, regular 
5. X = U regular; x = -1, irregular 
7. X = -"3, regular 
9. X = 1, regular; x = -2, irregular 
11. X = 1, -2, regular 
13. X = O, irregular 

15. X = O, regular 
17. X = O, 4 m7i, regular 

19. >, = flojel - y 

23. Punto singular irregular 
25. Punto singular irregular 


2. X = O, regular; x = 1 , irregular 
4 . X = O, irregular; x — 4 1, regular 
6 . X = O, regular 

8 . X = O, -U regular; x = U irregular 
10. X = O, 3, regular 

12. X = O, regular 

14. X = O, regular 

16. X = O, ±n7i, regular 

18. X = O, irregular; x = ±«31, regular 

22. Punto singular regular 
24. Punto singular irregular 


2 

— 4 


5 2-4-5-9 


Sección 5.5, página 271 

1. >- = C,X-‘ +C2.X-2 2. >’ = C,|x+ 11-‘'2+C2 |x+ l|-2-2 

3. y = C,x2 + C,x2 ln|x| 

4. y = CiX~ ^ eos (2 InjxD 4 C 2 X ^sen(2 ln|xl) 
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5. y = CjX -h CjX ln|x| 6. y ~ Ci(x — 1) ^ 4* C 2 (x — 1) 

7. y = 

8. y = Ci\x\^^^ cos(i\/3 ln|x|) + C2lx|^^^sen(^V3 In|x|) 

9. y == CjX^ 4- C 2 X^ ln|x| 

10. y = Ci(x — 2)“^ cos(2 Injx — 2|) + í: 2 (x — 2)“^5611(2 ln|x — 2|) 

11. y = Ci|x|~^^^ cos(^V^ ín|x|) + C 2 |x|"í^^sen(^yí^ 

12. y = CiX + C 2 x'^ 13. y = 2x^^^ - x~^ 

14. y = 2x" cos(2 In x) — x"^ ^^^sen(2 In x) 

15. y — 2x^ — 7x^ ln|x| 16. y = x' ^ cos(2 In x) 17. a < 1 

18. j9> 0 19. 7 = 2 20. a> l 

21. a)a<ly ^ > 0 b)a<l y^>0, oa=l y/?>0 c)oí>1 y P > 0 
d)a>l y ^>0, oa=l y P > 0 e)a = l y p > 0 
24. y = CiX“ ^ 4- C 2 X^ 25. y = CjX^ + C 2 X^ In x + ¿ In x + i 

26. y = CiX~^ + C 2 X~^ + j^x 27. y = c^x 4- C 2 X^ 4 3x^ In x 4 In x 4 f 

28. y = Ci cos(2 In x) 4 C2sen(2 In x) 4 i sen(In x) 

29. y = CiX~ cos(| In x) 4 C 2 X~ ^^^sen(f In x) 

31. x>0: Ci=/ci, C 2 = k 2 \ x < 0: Ci(-ir = fei, C 2 =/c 2 

32. y = 4 

= CiX^^^{cos[(l 4 i>/3)ln x] — ísen[(l 4 2\/3)ln x]} 

4 C 2 X^^^{cos[(l — iV3)ln X — ísen[(l — i\/3)ln x]} 

33. y = CjX^* 4 C 2 X“‘ 

= Ci[cos(2 In x) 4 ísen(2 In x)] 4 C 2 [cos(ln x) — ísen(ln x)] 

34. y = CjX^^* 4 C 2 X~^~‘ 

= Cix[cos (In x) 4 /sen(ln x)] 4 C 2 X~ ^[cos(In x) — /sen(In x)] 

Sección 5.6, página 280 




1. r { 2 r - 1) = 0; a„ = -7-—4-pf’ ^2. ^2 

(« 4 r)[2(n 4 r) - 1] 


= y1/2 


yi(x) = X 


>^2(^) = 1 - 


^ X" X 

1 -:r-^4 


4 


2-5 2-4-5-9 2-4*6'5-913 

(-l)V 


2V5-9- 13- -(4^4 1) 




2-3 2-4'3-7 2-4-6-3-7-11 


4 ... 4 


(-l)V 


2"n!3-7 - II •■(4n- 1) 


2. r"-i = 0; a„=- 

’ " («+ r) - 5 


2-1- n = 3. '•2 = -3 


yiix) = 


y2(x) == X" 


1 - 


1 


¡(0 "‘2!a+i)(2 + í)(0 


1!(1 + i) yij 2!(1 + i)(2 

/^\2m 


=> 1 - 


m!(l +i)(2 + i)--(m + i)V2 

1 /v\2 


X 

^1 +••■ 


X' 

:rl +■ 


1 


+ - 


l!(l-i)V2; 2!(1 - i){2 - i) \2 


m!(l - i)(2 - i)... (m - i) V2 


X ' 
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Sugerencia: Haga « = 2w en la relación de recurrencia, w = 1, 2, 3,. . . . 


3. r{r - 1) = 0; - - 


{n + r)(n + r - 1) 


; n = 1, r2 = 0 




4. r^ = 0; a„:= 


I!2Í '^2!3! 1)! 


x" + 


; r, =r, = 0 
X x" 


(n + rf 


>'|W - 1 + + 7^ + • • • + —.TJ + ■ ■ 


(l!r (2!) 

5- r(3r - 1) = 0; a„ = 


(n\Y 

^n-2 


(n + r)[3(« + r) - 1] 


7; ''1 = 3. ''a = 0 


V,(x) = x‘'^ 
.'’2(^) = 


1 


1 /X^\ 1 

+ - 


1!7V2/ 2!7 13V2 


'xy. 


(-ir 


m!7- 13 -• •(6m+ 1)V2 


1 fx^\ ^ 1 




(-ir 


1!5 \ 2 ; ' 2!5 -11 V2 y ■ m!5-11 " (óm-1)V2 

Sugerencia: Haga n = 2m en la relación de recurrencia, w = 1, 2, 3,.. .. 

6. r^-2 = 0: '■i = V2 -^2 = -V 2 


+ ■ 


y,(x) = X' ■ 


yjlx) = X' 


1(1 +2v^) 2\(\ + lj2)(2 ■¥ l-Jl) 

(- 1 )" 


+ • • • 


í)!(l + 2v'2)(2 + 2V2) ■ ■ • (n + 2>/2) 


x" + ■ ■ 


1 - 


+ 


l(l-2v/2) 2\(\ - 2y¡2)(2 - 2sÍ2) 

(- 1 )" 


x" + 


n!(l - 2s[2)(2 - 242 ) ■■■{n- 272 ) 

7. = 0; (n + r}a„ = a„- rj = rj = 0 

x” 

y,(.v)=l+x + - + - + --- + - + --- = e^ 

8. 2r^ r ~~ 1; (In + 2r - \){n + r + \)a„ + la „,2 =0; = V2, ^2 = -1 


y,{x) - x^^^ 


X" X 

■y "^217^11 


' - • • • 4- 


(-irx^ 


y^(x) = x M 1 - X^ -h — - 


m!7 • 11 ■ ■ ■(4m + 3) 

(_l)mx2m 


-h 


2!5 m!5 ■ 9 * • • (4m — 3) 

9 . - 4r + 3 = 0; (n + r - 3)(n + r - 1)¿í„ ~ {n + r - 2)a„-i =0; = 3, r 2 == 1 

y 2 x^ 2x" 

>,(x) = x + + - 

10. - r + (1/4) = 0; (n + r - í)^ü„ + a„ _ 2 = 0; rj = rj = 1/2 


y,(.x) = X -'H 1 


' 22 2^4^ 


(-D^x^ 

'''"22'"(m!)^ 
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• 2 - a(a + 1)] 


11. r^=0; ri=0, = O 

^ , a{a + 1), 

^iW = 1 + : ^2 ~ (^-1)- 

+ (-1)"-^* 


(2’ l^)(2 -2^) 
a{a + 1)[1 • 2 — a(a + 1)] • • • [n{n — 1) — a(a + 1)] 
__2 


(x-ir + -- 


12. a) = j, r 2 = O en ambasx = ±1 

b) yi{x) = 

(- Ifíl + 2a) • • • {2n - 1 + 2a)(l - 2a) ••• (2n - 1 - 2a) 


-ir'^ 1+1 

n= 1 


2"(2n + 1)! 


(x 


- 1 )"] 


‘ ^ -n-!l .T-5-'T2«~í)-^ ^ 


13. = 0; r, = O, rj = 0; a„ = 


(n - 1 - 2)a„_, 


l'.W= 1 


-A , (-A)(l - A) , ... , (-^Xl - I - ^) .n 


(2!)^ 


x'' + ■•■ + - 


(«!)" 


x” + • • ■ 


Para A = n, los coeficientes de todos los términos después de x" son cero. 
16. b) [{n - 1)^ - 1]6„ = -í>„_2 y es posible determinar bi¬ 


sección 5.7, página 286 


1. X = 0; 

r(r - 1) = 0; 

II 

Kí 

11 

0 

2. X - 0; 

- 3r + 2 = 0; 

'• 1 = 2 , = 1 

3. X = 0; 

rir - 1) = 0; 

Tj = l, r2 = 0 

X = 1; 

r{r + 5) = 0; 

fi = 0 , = -5 

4. Ninguno 



5. X = 0; 

r^ -t- 2r - 2 = 0; 

r, = -1 + v/3 £ 0.732, / 

6. X = 0; 

r(r-i) = 0; 

ri=i r2=0 

X = -2; 

r(r - í) = 0; 

'"i = i '■2 = 0 

7. X = 0; 

+ 1 = 0; 

r, = 1 , ^2 = - i 

8. x= -1; 

- 7r + 3 = 0; 

r, = (7 + x/37)/2 ^ 6.54, 

9. X = 1; 

/•^ + r = 0; 

r,=0, r 2 =-l 

10. X = -2; 

- (5/4)r = 0; 

r, = 5/4, rj = 0 

11. X = 2; 

- 2r = 0; 

r, = 2, /-2 = 0 

X = -2, 

-2r = 0; 

ri = 2, rj = 0 

12. X = 0; 

r^ - (5/3)r = 0; 

r, = 5/3, rj = 0 

X = — 3; 

r^ - (r/3) -1=0; 

r, =(1 + v^)/6s 1.18, 


x^* x’ 


13. yi(x) = X 

4! óT ' 


II 

i.. 

= 0 



; 0.459 


^ -0.847 


y,(x) = (x - 1)‘'^[1 - - 1) + ^(x - 1)^ + • ■ •], p = 1 

15. c) Sugerencia: (n - l)(n - 2 ) + (1 + a + /3)(« -1) + a)3 = (n -1 + a)(« -1 + )3) 
d) Sugerencia: (n - y)(/i - l- 7 ) + (l + a; + p)(n - y) + = (n - 7 + a)(n - 7 + P) 
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CAPÍTULO 6 


Sección 5.9, página 295 

OC / _ 1 Yy-n 

I. >'.w= I ‘ ’ 


nl(n + 1)! 
yiíx) = -yi(x)ln X + - 


, , 1 ^ (-l)"x" 

2- >'iW = - X 


X „ = o (íi!)^ 


1 _ y ‘ (_))v 

n\{n - 1)! 

2 ® (—IfH 


3' >'i(x) = Y. 


s {-\rr 


„t-o (n!)" 


x", yi(x) = >',(x)ln X - 2 Y 


(«!)" 


X „ = o n]{n + t)! 
vsí-x) = -yiíxjln X + -4| 


- I.%— 

n!(M~-l)! 


-If 


^ ,„?i w!(l + |)(2 -H I) ■ • * (m + I) \2 


y2(x) = x"3'' 


1 


(-ir 


mld -|)(2-|)---(m-|) V2 


Sugerencia: Haga n = 2m en la relación de recurrencia, m = 1, 2, 3, . . , , Para r = 
= 0 y íí^ es arbitraria. 


Sección 6.1, página 309 

1. Seccionalmente continua 
3. Continua 


7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 


>\h\ 


’ 

s ~ a 

(s ~ ay — ’ 

h 


|í>l 


' 

h 


s> 0 


(s — ay + ’ 

1 


s> a 


(s - ay 


s > a 


5 " + a 


(s ~ a)^(á' + ay ’ 


5 > a 


2. Ninguna 

4, Seccionalmente continua 


5. a) 1/s^, s > 0 b) 2/s^, s > 0 c) rt!/s"'^\ 5 > 0 

6 . + a^i s > 0 




10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 


(5 — ay — ’ 

.s 


■a>\b\ 


s > 0 


s — a 

(s — ay + ’ 

2as 

(5^ + a^y 
ni 


s > a 


s > 0 


(s ~ aT 


s > a 


^ 2a(35'^ — a") 

19. —S > 0 
(i- + a^y 

21. Converges 22. Converges 

26. c) r(3/2) = vV2; r(l 1/2) = 945^/^32 


2a(3s^ + a^) , . 

20 . —z-r^, s > \a\ 

(52 _ ^2)3 i i 

23. Diverges 


24. Converges 
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lis 


Sección 6.2, página 316 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

IL 

13. 

15. 

17. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

24. 

26. 

29. 

31. 

33. 

36. 


f sen 2t 

2e ~ * eos 2í 

2e* eos t -i- 3e^ sen t 

— 2e~^^ eos í + 5e“^*sen £ 

y = 

_V = sen t 

y ^ 2é eosh 4^t — (2/>/3)c* senh V3í 
y — té — éé + 

= eos >/2í 

y = (cD^ — 4)“ ^[(cü^ — 5) eos coi -f eos 2t] 
y = 5 (eos t — 2 sen í + 4e^ eos t — 2e* sen t) 
y — eos í -h 7^^ sen í) 

A' 

^ ^ + 4 ^ s(s^ -h 4) 

y(s) = (1 - e~^)/s\s^ + 4) 

1/(5 - a? 

2b(s — a)/[(s - a)^ + 6^]^ 
a) Y' ~hs^Y = s b) s"r'-h25r 


2 . 2fV 
4. + 

6. 2 eosh 2í — I senh 2t 
8.3 — 2 sen 2£ -f 5 eos 2£ 

10. 2e“* eos 3£ — sen3í 
12. y = 2e~' 

14. y ^ 

16. y = 2c~* eos 2t + ^e“^sen 2t 
18. y = eosh t 


23. y = 2c“‘ 4- + 2ée ' 

1 e~Hs + 1) 


30. 2b{3s^ - b^)/[s^ 4- b^f 
32. n\/{s~ar^^ 

34. [{s ~ a)^ - b^]/[(s - a)^ + 
[s2 4-a(a + l)]y= -1 


Sección 6.3, página 327 


7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

20 . 

22 . 

24. 

25. 

26. 


27. 


29. 

31. 

33 . 


F{s) ~ 2e ^ 75 ^ 

g-2iis 

F(s) = —^-^(1 + ns) 

s 


8. f(s) = e-''(s^ + 2)/s^ 

10. F{s) = + 2e~^^ — 6e'*^) 

s 


F{s) = s ^[(1 — s)^ —(l+s)e 

f{t) = t^e^' 

f (t) = 2u2(t)e‘'^cos(t -2) 

/(O = Ui(t)e^*'^ ” cosh{t — 1) 

f(t) = 2{2r)" 

f(t) = - 1) 

F(s) = s '(1 — e *), s > 0 

F(s) = s^'(l + s>0 


12. F(s) = (í -e-ys^ 

14. f(t) = 3 U 2 (t)[e''^ - e" 2 «- 2 ij 

16. /(O = u 2 Wsenh 2(t — 2) 

18. f(t) = u,(t) + « 2(0 - « 3(0 - ujt) 
21. f(t) = eos t 
23. /(t) = ie''^«2(t/2) 


1 1 _ p-(2n + 2)s 

F(s) = -[1 - + ■ • ■ + £-2"“ _ ‘>n = --^_ 

S s(l +<;-*) ’ 

1 °C 1 

,>0 


5 > 0 


s > 0 


30. ^{f{t)} = 
32. if{/(í)} = 


1 - e ^ 

soTTo’ 

l + e' 


s > 0 


S ^( l - e -) ’ ~(1 +5^)(1 

a) i?{/(f)} =5-‘(l -e'*), s>0 b) if{ 3 (t)} = s-^(l-g-*), s>0 
e) ^{h{t)} =5 71 — ^ s > 0 


5 > 0 
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34. b)i?{p(t)}=pí-j^^, .>0 

Sección 6.4, página 335 

1. y = 1 — eos í + sen r — u^i 2 Í^)[\ —sen t] 

2. y = c"^sen í + eos í + c'^^'^^sen í] 

— 2 ^ 27 tW[Í — eos t ~ ^”^^“^”^sen í] 

3- y = ¿[1 - W 2 n(í )](2 sen t - sen 2í) 

4. y = ¿(2 sen t — sen 2í) — ¿m Jf)(2 sen í + sen 2t) 

5. y ~ — Wi(í)[l — e~^^~ — (í — 

6. y = e~^ — + W2(0[i “ -f 

7. y = eos t -\- u^it)(l -h eos í) 

8. y = h{t) — Uj,i 2 (t)h{t — n/2\ h{t) == ^(—4 + 5í + eos t — 3e"*^^sen í) 

9. y — t ~ Mi(r)[í — 1 -sen(í — 1)] 

10. y = ^(r) + u„(t)h(t - Tí), h(t) = ^[-4 eos í 4- sen t 4- eos t 4- sen í] 

11. y — eos 2í 4- uj^t)h{t — ti) — U 2 „{t)h{t — 27i), / 2 (í) = (1 ^ eos 2í)/4 

12. y - u^(t)h(t — 1) — U 2 (t)k{t — 2), / 2 (/) = — 1 + (eos í 4- eosh í)/2 

13. y — /r(í) — M,(í)^(í — Ti), / 2 (í) = (3 — 4 eos t 4- eos 2í)/12 

OD 

14. >’ = 1 + X (- l)Xn(í)[l - cos(t - mt)] 

Sección 6.5, página 339 

1. y = e '^ eos í 4- é'”' sen t ~ s&n t 

2* y = iu„(í)sen2í — xW 2 ;,(í)sen 2 í 

3. y = 2fe“' 4- W2n(0[i — — (í — 27c)e"^^“^"^] 

4. y = eosh t 4- 2Mi(í)senh(í — 1) 

5. y = jy/2e"^seny/2t + ¿e"' eos >/2r + i(sení - eos í) 4- xV^w^í^e'^^'^'^sen V2(f - ti) 

6. y = eos cot — cjd“ ^M„yjf)senc¿)í 7. y = [1 4- «„(í)]sení 

8. y = u„/ 4 (í)sen 2 (f - n/4) 

9. y = M;r/2{0[i - cos(í - 7i/2)] 4" «;,(í)sen(t - ti) - W3«/2(0[1 - cos(í - 371/2)] 

10. y = u„^6(0sen2(r - tt/ó) 

11. y = 5 eos t 4-f sen í — eos f — |e~'sení 4 -m„^ 2 {í)^ ^^“’'^^^sen(r — 7r/2) 

12. y = Ui(í)[senh(í — 1) — sen(í — l)]/2 


Sección 6.6, página 344 


3. sení ♦sen t ~ ^(sení — t eos t) es negativa cuando t — 2;r, por ejemplo 


4. F(s) = 2/s^(s^ 4- 4) 

6. F{s) = l/s^(s — 1) 

8. f(t) = 6 Jó sen T í¿T 


5. F(s) = l/(s + l)(s" + 1) 

7. F(s) = s/{s^ 4- 1)' 

9. /(t) = J^e’(''^>cos 2 t 4t 


10 . /(í) = X Jó 2t dr 1 1 , /(í) = Jó^eníí — 'z)g(x) dx 

1 i r* 

12. V = ~~sena>r 4— sen co{t — x)g{x) dx 

OJ (D 
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CAPÍTULO 7 


14. 

15. 

16 . 

17 . 

18. 

19. 

20 . 
21 . 


y = ¿ sen 2 (t - T)g{x) di 

y = eos t - - t )[1 - mJt)] dx 

y = 2e"^' -h Jo 

y = 2e~^ ~ + Jó ~ 

^ ^ 2 Jó [senh(í - t) -sen(í - x)']g(x) dx 
y = I eos t - ^ eos 2£ + K Jó [2sen(£ - x) - sen 2(r - t)].^(t) dx 


F{s) 


a)(s) = 

^ ^ l -h K(s) 
c) í />(0 - 3(4 sen 2 t ~ 2 sen t) 


d) M(f) = 5(2 sen t — sen 2í) 


Sección 7.1, página 353 


1. x\ = X 2 , X 2 = — 2xi — 0.5x2 

2. x\ = X 2 , X 2 = -2xi - 0.5x2 + 3 sení 

3. x\ = X2, X2 = -(1 - 0 . 25 í“^)xi - f"^X2 

4. Xj = X 2 » X 2 “ X 35 X 3 = X 4 ., X 4 ~ Xj 

5. x\ = X2, X2 = -q(£)xi - p(t)x2 + g(t); x,( 0 ) = Uq, XjlO) = u'o 

6- y'i = vs. y'j = -(k, + fe 3 )y,/w, + /c^yj/m, + F(t)lm^, 


y'^ = >'4> y\ = ~ (^2 + *3)>'3''"*2 + ^2 (O/W2 

7. a) Xj = Cie-' + Cjg-^Xj = c,e-'-C 2 e~^' 

b) Cj = 5/2, ^2 = en la solución de a). 

c) La gráfica tiende al origen en el primer cuadrante tangente a la recta Xj = x.,. 

8. X, = - fe"', X 2 = - fe"'. 

La gráfica es asintótica a la recta Xj = 2x2 en el primer cuadrante. 

9. Xi — — X 2 = 

La gráfica es asintótica a la recta Xj = X 2 en el tercer cuadrante. 

10. Xi = —7e~' + 6e~^^ X 2 = —7e“^ + 9e~^\ 

La gráfica tiende al origen en el tercer cuadrante tangente a la recta Xj = X 2 . 

11. x^ =3 cos2/ + 4sen2/, X2=-3 sen 2£ + 4 eos 2r. 

La gráfica es un círculo con centro en el origen, radio 5, que se recorre en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj. 

12. Xj = eos 2í + 2e~^^^ sen 2£, X 2 = eos 2í + 2e~‘^^ sen 2/. 

La gráfica es una espiral, en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj que 
tiende al origen. 

13. LRCr+Lr+RI=0 


Sección 7.2, página 361 


/6 

-6 

3\ 

/-15 

6 

-12 

1. a) 5 

9 

-2 

b) 7 

-18 

-I 

\2 

3 

8/ 

\-26 

-3 

-5 



728 


Respuestas a los problemas 




2. a) 


^ \ - i ~7 + 2í\ 
^-1 +2i 2 + 3í7 

^-3 + 5í 7 + 5A 


^ 3 + 4í 6í 
71+6/ 6 — 5 iJ 
/8 -h 7i 4 - 4i\ 


4. a) 



6. a) 


8. a) 4¿ 


6 

-4 




4 

10 j 




4 

6/ 




’ 7 

-11 

-3\ 

/ 5 

0 - 

11 

20 

17 

b) 2 

7 

”4 

3 

-12/ 

\-l 

1 

¿ 

b) 12 

-8í 

c) 2 + 2i 

d) 16 


11 . 


14. Singular 




\ ¡ 

1 10 

10 

Io\ 

16. 

-- 

4 

10 

-- 

/ 


_-L 

10 

1^/ 


17. Singular 


22. a) 



c) 



1 + 4e — 


2 4-2^- 


' + 


19. 


3 4- —14-6^ — 2^^ 


3e^^ + 2e^- 
6e^^-h e^-h 
-3e^^ 4 3é -le^^i 



-2e-^ 

2e^‘\ 

/ 1 

2e-^ 

He + 1)' 

2^‘ 


-2e^‘\ 

d)(e-l) 2 

e~ ^ 

-He + 1) 

— e^ 

~3e-^ 

4e^‘ 1 

\-l 

3e-^ 

e + 1 


13 

5 

ü 

5 

.^i 

5 

4 

■" 5 


_8 

5 

-6 

5 

1 . 

5 


f -i/ 
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Sección 7.3, página 371 


^2 = 3 . ^3 = 2. No hay solución 

3. jCj = -c, ^2 = c + 1, ^3 = c, en donde c es arbitraria 

4. = c, ^2 = -c X 3 = -c, en donde c es arbitraria 

5. = 0, JC 2 = 0,^3 = 0 

6 . Linealmente independiente 7. 4- 2x^^^ = 0 

8. 2x^'>-3x^^>4-4x^^>-x<^^ = 0 


9. Linealmente independiente 


10. x^'> + x<2)-x<^^ = 0 


12. 3xí'>(0-6xí">(0 + xí"\í) = 0 


13. Linealmente independiente 




Sección 7.4, página 383 

2 . c) W{t) = ce\p¡lpii{t) + P22{t)]dt 
6. a) tf'(í) = í^ 
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b) y son linealmente independientes en cada punto, excepto en f - 0; son 
linealmente independientes sobre todo intervalo. 

c) Por lo menos uno de los coeficientes debe ser discontinuo en r = 0. 

7. a) W{t) = t{t - 2)e^ 

b) x^^^ y x^^^ son linealmente independientes en cada punto, excepto en í = 0 y í = 2; son 
linealmente independientes sobre todo intervalo. 

c) Debe haber por lo menos un coeficiente discontinuo en r = 0 y í = 2. 

/o 1 \ 

d) x' = I 2 - 2í - 2 X 

\t^ -2t - Itj 


Sección 7.5, página 388 
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Sección 7.6, página 398 

eos 2t \ 


1. X = c,e‘(^ 


sen 2t \ 


eos 2 t + sen 2 tJ eos 2 t -f sen 2 t ) 

/2cos2A / —2sen2A 

2. M ^ +C 2 C-' 

\ sen 2t I \ eos 2t I 


3. X = Ci I 


eosí 

5. X = CiC M + c.c 

\2 eos í +sen ^ 


5 sen r \ 
t) ^ \ — eos t + 2 sen t) 


( 5 eos í \ 

^ \2 eos í + sen íy 

^ ^ = ] + ce‘'4 "i 

‘ Ucoslt+senfí); U “ eos ft + sentí)/ 

^ sen í \ 

■ t/ " \ —eos r + 2sen í/ 

/ — 2eos3í \ / — 2sen3í 

^ Veos 3t + 3sen 3tJ ys 


6. X = cJ 


i,sen3í ~ 3 eos 3t 
0 


1. X = Ci -3 + C 2 C^ (eos 2t + sen2í 


8. X = Cj (—2 e C 2 e' 


\sen2r/ \-cos2íy 

— V2sen \Í2t 
eos y¡2t 

-eos ■Jlt-sfl sen V 21 I 


+ c.e~ 


V 2 eos V^í 
sen y¡2t 


9. X = e * 


11. X = Cjí ^ 


/eos í — 3 sen t\ 

\ eos t — sen t ) 
eos(V2 In t) \ 


10. x = ^- 



eos í — 5 sen t \ 
— 2 eos í — 3 sen tj 




12 . X — 


-V V - I 

,V2sen(V2 In t)J 

í 5 cosfln t) \ 

V2 eos(ln t) -hsen(ln í)/ ^^V-cos(ln f) + 2sen(ln t)) 


sen(V2 In í) \ 

— V 2 eos(V2 In t)J 

5sen(ln t) \ 
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13. b) 


/ eos í/2 \ 
\4 sení/2/ 


-h Cne 


-í/2 


sen í/2 \ 
-4 eos f/2y 


14. b) 


c) = 2, €2 = en la respuesta al inciso b). d) lím I(t) = V(t) = 0; no 


eos t 

— eos t — sení 


+ c^e 


í ^ 00 

sen t 
-sení 4- eos t 


c) Úsese Cj = 2 y ^2 = 3 en la respuesta al inciso b). d) lím I{t) = lím V(t) == 0; no 


Sección 7.7, página 405 



Sección 7.8, página 413 


1. 0(í) = 


3. <D(í) = 










■ - 




•^e' + -je ' 
■jé + Je“' 


2. «P{£) = 

4. ®(t) = 


A-2e-"’ + 

\4 ——2 + 3e^^'/ 

V-fe-3' + fe3. + 
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5. 0(0 = I 
7. 0(0 == I 

9. 0(0 = 


í eos í + 2 sení — 5 sení \ 
sen t eos í — 2 sen íy 

/_le2í ^ 1^4í 1^2í _ 1^4í' 


A ^^ I ^ ^ eos 2í — 2e ^ sen 2t] 




8 . 0(0 = 


/e* + 2re' 


'-2e-^‘ + 3e-' 


— 4e“‘ + ig^' 

4 ^ ” — 36 

y ie~^’— 2e '— je^' 


' ¿e' + K^' + le^' 

— + 3^~^* 

-fe'-ie-2'+ e*' 

íe'-y-^' 

-ie'-^e-^' + ie^r 



14. a) = 


2X 

0 2V’ 

M 

D 


k3 = 


2^ 3/i^ 

O r 


/x^' 

d) X = ( I 


c) exp(AO = 

Sección 7.9, página 420 





2. x = cY’^y2' + C2 




3. X = |(2f - I sen 2r - ^ eos 2r + ^ ^ ^ 

\2 eos í -h sen í/ 

+ 5 (~í “ 2 sen2í + feos 2í + C 2 )f ^ sení \ 

\-cos t + 2 sení/ 

4. x=cX !V“'' + cy¡V''-ÍÍ'V"'' + ^Í!^e' 

5. x = c,(: i + cjir )í-^r 



10. X 


M. X . (i«„=, + c,)(^ J+ (-Í, - ísen, co., + cj_ 


5 sen t \ 
eos í + 2 sen í/ 
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CAPÍTULO 8 


12. X = [^ In(sení) - ln(-cos t) - |í + c,] 

+ [f In(sení) + C2] 

13. a)'P(t) = 

14. \ = Ct\ . ]t -h C 2 


5 eos t 
2 eos í + sen t 


15. X : 


■ eos 
sen^í 

r 


e 

„4£~V2 

fl' 

^3 


5 sen t 
eos t + 2 sen t 
■1/2 


sen 
eos jt 


b) x = e 


= ^-t/2 


sen jt 
4 — 4 eos 


1 

^2 3 


t ' + 


3\ 1 

t + — 

10 


/ In f 

--P' 

2\3 


-r 

3 I 3 


Sección 8.1, página 429 

1. a) l.l, 1.22, 1.364, 1.5368 b) 1.105, 1.23205, 1.38578, 1.57179 

c) 1.10775, 1.23873, 1.39793, 1.59144 d) 1.1107, 1.24591, 1.41106, 1.61277 

2. a) 1.25, 1.54, 1.878, 2.2736 b) 1.26, 1.5641, 1.92156, 2.34359 

c) 1.26551, 1.57746, 1.94586, 2.38287 d) 1.2714, 1.59182, 1.97212, 2.42554 

3. a) 1.1, 1.222, 1.37533, 1.57348 b) 1.10525, 1.23603, 1.40393, 1.62665 
c) 1.10822, 1.24409, 1.42072, 1.65884 

4. a) 1.57574, 1.24915, 1.01385, 0.861784 b) 1.5998, 1.29288, 1.07242, 0.930175 
c) 1.61124, 1.31361, 1.10012,0.962552 

5. a) 3.2, 3.40736, 3.62201, 3.84387 b) 3.20186, 3.4111, 3.62765, 3.85144 
c) 3.20279, 3.41299, 3.6305, 3.85525 

6. a) 1.1, 1.20958, 1.3281, 1.45523 b) 1.10244, 1.21426, 1.33484, 1.46399 
c) 1.10365, 1.21656, 1.33817, 1.46832 

7. a) 2.2, 2.42993, 2.69426, 2.9984 b) 2.2075, 2.44728, 2.72457, 3.04578 
c) 2.21153, 2.45669, 2.74115, 3.07193 

8. a) -0.915853, -0.850123, -0.798827, -0.759552 

b) -0.920498, -0.857538, -0.80803, -0.770038 

c) -0.922575, -0.860923, -0.8123, -0.774965 

9. a) 7.53999 b) 7.70957 10. a) 1.25225 b) 1.26872 

11. a) 5.35218 b) 5.35712 12. a) 2.4683 b) 2.4746 

13. a) -0.166134, -0.410872, -0.80466, 4.15867 

b) -0.174652, -0.434238, -0.889140, -3.09810 

15. 1.595, 2.4636 

18. a) </) 3 (() = 1 + t + + fí^ ^2(0.4) = 1.56, = 1.60267 

b) <^3(t) = 1+ ft + 2t^ + <í>2(0.4) = 2.29867, 03(0.4) = 2.40107 

c) 0j(í) = 1 + í + + ¿í* + + ¿í'; 0,(O.4) = 1.60832 


Sección 8.2, página 436 


1. e„+, = [20(t„) - l]fi^ le„ + i| S 1 + 2 máx l0(í)l 

L o<í<i j 

\ei\ < 0 . 012 , < 0.022 
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2 . e„ + i = [2(/)(t„)-^„]fc^ 


1 + 2 máx |</)(t)| 


h\ 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

10 . 


12 . 

13. 

14. 


e„ +1 = jeil < 0.024, < 0.045 

«» +1 = [^ + 

e„,, = \\9-\5t,r''\t„)-\ei^ 

^n+l = (1 + [^ + <^(0] 

e„+, = {2 - [í^(t„) + 2tí]exp[-i„4>(0] - K exp[-2íXg]}liV2 
a) ^(t) = 1 + (l/5K)sen57tí b) 1.2, 1.0, 1.2 

d) li < l/^/^ S 0.08 

y^{h = 0.1) = 1.44; 0(0.2) ^ 1.48, exacto 

y 2 {h = 0.1) = 1.22; 0(0.2) s 1.24, exacto 

y^[h = 0.1) = 1.54; 0(0.2) s 1.58, exacto 

y^(h = 0.1) = 1.222; 0(0.2) s 1.244 


c) 1.1, 1.1, 1.0, 1.0 

a) yS = 0.2) = 1.4, 

b) y^^h = 0.2) = 1.2, 

c) y,(>i = 0.2) = 1.5, 

d) >-1(11 = 0.2) = 1.2, 


1.4918 

1.246 

1.592 


a) 56.75310 b) 62.027322 

a) 1.05, 1.11, 1.17, 1.24 b) 1.13, 1.27, 1.42, 1.58 c) 1.05, 1.11, 1.17, 1.24 
a) 0 b) 60 c) -92.16 15. 0.224 ^0.225 


Sección 83, página 444 

1. a) 1.11, 1.2442, 1.40792, 1.60767 b) 1.11, 1.2442, 1.40792, 1.60767 

2. a) 1.27, 1.5884, 1.96585, 2.41533 b) 1.27, 1.5884, 1.96585, 2.41533 

3. a) 1.111, 1.25153, 1.43606, 1.68801 b) 1.11, 1.249, 1.43098, 1.67834 

4. a) 1.62458, 1.33787, 1.13271, 1.00083 b) 1.62324, 1.33557, 1.12988, 0.99791 

5. a) 3.20368, 3.41478, 3.6332, 3.85888 b) 3.20375, 3.41491, 3.6334, 3.85914 

6. a) 1.10479, 1.21878, 1.34144, 1.47267 b) 1.105, 1.2191, 1.34176, 1.47287 

7. a) 2.21496, 2.46469, 2.75524, 3.0942 b) 2.215, 2.46477, 2.75537, 3.09436 

8. a) -0.925062, -0.864998, -0.81746, -0.780936 
b) -0.925207, -0.865145, -0.817529, -0.780879 

9. a) 7.80463 b) 7.86623 c) 7.88313 10. a) 1.29269 b) 1.28692 c) 1.28558 

11. a) 5.36159 b) 5.36194 c) 5.36203 12. a) 2.48181 b) 2.48114 c) 2.48097 

17. e„+, = (38/i73)exp(4r,), |e.+ i| < 691.577/1^ en 0 < t á 1, |ei| < 0.0188964 

18. , = (21iV3)exp(2r,), ¡e,+ ,1 < 4.926041i^ en 0 < t ^ 1 , |e,| < 0.000814269 

19. , = (4/iV3)exp(2r,), \e„^¡\< 9.852071i» en 0 < t 1, \e¡\< 0.00162854 

21. 1.11, 1.2442, 1.40792, 1.60767 22. 1.27, 1.5884, 1.96585, 2.41534 

23. 1.1105, 1.25026, 1.43352, 1.68316 24. 1.62387, 1.33666, 1.13122, 0.999295 

27. yn^-i=yn + hy'„ + (hy2)y: + {h^l6)y'^' 28. 0(1) s 64.586856, exacto 64.897803 

y'n = ftt + 2/,y/ + f^p + /,/j, -y flf 


Sección 8.4, página 450 


1. a) 1.1107, 1.24591, 1,41105, 1.61276 

2. a) 1.2714, 1.59182, 1.97211, 2.42552 

3. a) 1.11146, 1.25302, 1.43967, 1.6961 

4. a) 1.62231, 1.33362, 1.12686, 0.993839 

5. a) 3.20373, 3.41488, 3.63335, 3.85908 

6. a) 1.10484, 1.21884, 1.34147, 1.47262 

7. al 2.21579. 2.46667, 2.75882, 3.1 


b) 1.1107, 1.24591, 1.41106, 1.61277 
b) 1.2714, 1.59182, 1.97212, 2.42554 
b) 1.11146, 1.25302, 1.43967, 1.69611 
b) 1.6223, 1.33362, 1.12685, 0.993826 
b) 3.20373, 3.41488, 3.63335, 3.85908 
b) 1.10484, 1.21884, 1.34147, 1.47262 
b) 2.21579, 2.46667, 2.75882, 3.1 
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8 . a) -0.924517, -0.864125, -0.816377, -0.779706 
b) -0.924517, -0.864125, -0.816377, -0.779706 

9. a) 7.88679 b) 7.88889 c) 7.88904 10. a) 1.28539 b) 1.28516 c) 1.28515 

11. a) 5.36206 b) 5.36206 c) 5.36206 12. a) 2.48091 b) 2.48091 c) 2.48091 

16. b) </)(!) ^ 64.885876, exacto 64.897803 


Sección 8.5, página 454 

1 . b) = 0.00 ”► oc cuando t oo 

2 . b) = ln[cV(2 - cO]; 02(0 = ln[l/(l - í)] 

3. a) y = r 4. a) y = 

Sección 8.6, página 460 

3. 1.69613, 2.06701 
6 . 1.47262, 1.61262 
-0.753135 
b) 1.28515 
b) 2.4809 


1. 1.61276, 1.85913 
4. 0.993852, 0.925764 
7. 3.1, 3.50001 

9. a) 7.88906 b) 7.88907 

11. a) 5.36206 b) 5.36206 

13. Sugerencia: 0'(O = 

15. a) 1.61276 b) 2.42553 


Z. Z.4ZOOJ, Z.VD5Z/ 

5. 3.85908, 4.09198 

8 . -0.779693, 
10. a) 1.2852 
12. a) 2.4809 

c) 1.69604 d) 0.99336 


Sección 8.7, página 467 

1. a) 1.26, 0.76; 1.7714, 1.4824; 2.58991, 2.3703; 3.82374, 3.60413; 5.64246, 5.38885 

b) 1.32493, 0.758933; 1.93679, 1.57919; 2.93414, 2.66099; 4.48318, 4.22639; 

6.84236, 6.56452 

c) 1.32489, 0.759516; 1.9369, 1.57999; 2.93459, 2.66201; 4.48422, 4.22784; 

6.8444, 6.56684 

2. a) 1.451, 1.232; 2.16133, 1.65988; 3.29292, 2.55559; 5.16361, 4.7916; 8.54951, 

12.0464 

b) 1.51844, 1.28089; 2.37684, 1.87711; 3.85039, 3.44859; 6.6956, 9.50309; 

15.0987, 64.074 

c) 1.51855, 1.2809; 2.3773, 1.87729; 3.85247, 3.45126; 6.71282, 9.56846; 15.6384, 

70.3792 

3. a) 0.582, 1,18; 0.117969, 1.27344; -0.336912, 1.27382; -0.730007, 1.18572; 

-1.02134, 1.02371 

b) 0.568451, 1.15775; 0.109776, 1.22556; -0.32208, 1.20347; -0.681296, 1.10162; 

-0.937852, 0.937852 

c) 0.56845, 1.15775; 0.109773, 1.22557; -0.322081, 1.20347; -0.681291, 1.10161; 

-0.937841, 0.93784 

4. a) -0.198, 0.618; -0.378796, 0.28329; -0.51932, -0.0321025; -0.594324, 

-0.326801; -0.588278, -0.57545 

b) -0.196904, 0.630936; -0.372643, 0.298888; -0.501302, -0.0111429; 

-0.561270, -0.288943; -0.547053, -0.508303 

c) -0.196935, 0.630939; -0.372687, 0.298866; -0.501345, -0.0112184; 

-0.561292, -0.28907; -0.547031, -0.508427 

5. a) 2.96225, 1.34538; 2.34119, 1.67121; 1.90236, 1.97158; 1.56602, 2.23895; 

1.29768, 2.46732 



Respuestas a los problemas 


737 


CAPÍTULO 9 


b) 3.06339, 1.34858; 2.44497, 1.68638; 
2.5175 

c) 3.06314, 1.34899; 2.44465, 1.68699; 
1.35514, 2.51827 

6. a) 1.42386, 2.18957; 1.82234, 2.36791; 
2.83354 


1.9911, 2.00036; 1.63818, 2.27981; 1.3555, 

1.99075, 2.00107; 1.63781, 2.28057; 

2.21728, 2.53329; 2.61118, 2.68763; 2.9955, 


b) 1.41513, 2.18699; 1.81208, 2.36233; 2.20635, 2.5258; 2.59826, 2.6794; 2.97806, 
2.82487 

c) 1.41513, 2.18699; 1.81209, 2.36233; 2.20635, 2.52581; 2.59826, 2.67941^; 

2.97806, 2.82488 


7. Para h - 0.05 y 0.025: x = 10.227, y = -4.9294; estos resultados concuerdan con la 
solución exacta hasta cinco dígitos. 

8. 1.543,0.0707503; 1.14743, -1.3885 9. 1.99521, -0,662442 


Sección 9*1, página 473 

1. a) r^ = -1, = (1, 2)^; = 2, = (2,1)^ b) Punto silla, inestable 

2. a) = 2, zz (i, 3 )^; ^2 = 4, = ( 1 , 1 )^ b) Nodo impropio, inestable 

3. a) =-l, (^ 0 ) = ( 1 ^ 3 ) 2 ". ^( 2 ) ^ 1)7 ^) py^to silla, inestable 

4. a) = 72 = -3, = (1, 1) ^ b) Nodo impropio, asintóticamente estable 

5. a) Tj = 72 = -1 ± i; = (2 ± ¿, 1)^ b) Punto espiral, asintóticamente estable 

6 . a) Tp 72 = ± /; = (2 ± í, 1)^ b) Centro, estable 

7. a) 7 p 72 = 1 ± 2i; ^ 0 ), ^( 2 ) = i zp ¿y b) Punto espiral, inestable 

8 . a) 7 , = -1, ^0) = (1, 0)^; 7 , = -1/4, ^(2) = (4, -3)^ 
b) Nodo impropio, asintóticamente estable 

9. a) '*1 = 72 = 1, = (2, 1)^ b) Nodo impropio, inestable 

10. a) 7 p 72 = ± 3i; < 5 ^ 2 ) = ( 2 , 1 T 3/)^ b) Centro, estable 

11 . a) 7j = 72 = -1, = (1, 0)2", (JÍ 2 ) _ 2 )^ b) Nodo propio, asintóticamente estable 

12. a) 7p 72 = (1 ± 3/)/2; <^^ 2 ) = ( 5 ^ 3 ::p 3/)7 b) Punto espiral, inestable 

13. jCq = 1, yQ = 1; r^= V2, 72 = -n/ 2; punto silla inestable 

14. Xq = -1, y^ = 0; 7 j = -1, 73 = -3; nodo impropio, asintóticamente estable 

15. Xq = -2, yo = 1; 7p 72 = -1 +V 2 /; punto espiral, asintóticamente estable 

16. Xq = y/5,y^ = a/p; 7 p 72 = centro estable 

17. c2 > Akrriy nodo impropio, asintóticamente estable; c2 = Akm^ nodo impropio, 
asintóticamente estable; < 4km, punto espiral, asintóticamente estable. 

Sección 9.2, página 486 


1. X — 4e~\ y = y = x^/S 

2. X = 4e~\ y = 2e^^; y — 32x~^; x — 4e~\ y = 0 

3. X = 4 eos í, y - 4 sení; x^ + y^ = 16; x = —4 sent, y = 4 eos t; x^ + y^ = 16 

4. X = ^/a eos í, y = — x/Ssen t; {x^/a) + (y^/b) = 1 

5. (0, 0), (-i 1) 6. (0, 0), (1, 0), tO, 2), (i i) 

7. {±n7r,0), n = 0, 1,2,... 8. (0,0) 

13. 2x^ — ax"*" + 2y^ = c 
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Sección 9.3, página 495 

1 . Punto espiral, asintóticamente estable 2. NP, NI o PEs, inestable 

3. Punto espiral, asintóticamente estable 4. Punto espiral, inestable 

5. Punto silla, inestable 6 . Punto silla, inestable 

7. jU < 2, punto espiral, inestable, /i = 2, NP, NI o PEs, inestable; 
p> 2, nodo impropio, inestable 

8 . Punto espiral, inestable 9. C o PEs, indeterminado 

10. Nodo impropio, asintóticamente estable 

11. (0, 0), NP, NI, o PEs, inestable; (-1, 1), punto silla, inestable 

12. ( 1 , 1 ), NP, NI o PEs, asintóticamente estable; (-1, 1), punto silla, inestable 

13. (0, 0), nodo impropio, inestable; (0, f), nodo impropio, asintóticamente estable; ( 1 , 0), 
punto silla, inestable; (- 1 , 2 ), punto silla, inestable 

14. (1, 1 ), punto espiral, asintóticamente estable; (-1, 1), punto silla, inestable 
20. b) Consulte la tabla 9.3.1. 

23. ?í) dxídt = y,cly/dt--g(x)-c(x)y 

b) El sistema lineal es dxidt = y, dy/dt = ~gX0)x - c(0)y 

c) Los eigenvalores satisfacen + c(0)/' + g'(0) = 0 

Sección 9.4, página 508 

1 ^ 1 ^) ( 0 ^ Q). ^ [ ^ nodo impropio, inestable 

^ 0 ^ 2 ): r = 2 , r 2 = - 2 , punto silla, inestable 

('í, 0 ): r, = — r 2 = 8 , punto silla, inestable 

ity 5 )- ^2 = (-2.2 ± v204)/2, nodo impropio, asintóticamente estable 

2. a, b) (0, 0): r, = r, — 2, nodo impropio, inestable 

(0, 4): Tj = -i, r, = — 2, nodo impropio, asintóticamente estable 

(|,0): rj = — /s = ~-i, nodo impropio asintóticamente estable 

(1, 1): ^ 1,^2 = (-3 ± \/13)/4, punto silla, inestable 

3. a, b) {0, 0): = 2 , ^2 = 2, nodo impropio, inestable 

(0, 2); = — i, r, — —2, nodo impropio, asintóticamente estable 

(3,0): i'i = -f, r 2 = - y-, nodo impropio, asintóticamente estable 
(t' ío)- = 1.80475, ^2 = 0.30475, punto silla, inestable 

4. a, b) (0, 0): = 4, r, - I nodo impropio, inestable 

(0, J): r 1 - í r¡ = - i pnnto silla, inestable 

(3, 0): = -4, ^2 = i, punto silla inestable 

(2, ¿): r, = - 1.18301, ^2 = -0.31699, nodo impropio, asintóticamente estable 

5. a, b) (0, 0): r, = 1, r, = nodo impropio, inestable 

(0, ^): = — 2 , r 2 = — f, nodo impropio, asintóticamente estable 

(1, 0): r, = - 1, r 2 = punto silla, inestable 

6. a, b) (0, 0): r, = 1, c, = f, "odo impropio, inestable 

(0,1): Ti = = —4, punto silla, inestable 

(1,0): r, = X, r 2 = — 1, punto silla, inestable 

(2, 2): >'2 = (-5 ± \/"3)/2, nodo impropio, asintóticamente inestable 

8 . a) Los puntos críticos son x = 0 , y = 0 ; x = e^/cTj, >» = 0; at = 0, jy = 62 / 0 - 2 . El estado mixto 
{X, y) no es posible ya que una de dos, A" o 7, es negativa, x -► 0, y € 2 / 0-2 cuando í x, 
sobrevive el redear. 
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b) Igual que en el inciso a), excepto que x ^ /o-p y 0 cuando t oo, sobrevive el 
bluegilL 

9. a) Z = (fi - - y,/^). Y=(R- y^sVd - yj^)- 

b) Se reduce Y aumenta; sí, si B se hace menor que y^R, entonces^ —► 0 y y -►/? cuando 
t-*oo. 

10 . a) ~ « 2^1 ^ 

^ 1^2 “ ^ 2^1 " y todos los puntos sobre la recta cr^x + a^y = €p 

b) <Ti €2 - « 2^1 > 0 : ( 0 , 0 ) es nodo inestable; (e/crp 0 ) es punto silla; 

(0, € 2 /( 72 ) es nodo asintóticamente estable. 

0*162 - « 2^1 inestable; ( 0 , ejcr^) punto silla; 

(e^/cT^, 0 ) es nodo asintóticamente estable. 

c) ( 0 , 0 ) es nodo inestable; los puntos sobre la recta o^ijc + a^y ~ son puntos críticos 
estables, no aislados. 

Sección 9.5, página 521 

1 . a, b) ( 0 , 0 ): r 2 == -i punto silla, inestable 

ih 3): 7i, r 2 = ±\/3i/2, centro, estable 

2 . a, b) ( 0 , 0 ): = 1 , 72 = - 5 , punto silla, inestable 

(^, 2): Tp 72 = ±i/2, centro, estable 

3 . a, b) (0,0): r, = 1, /-j = -i, inestable 

(2, 0): 7 j = I, 72 = — 1, punto silla, inestable 

( 1 ^ I). r 2 = {- 1 ± vTÍí)/ 8, punto espiral, asintóticamente estable 

4. a, b) (0,0): r, = |, = -1, Pnnto silla, inestable 

(1,0): ri = -I, = i Punto silla, inestable 

(1, í): Ti, 7 , = ( — 1 ± VÓ^)/2, impropio, asintóticamente estable 

5 . a, b) ( 0 , 0 ): 7 ^ = - 1 , 72 = -f, uodo impropio, asintóticamente estable 

(i 0): 7 i = I, 72 = -1, punto silla, inestable 

(2, 0): 7j = -3 ,72 = punto silla, inestable 

( 2 » a)- ^ 1 . ^*2 = (~ 3 ± V^O/8» punto espiral, asintóticamente estable 

6. / = 0, 7, 27,...: // es un máx., dP/dt es un máx. 

t = 7/4, 574,...: dHIdt es un mín., P es un máx. 

t = 7/2, 37/2,. .. : Hcsun mín,, dPIdt es un mín. 

t = 37/4, 77/4,...: dH/dt es un máx., P es un mín. 

7. a) Vca/VSy b) V3 

d) La razón de la amplitud de la presa a la amplitud del depredador aumenta muy lenta¬ 
mente a medida que el punto inicial se aleja del punto de equilibrio. 

8. a) 4;r/V3 s 7.2552 

c) El periodo aumenta lentamente a medida que el punto inicial se aleja del punto de 
equilibrio. 

10. Atrapar zorros en medio ciclo, cuando dPIdt > 0; atrapar conejos en medio ciclo, cuando 
dHIdt > 0; atrapar zorros y conejos en un cuarto de ciclo cuando, dPIdt > 0 y dHIdt > 0; no 
atrapar ninguna de las dos especies en un cuarto de ciclo, cuando dPIdt < 0 y dHIdt < 0. 

11. dHIdt = aH - aHP - pH^ dPIdt = -cP + yHP - 8P, en donde /3 y 5 son constantes de 
proporcionalidad. El nuevo centro es // = (c + 8)ly> dy y P-{a-P)la < ala, de modo 
que jel valor de equilibrio de la presa se aumenta y el valor de equilibrio del depredador 
se disminuye! 
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CAPÍTULO 10 


12- Sea A = ala-clY> 0. Los puntos críticos son (0,0), {ala, 0) y {el y, aAla), en donde (0, 
0) es un punto silla, (ala, 0) es un punto silla y {c/y, aAla) es un nodo asintóticamente 
estable, si (caly)^ - 4caA > 0, o un punto espiral asintóticamente estable, si (caly)^ 
- AcaA < 0. (//, P) {dy, aAla) cuando t oc. 

Sección 9,7, página 541 

1. r ^ L 0 ~ t + ÍQ, ciclo límite estable 

2 . r = I, 0 -r íq, ciclo límite semiestable 

3 . r = l, = t + ¿ 0 , ciclo límite estable; r = 3, 0 = í + /q, solución periódica inestable 

4 . I ^ = _ r + ÍQ, solución periódica inestable; r = 2, 0^-t + , ciclo límite estable 

5. r — (2n — 1), 0 ~ t -h íq, n — 1, 2, 3,, ciclo límite estable; 

r = 2/1, 0 = / + /í = 1 , 2, 3,.. ., solución periódica inestable 

6 . r ~ 2, 0 - — f + ío» límite semiestable; 
r = 3, 0 = —/ + Íq, solución periódica inestable 

8 . a) En contra del sentido del movimiento de las manecillas del reloj 

b) r= 1, 0 = t + ciclo límite estable; r=^2,0=t + tQ, ciclo límite semiestable; 
r = 3, 0 = r + /y, solución periódica inestable 

9. r - V2, d = —t + ÍQ, solución periódica inestable 

14. a) ^ = 0.2, r=6.29; ^=1,1=6.66; /i = 5,r=ll,60 

15. a) x'y,y'--X¡uy - jjy^ 3 

b) 0 < iu<2, punto espiral inestable; ¡á^2, nodo impropio inestable 

c) A = 2.16, 7=6.65 

d) ;í = 0.2,A = 1.99, 7=6.31; /i = 0.5, A = 2.03, 7 = 6.39; 

/r=2,A = 2.60, 7= 7.65; /i = 5,A = 4.36, 7= 11.60 

Sección 9.8, página 552 

1. b) ;. = = (0, o. I )*'; /. = (20, 9 - + 40r, 0)^; 

I'-'» = (20,9 + v81 + 40r, 0)"' 

c) S -2.6667, = (0, 0, 1)^; S -22,8277, s (20, -25.6554, 0)"^; 

A., S 11.8277, . 5 '^' s (20,43.6554,0)^ 

2. e) A, S - 13.8546; A^, Aj s 0.0939556 ± 10.1945( 

5. a) dV/dt = - 2a[rx^ + + 6(2 — r)^ — br^] 


Sección 10,1, página 563 


1 . = u,, o < X < 1 , 
u(.x\ 0) = 20, 0 < X < 1 
iy( 0, f) = 60, i/(Lf) = 20, 

2. = Hf, 0 < -x < 2, 

w(.x, 0) = 30 A 50x — 20x‘ 
u(0, f> = 30, u(2, t) = 50, 

4. íi(,v, r) = 27r.x ■ 


í > 0 3c^ = 0.000114 mVsec 

X en metros 

f > 0 f en segundos 

t > 0 = 0.000171 m^/sec 

% 0 < X < 2 X en metros 
f > 0 í en segundos 

— sen57i:x 



Respuestas a los problemas ___ 

5. u(x, O = 2e“”^'^^^sen(7ix/2) — ^''^‘^''^senTrx + 4e“"^‘sen27ix 

6. (longitud)"^ 

7. xX" -XX ^0, r + ÁT = 0 

8. X" - XxX = 0, T' + XtT = 0 

9. X" - X(X' + X) = 0, T' + xT = 0 

10. [p{x)X'y + Xr{x)X = 0, T" + xT = 0 

11. No separables 

12. X" + (x + X)X = 0, Y" - xy = 0 

15. a) — bwi + (c — hS)w = 0 b) Ó — c/b sih ^ 0 

16. X" + p^X - 0, r' + (x^ - p^)Y = 0, T' + - 0 

17. + r/?' + (xV^ - //")/? = 0, 0" + /i^G = 0, T + a^X^T = 0 


Sección 10.2^ página 572 


1. T=2 
4. T=1 

7. T= Inj m, /w ^ 0 
10. r=4 

12. lo puede no ser periódica; por ejemplo, sea /(/) = 1 + eos t. 


2. r=i 

5. No periódica 
8. No periódica 


14. /(x) = — X -sen — 

Tí n^\ n l 

..... 2/^1 nnx 

16. /(x) = ~ ^ -sen—— 

TT rt = j W / 


3. No periódica 
6. r=2;r/5 
9. r = 2 


‘5./(x) = 2-^I 

Z 7C «= 1 


1 2 ^ sen [(2n — 1 )nx/l] 


2n - 1 


17. f{x) — - >-sen/iTTx 

Tí „=i « 


, 1 1 ^ sen2n;rx 

18-/W = 5-- i — 

Z 7t «= 1 n 


4 

Tt.t', 2«- 1 


20. f{x) = - j + I 
«= 1 


2cos(2n—l)x ^ (—l)"^^sennx 
n{2n - 1)^ ''' n “ 


21. 

/w = 

1 

4 “ 

cos(2n — l)7cx 





2^ 

»=i 

(2n - 1)^ 





22. 

/(x) = 

31 

4^ 

1-1 

21 cos[(2« — l)7tx//] 
(2n - \)V 


-1)’ 

1+1 

/sen(w7tx//) 

rxTí 

23. 

/(x) = 

ac 

r 2 

riTí / 2 y 

HTt 


niíx 

I 

— 

eos-h — sen 


sen 

— 



n = 1 

L 

2 \n7i / 

2 _ 


2 


24. 

/(X) = 

21- 

■ X en / 

< X < 2/; /(x) == - 

-2/ 

~ X 

en 

-3/<x< 

25. 

/(X) = 

X — 

1 en 1 

li 

ri 

V 

V 

-8 

en 8 

< 

X < 9 

26. 

/(X) = 

-/ 

- X en 

-/ < X < 0 






Sección 10.3, página 582 


1 . 



sen(2M — l);rx 


741 


2n- 1 
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2. /(X) =: 


(2n — l)^7t 


(- 1 )" 

— cos(2n — l)jc H-sennx 


3. f(x) = -i - I eos 2x 4. f(x) = s + 

5^/w-5 + ^f 

2 7t^ (2n - 1)^ 

2 4 «> + i 

6- /(.x) = T + "^ X -2— 

3 71^ „^i 

1 2 °° í — 

'7. /W = X + - Z ^-T 

2 71 2w - 1 

¿l 00 

8. f(x) = ~ + Z (^« SQnnnx); 

2 n = 1 

_ 1 _ k _ í~ 

3’ " w^TT^ ’ ” jl/n7r — 4/?t^7i:^, «impar 

9. >' = (07 sennt — n sena)í)/a>(ft)^ — n^), co^ ^ 

y = (senwí — nt eos nt)lln^, 

00 

10. y = Z senttí ~ n sen coí)/ct7(a7^ — n% o) ^ 1, 2, 3,... 


.. r/ X 2 ^ sennTis 

4, f{x) — s -y — \ -eos nnx 

n „=i n 


y = Z senní — n senmí)/m(m^ — n^) + ¿>„(sen mt — mt eos mt)/2m^, (o ~ m 


n.y=- I 


sen(2« ~ l)í-senmí 


n „= 1 to^ — (2n — 1)^ |_2« — 1 ^ J 

1 ^ 4 ® eos(2n — l)7cí — eos ÉOí 

12. y = eos coi + :^ (1 - eos coi) + — ^ - ..^r y ' /-> -ÍTri 

2ü>^ 1 (2« — — (2n — 1)^] 


Sección 10.4, página 588 


1. Impar 
5. Par 
9. Par 
13. 0 
17. 0 

1 4 ® 

20. /(x) = - + 3 Z 

4 7C /,= 1 


2. Impar 
6. Par 
10. Par 
14. i 
18. 0 
— cos(n7r/2) 


4 ” (nn 2) -sen{nn 2) 

/(x 1 - 2 -sen(n7ix/2) 

^ 1.2^ (2n- l)7tx 

21. / X = - + - X —r ^— 

2 71 „ = 1 2n — 1 2 


3. Ninguna 
7. Ninguna 
11. Ninguna 
15. 27r(-l)”^Vrt 


cos(«7rx/2) 


* 2 / 

22. f{x) = Z — -eos nn -I 

„ = 1 «71 \ 

23. f(x) = 1 

^ 4 ^ sen(2« — l)x 

24. /(X) = - z 

71 n'Tl 2« ” 1 


2 «7r\ «TTX 

eos «71 4- — sen — sen-^ 
«7t 2 7 2 


4. Impar 
8. Par 
12. Ninguna 
16. 0 
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25. /(x) = X — eos -— + 


Inn 


\ nx 
— 2 eos nn sen—- 


«= 1 nn 

, 1 1 ^ sen2n7cx 

26. /(X) = r - - X - 

2 71 „ = i n 

T 7 f cos[(2« - l)7tx//] 

7C n=l n 

n 1 ^ 

29. /(x) = - + - X 

4 TT n=\ 


2n nn 

4 

( 

\i 

— sen — 

H-y 

eos —— 


_n 2 

n^ 

l 2 

J] 


30. /(X) = 2 X 


(-1)" sen nx 


35. 2.895 


36. b) 3.061 


40, Desarrollar f(x) antisimétricamente hacia (/, 2/]; es decir, de modo que /(2/ -x) = - 
para 0 < x < /. Luego, extender esta función como una función par hacia (-2/, 0). 

Sección 10.5, página 597 

1. u(x, í) = Y, c„e~"^"^“^'^'Sen(n7rx//); a^=1.14cmVs, /=100cm 

n = 1 

a) c„ = 100(1 — eos nn)lnn b) c„ = 400sen(«7r/2)/n^7r^ 
c) c„ ~ 100[cos(n7r/4) — cos(3n7r/4)]/n7r 


1 


^ - (2fi - 1 )^n-3h/4.00 


(2rt — 1)71X 


400 ^ 

2. u{x, t} = - X , , - — 

n „ = 1 2n — 1 20 

a) w(10, 30) ^ 35.9°C b) w(10, 30) ^ 67.2X c) w(10, 30) ^ 97.4X 

3. t = 400(a7r)“^ ln(400/257r) a) í ^ 38.6 s b) í ^ 76.7 s c) £ = 550 s 

4. a) 0.49108 b) t ^ 0.49108 c) t ^ 0.49108/Va^ 


60x 


^ /50 70 


5. a) u{x, £) = — + y — + — eos £171 e 
/ „= 1 \nn nn J 


0.86rt27t2í//2 


sen- 


l 


b) u(5, 30) ^ 12.6X; w(5, 60) ^ 13.7"C 

c) u(5, 30) = 14.LC; 12%; tercer término ^ —0.005°C 

d) £ ^ 160 s 

6. a) f(x) = 2x, 0 < X < 50; /(x) = 200 - 2x, 50 < x < 100 


b) m(x, £) = 20 - - + Y 

J 1 


- 1.14n2jr2f/(l00)2 


sen 


100 ’ 


c„=- r 

" 50 Jo 


f(x) - 20 


nnx 800 nn 40 

sen —— dx = sen y;- 

100 n^n^ 2 nn 


7. u(x, t) = - + c„e 




eos - 


nnx 

T’ 


/ Jo 

9. i^(x) = 0 


nnx nx 


eos —j— sen dx — 


0, n par 

-4/(£i^ — 1)7c, n irppar 
10. v(x) = T 


lím w(x, £) = 2/71 

t-* X 


-m 
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I I. b) u{x.t)= c„e 


(2n - 1 


sen 


{2n - \)nx 2 n 

^■- = tJ„./(x) 


(2n — f)7rx 


21 

{2fi ~ l)7rx 


/ 


sen - 


21 


11 m(jc, t)- r + X V 

n - I 21 


Jó [./'(■<) - 7’]sen 


Í2n — \)nx 

- dx 


21 


13. v{x) - T(1 H- x)/(l + /) 

14. u{x] - ^ 


X 

T - 
a 


í + (l/a) - I ]’ 


O < X < fl 


T 




1 


a C + (//¿/)-l 
15. e) íí„(x, /) = senÁ„x 


en donde c = K 2 ^ 2 /^i^i 


, a<x<l 


dx 


Sección 10.6, página 608 


l. w(x, t) 



1 rtTi nTTX nnat 
sen - sen—— eos 
2 l l 


2AÍ ^ 1 / MTi 3n7r\ nnx nnat 

2. u{x,t) ~ ) -- I sen.+ sen —— sen —— eos — 

n^ „=in^\ 4 4 J l l 


* nnx nnat 2 n nnx 

3. w(x, í) = 2. sen sen , c„ = ^ g(x)scn —^ dx 

/ / nTTÚ! *10 / 

4/4P ^ 1 nTT htcx «tiíií 

4. w(x, í) = —^ ^ sen— sen-— sen—— 

an n^\ 2 / / 


6. w(x, í) 


00 


I 

1=^ 1 


(2n - 


c*„ sen 


21 


l)7rx 
— eos 


(2n — \)nat 

“ ’~2Í 




sen 


(2n — l)7rx 
21 “ 


dx 


9, (t)(x + al) representa una onda que se desplaza en la dirección x negativa con velocidaJ 
a > 0. 

10. a) 248 pie/s b) 49.6 nn rad/s c) Las frecuencias aumentan; los modos permanecen sin 
cambio. 

11. u(x, í) = X /:í„í sen(n7ix/7), = (nna/l)^ + c„ = ~~ /(x)sen(n7rx//) dx 

n=í / *1” 

17. r^R" 4 - rR' + {/.^n — /i^)R = 0, 0" + = 0, T” + /}a~T ~ 0 


Sección 10.7, página 620 


® ftTTx ^ n7ry 21a 

a) m(x, y) = X . senh , c„ = — .. , , , 

„=i a a scnh{nnb/a) 

4a ^ 1 sen(n7r/2) , nnx , nny 

b) m(x, y) = ^ X -.sin - senh - 


r g{x) sen— Jx 
Jo ' a 


7r^ „ = 1 senh(n7r¿/¿í) 


¿í 


^ M7IX nn(h ~ v) 

2. m(x, v) = X c„ sen senh- c\ 

a a 


2/a 


senh{nnb/a) 


JÓMx) 


nnx 

sen- dx 

a 
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CAPÍTULO 11 


3. u(x, y) = v(x, y) + w(x, y), en donde v(Xy y) se halló en el problema 2 y w{x, y) se expresa 
por la ecuación (12) del texto. 


5. M(r, 9) — ^ ¿ r "(c„ eos nO -f- k„ sen nO); 

2 = 1 

fi9) eos nO dO, k„ ~ f(0) sen nO dO 

ji JO 71 «lo • 

6. w(r, 0) = y sen nO, c„ = — r''/(61)sen nO dO 

n = i na'* Jo 

7. M(r, é?) = ^ sen(n7r0/a), c„ = ^ f{0)sen{nn0/oí} dO 

n=í JO 

* 2 r 

8. u{x, y) = ^ c„e“'”'^^"sen(n7rx/¿i), c„ = - f{x)scn(nnx/a) dx 

«= 1 a JO ■ 

10. b) u{x, y) = Co + y c„ cosh(n7tx/í)) cos{nnylb), c„ = —C" /O) cos(nn:>//j) í/v 

n=i senh(n7ia//7) JO • 

X 1 

11. u(r, 0) = Co + X eos nQ + /c„sen ní}), c„ = ——^ f ” g(i}) eos nO dO, 

«=i nna” Jo 

k„ = - „ _ g(0) sen nO d0\ La condición necesaria es qiO) dO = 0. 
nna” ^ Jo Jo ' 


2/h 


12. w(x, y)= c„cosh{nnx/b)sQn{n7íy/b}, c„ = 

n=l COShÍTITCa/^) 

ce 

13. u{x, y) = ^ c„senh[(2n — l)7cx/2¿>] sen[(2n — l)7ry/2/)], 


Jo/(>')sen(/i7t>-//>) dy 


21b 


Jo*/(>’)sen[(2n - l)7ry/2í)] dy 


senh[(2n — \)na/2b~\ 

14. m(x, y) = Coy + ^ c„ cos(n7rx/a) senh(/i7ry/¿í). 

n = 1 


senh(n7t¿7/í2) 


/(x) cos{nnx/a) dx 


Sección 11.1, página 639 

1. Homogéneo 
3. No homogéneo 
5. No homogéneo 

8. /dx) = 

10. //(x) — e~^ 

12. + (2 - /c)X = 0, T ' + c 


2, No homogéneo 
4. Homogéneo 
6. Homogéneo 

9. /i(x) = 1/x 
11. g{x) = (1 — x^)“ 

' + XT =0 


Sección 1L2, página 643 

1. = [(2n - 1)71/2]^; (¡)„{x) =sen[(2n - l)7rx/2]; ti = 1, 2, 3,. . . 

2. = [(2n - l)7r/2]^; (/>„(x) = cos[(2n - l)7rx/2]; « = 1, 2, 3,. . . 
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3. ÁQ — 0; (poix) = \; /„ = (l>„(x) — eos nnx; n ~ 1, 2, 3, . . . 

4. A„ = — [( 2 í 7 — 1)71/2]^; (/)„(x) =sen[(2rt — l) 7 rx/ 2 ]; n ~ 1, 2, 3,... 

5. 2o = 0; 0o(^) = ^ — X 

Para « = 1,2, 3,..., <í>^{x) = sen ¡i^x-p^ eos p^x y = -jU^en donde las son las raíces 
de /¿ = tan p. 

Aj = -20.19; A^ = -{2n + p^;r^/4 para n grande 

6 . = sen en donde Va^ son las raíces de Va = -tan Va tt, A^ ^ 0.6204; 

A^ ^ (2n - 1)^/4 para n grande 

7. = cos^^^x en donde^^ son las raíces de"^ = cot^; A^ = 0.7402; 

A^ ^ para n grande 

8 . í/>^(x) = sen VA„x + VA^ eos VA^ en donde VA^ son las raíces de 

(A - l)sen Va - 2 Va eos Va = 0 ; A^ ^ 1.7071; A^ = (« - l)^;r^ para n grande 

9. a) 5 (x) = b) A^ = sen nnx; « = 1, 2, 3,. .. 

10 . Eigenvalores positivos A = A^, en donde VA^ son las raíces de VA = f tan 3 A/; las 
eigenfunciones correspondientes son (j)^(x) = sen 3 VX^x, si /=Aq = 0 es un eigenvalor, 
(^q(x) = xc~^ es una eigenfunción; si / ^ 2 , A = 0 no es eigenvalor. Si / < ^ no hay 
eigenvalores negativos; si / > 5 existe un eigenvalor negativo A = -p^, en donde /tes una 
raíz de jU = I tanh 3pl la eigenfunción correspondiente es (^_^(x) = senh 3//x. 

11. No hay eigenvalores reales 

12 . El único eigenvalor es A = 0 ; la eigenfunción es (p{x) = x - 1 . 

13. a) 2 sen VA- VA eos VÁ = 0 b) 2 senh \[p - V/t cosh VS - 0 , ^ = -A 

16. a) A^ = en donde p^ es una raíz de sen pl senh pl = 0 , por tanto, A^ = {nnlVf; A^ = 

97.409//"^, = sen(«;rx//) 

b) A^ = p\, en donde p^ es una raíz de sen pl cosh pl ~ eos pl senh pl = 0; Aj ^ 237.72//^^, 

, ^ ^ sen/i„xsenh pj — senpjs&nh p„x 

<l>nM = — - ~~r —r-— 

senh pj 

c) A^ = en donde p^ es una raíz de 1 + cosh pl eos pl = 0; A^ = 12,362//'*, 

[(sen//„x —senh jti„x)(cos pj -f cosh pj) + (stnpj +senh pJ)(cosh p„x — eos p„x)^ 

(l>nM =-;-^-;- 

eos pJ + cosh pJ 

17. c) <j>^(x) = sen VI„x, en donde, A^^ satisface eos VA^/ - sen VÁ„/ = 0 ; 

Al - 1.1597//2, A 2 = 13.276//2 


Sección 11.3, página 652 

1. ^„(x) = V2sen(n — ^)7rx; n = 1, 2,... 2. 0„(x) = V^ cos(tt — ^)7rx; n = 1,2,... 

3. (po{x) = 1, </>„(x) - y/l eos n;rx; n = 1,2,... 


4. 4)„(x) = 


V2 


eos Vx„x 


(1 +sen^ VXi^) 


1/2 


en donde, 2„ satisface eos yjÁ„ 


Á„ sen V= 0 


5. <t>„(x) - (2VI + 

2 V 2 


6 . = 


sen «;rx; = 1, 2,.. . 

4v/2(-l)"^ 


(2n — 1)71 ’ 

i-ji 

(2n — 1)71 


Tí — 1, 2, . . . 7. C7„ i \2 2 ’ I7 7, . ■ ■ 

(2n — 1)^71^ 

(1 — cos[(2n — 1)71/4]); n = 1,2,... 
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2V2sen(n- í)(7i/2) 


En los problemas 10 a 13, = (1 + sen^ y eos VA^ - VA^ sen ^/A^J - 0. 


10 . 


12. a„ = 


^•n «n 

V2(l — eos vX") 


y/2s&n(JTj2) 

■ n=l,2,... 13. a„ = ——-; n = 1, 2,... 


14. No autoadjunto 15. Autoadjunto 

16. No autoadjunto 17. Autoadjunto 

18. Autoadjunto 

21. Si «2 = 0 o ¿?2 = entonces está faltando el término correspondiente en la frontera. 

26. a) Aj = TT^//^; (piM =sen(7cx//) 

b) Al ^ (4.4934) (piM ==sen\/A^x — x eos l 

c) Aj = <f>iM — 1 — cos( 27 ix//) 

27. A, = 7t^/4P; (t>i(x) - 1 — cos(7rx/2/) 


Sección 11.4, página 665 


1- y = 2 X 


( — 1)"'^ ^ sen nnx 


„ = 1 (n^TT^ - 2)n7i 


2. y = 2 X 


( — 1)”'^ ^ sen(n — {)nx 
„^i [(n -- 2]{n - 


3- >'=-7-4 I 


cos(2n — l)7rx 


4 „ = i [(2n — 1)^71^ — 2](2n — l)^7r^ 

” (2 eos - 1) eos X 

4. y = 2 2^ - 

"=‘ 2„(A„ - 2)(1 +sen^ V2„) 

6-9. Para cada problema la solución es 


“ sen(n7i/2)senn7rx 

^ ^ ^ - 2yn^ 


y = £ ■ ■ <Pnix). c„ = r f(x)4>„{x) dx, p # 

„t'i /.„ - p Jo 


en donde (p„(x) se da en los problemas 1,2,3 y 4, respectivamente, de la sección 11.3 y A^ 
es el eigenvalor correspondiente. En el problema 8 la suma empieza en n = 0. 

1 1 W Y 

10. a = —y = —:r eos ttx-I—? x — - M-c senTrx 

2 -^271^ ttM 2/ 


11. No hay solución 

13. ¿2 = 0, y = c sen tcx — (x/27r) sen tix 

17. y(x) = a + (b — a)x 


19. w(x, í) = ^/2 


4c I /4ci 1 


12. fl es arbitraria, y = c eos nx + aln^ 
18. t;(x) = 1 — |x 

TTX 


sen- 
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£ 


4c„ 


n ^2 (2n - \Yn^ 


(l_g (” — 5)7tx, 


(2 m — l)^7t' 


rt = 1, 2,... 


20. m(x, í) = V2 £ 

1 

\/2 senVA 


Á„ - 1 




eos Já„x 


(1 +sen^ \ÍKy'^ 
V2(l - eos s/T„) 


^ÍJ„(í +sen\'T„y'^ " Á„(l +sen^ 

y satisface eos VA„ - s/A^ sen A = 0 

21. .K,).8 

„=i n'*;:* 

/- ® c„(e~' - c~‘"~ - i)nx 


22. u(x, t) = \ 2 ^ 




_2^2(ln- l)7r+ 4v/2(-l)" 

“ (2n - ifn^ 

23. a) r(x)w, = \_p{x]w^]^ — ^(x)w w(0, f) = 0, w(l, í) = 0, w(x, 0) = /(x) — í;(x) 

^ , 4 f e-'2"-‘»^’'^en(2«- l);rx 

24. u(x, í) = X — 2x + 1 -h - > -- — - 

n „ = 1 2n - 1 


25. w(x, t) = —eos 7ix 4- e 


- 9ít^í/4 


eos(37rx/2) 


31. G(x,s) = 

32. G(5, x) = 


34. G(x,5) 


31-34. En todos los casos la soluciones y - G(x, 5 ) f{s) ds, en donde G{x, s) se da a 
continuación. 

1 — X, 0 < s < X 

I — s, X < s < 1 

s{2 — x)/2, 0 < s < X 

x(2 — s)/2, X < s < l 

icos ssen(l — x)/cos 1, 0 < s < .x 

33. G(x, s) — < 

[senil ^ 5 ) eos x/cos U x < s < 1 

s, 0 < i < X 

x, X < .s < 1 


Sección 11.5, página 681 


00 ^ ^, 

1 . y= £ ^Jo(VA„x), C„ = 

Va„ son las raíces de Jq(^) = 0 

2. c) y = 

P n=\A„-P 


! /*! 


xJl(\íknX) dX, 


Co = 2 JJ f(x) dx; c„ = JJ flx)Jo(-Jk„x) dxj xJI(-Já„x) dx, n = 1,2,... 

VA^ son las raíces de Jq(VA) = 0 
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3. d) a„ = JJ xJ^(^/I^x)/(x) dx j JJ xJ¡(^„x) dx 

e) y = Z T-^ A(v^x), C„ = r /(x)A(vXx) dxíV xJKsÍKx) dx 

„=l p ^ I 

4- b) 3 ' = Z ^2.- iW, C„ = £ f{x)P2„- ,(x) dx I JJ Pl„. ,(x) dx 

Sección 11.6, página 689 

1. b) U(í, 2) = M + 1), 0) = o, O < ¿ < 2 

m(0, rj) — u(2, ?/) = O, O < ^/ < 2 

2. «(r, t) = f kJoiKr) sen l„at, k„ = ^ JJ rJo{X„r)g{r) drj JJ rJl(X„r) dr 

3. Superponga la solución del problema 2 y la solución [ecuación (21)] del ejemplo del 
texto. 

6. u(r, z) = f c„e"'‘”Vo(A„r), c„ = JJ rJo(X„r)f(r) dr j rjg(x„r) dr, 
y son las raíces de /q(A) = 0. 


7. b) i;(r, 0) = {coJQ{kr) + J„(/cr)(¿7„ sen eos mO), 

m = 1 

b„ = — 7. r^" /( 6 ) sen m 0 ¿ 0 ; m = 1, 2 ,... 

7i7„(/cc) Jo 

ín " mOdO; m = 0, 1, 2,... 

TcJJfcc) Jo 

8- c„ = JJ rf(r)Jo(X„r) dr j rJg(A„r) ár 

10. u{p, s) = I; c„p''P„(s), en donde /(árceos s)P^(s)ds / P^(s) rfs; 

/I = 0 / 

es el rt-ésimo polinomio de Legendre y s = eos </>. 


Sección 11.7, página 695 

2. mcs=l; no hay máximo 3. mcs=l; no hay máximo 4. mcs=l; no hay máximo 

5. mes = máximo =1 6. no existe mes ni máximo 

9. a) /o(x) = 1 b) /i(x) = vZ(l - 2x) c) fiix) = (- 1 + 6x - óx^) 

d) goix) = 1, gi(x) = 2x - 1 , g 2 (x) = 6x^ - 6x + 1 

10. PoW = 1, í*!!*) = X, P^ix) = (Sx^* - l)/2, Piix) = (5x3 _ 2x)/2 





Abel, fórmula de, 156, 175,176, 223, 
238 

para sistemas de ecuaciones, 386 
Abel, Niels Henrik, 156, 229 
Aceleración de la convergencia, 588 
Adams-Bashforth, fórmula 
predictora de, 461 
Adams, John Couch, 460 
Adams*Moulton, fórmula correctora 
de, 462,467 

AdamS'Moulton, método predictor- 
corrector de, 462, 465,470 
Airy, ecuación de, 153. 253-257, 262, 
271, 306, 376 
Airy, George Biddell, 253 
Amortiguamiento crítico, 204 
Amortiguamiento, fuerza de, 198,491 
Amplitud crítica, 79 
Amplitud, del movimiento armónico 
simple, 201 

Amplitud, modulación en, 211 
Aniquiladores, método de los, 235 
Aprovechamiento de un recurso 
renovable, 83 

Aproximaciones sucesivas, método 
de, 113,419 
Atracíor extraño, 557 

Barra elástica, vibraciones de una, 590 
Bendixson, ívar Orto, 545 
Bemoulli, Daniel, 28,85,564,608,612 
Bemoulli, ecuación de, 47 
Bemoulli, Jakob, 28, 47, 94, 351 
Bemoulli, Johann, 28, 94 
Bessel, desarrollo en serie de, 686,691 
Bessel, desigualdad de, 702 
Bessel, ecuación de orden: 
cero, 285, 295-299, 305, 326, 629, 
682, 686, 691 


Indice 


K, 687-688 

nu, 136,153,248,304,583,682,688 
tres medios, 304 
un medio, 299-301, 304 
uno, 285, 302-304, 306 
Bessel, Friedrich Wilhelm, 136 
Bessel, funciones de, 28 
aproximación asintóticapara la, 299 
ceros de la, 306, 683, 691 
jr^W, 285, 296, 325, 683, 686, 691 
y/x), 285, 302 
JJx), 301 
•/.wW.301 

ortogonalidad de las, 306, 686, 688 
transformada de Laplace, 32S 
Y,(x\ 298 
304 

Bifurcación, 86,130, 495 554 
Braquistócrona, 28, 94 

Cambio de estabilidad, 129 
Cambio de variable independiente, 
167, 306 

para la ecuación de Euler, 167, 279 
Campo direccional, 22-23 
Campo gravitacional, 88 
Capacidad cinergética del ambiente, 75 
Cardano, Girolamo, 429 
Carga rampa, 337 
Cayley, Arthur, 361 
Centro, 481, 495, 504 
Ciclo límite, 544 

Coeficientes indeterminados, 179-187 
para sistemas de ecuaciones, 232-234 
Colocación, método de la, 696 
Condición de normalización, 656 
Condiciones en la frontera: 
dependientes del tiempo, 674 
homogéneas, 641 


no homogéneas, 599-601, 641, 674 
para la cuerda elástica, 609,616 
para la ecuación de Laplace, 621 
para la ecuación del calor, 632 
periódicas, 667, 699 
separadas, 653 

Condiciones iniciales, 35,121,136, 
220, 357 

propagación de discontinuidades 
para la ecuación de onda, 614 
suavizamiento de las 

discontinuidades para la 
ecuación del calor, 599 

Condiciones periódicas en la 
frontera, 661, 699 

Condiciones separadas en la frontera, 
653 

Conducción del calor, ecuación de, 
18, 564, 565, 632 

barra con extremos aislados, 601-603 
condiciones en la frontera, 565, 
599, 601, 605, 632 
condiciones no homogéneas en la 
frontera, 599-601 
deducción de la, 629-634 
en coordenadas polares, 571 
solución de estado estable, 633 
solución del problema 

fundamental, 565-571, 
597-599 

solución transitoria, 600-601 
soluciones fundamentales de la, 
568, 602 

suavizamiento de discontinuidades 
en las condiciones iniciales, 
599 

término no homogéneo de la 
fuente, 668-669 

Conjunto completo de funciones, 699 



1-752 


índice 


Conjunto fundamental de soluciones, 
149,221,385 

Conjunto ortonormal, 656, 696 
Constante de separación, 566, 601, 
611,623, 641,691 
Construcción gráfica de curvas 
integrales, 58 

Convergencia en la media, 699 
Convolución, integral de, 196,344-347 
transformada de Laplace de la 
344-347 

Crecimiento exponencial, 71 
Crecimiento logístíco, 72-76, 80-81 
Cuasifrecuencia, 204 
Cuasíperiodo, 204 

Cuenca de atracción, 503,517,536-538 
Cuerda elástica: 
de longitud infinita, 618-619 
deducción de la ecuación de onda, 
634-638 

frecuencias naturales de la, 612 
justificación de la solución, 612- 
614,619-620 
libre en un extremo, 617 
longitud de onda de la, 612 
modos naturales de la, 612 
problema general, 614-615 
problemas con valores en la 
frontera de la, 608, 620 
propagación de discontinuidades en 
las condiciones iniciales, 614 
Curvas integrales, 35 

Chebyshev, ecuación de, 264, 285, 
643, 688 

Chebyshev, Pafnuty L., 264 
Chebyshev, polinomios de, 264, 689 

D'Alembert, lean, 168, 564, 608, 618 
Decaimiento radiactivo, 61-62 
Decremento logarítmico, 209 
Dependencia numérica, 457 
Desarrollo por fracciones parciales, 
318, 322, 323, 326 
Determinación de fechas por 
radiocarbono, 67 

Diagonalización, de matrices, 380-381 
de sistemas homogéneos, 416-417 
de sistemas no homogéneos, 420-422 
Diagrama escalonado, 126 
Difusión, ecuación de, véase Conduc¬ 
ción del calor, ecuación de 


Difusividad térmica, 561, 632 
Dirac, función delta de, 341 
transformada de Laplace de la, 343 
Dirac, Paul A. M., 341 
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, 621 
Dirichlet, problema de, 621 
para un círculo, 624-627, 627-628 
para un rectángulo, 622-627,627-628 
para un sector, 628 
para un semicírculo, 628 
para una banda seminfinita, 628 
Discontinuidad por salto, 311,583,614 

Ecuación autoadjunta, 153 
Ecuación característica, 139,225,319 
raíces complejas de la, 160, 226 
raíces reales e iguales de la, 168,227 
raíces reales y diferentes de la, 

139, 225 

Ecuación diferencial adjunta, 153 
Ecuación diferencial ordinaria, 18 
Ecuación diferencial parcial, 18 
definición de 18. Véase también 
Conducción del calor, 
ecuación de; Laplace, 
ecuación de; Onda, 18, 609, 
634 

Ecuación en diferencias, 121-132, 
463-464 

de primer orden, 121, 132 
de segundo orden, 463-464 
iteración de, 121 
lineal, 122-124, 463-464 
logística, 124-132 
no lineal, 124-132 
solución de, 121 
solución de equilibrio de, 122 
Ecuación hipergeométrica, 291 
Ecuación indicial, 282, 287, 288, 292 
Ecuación integral, 112 
de Volterra, 350 

Ecuación logística, 72, 124, 481 
Ecuaciones algebraicas homogéneas, 
371 

Ecuaciones algebraicas no 
homogéneas, 371 

Ecuaciones del depredador-presa, 18, 
354-355, 521-530 

Ecuaciones diferenciales homogéneas 
con coeficientes constantes, 29, 
135-142, 160-165, 168-175, 
225-229 


definición de las, 137, 351 
sistemas de, 388-418 
teoría general de la, 144-159, 220- 
221, 383-387 

Ecuaciones diferenciales 

homogéneas de primer orden, 27, 
103-105 

Ecuaciones diferenciales lineales no 
homogéneas, 137, 177-197, 222, 
232-240 

Ecuaciones diferenciales ordinarias 
de primer orden: 
aplicaciones de las, 60-95 
campo direccional de las, 22-23 
construcción gráfica de las curvas 
integrales, 58 
de Bemoulli, 47 
de Riccati, 108 
demostración de los, 111-118 
exactas, 95-99 

factor de integración para las, 33, 
41, 99-100, 106 
homogéneas, 28,103-105 
intervalo de definición de las, 41, 
56-57 

lineales, 27, 31-47 
no lineales, 56-59 
separables, 47-52 
sistemas de, véase Sistemas, 
solución en serie de, 263-264 
solución general de las, 35, 47, 57 
solución numérica de las, véase 
Métodos numéricos, 
soluciones implícitas de las, 58 
teoremas de existencia y unicidad, 54 

Ecuación diferencial ordinaria: 
definición de, 18 

Ecuaciones diferenciales ordinarias 
lineales, 

asintóticamente estable, 231 
autoadjunta, 153 

cambio de variable independiente, 
167, 279, 306 

con coeficientes indeterminados, 
179-187, 232-234 
conjunto fundamental de 

soluciones, 149, 221, 385 
de primer orden, 
definición de, 21, 135 
ecuación adjunta, 153 
ecuación característica, 139,225,319 



Indice 


1-753 


ecuación de Euler, 167,177,271*279 
ecuación homogénea con 

coeficientes constantes, 28, 
135-142,161-165,168-175, 
225-229 

ecuación no homogénea 137, 
177-196, 222 
exactas, 153 

factor de integración, 33, 41,153 
punto ordinario, 248, 260,264,271 
punto singular, 249, 260, 266-270 
raíces complejas de la, 159, 226 
raíces reales e iguales de la, 168,227 
raíces reales y diferentes de la, 

139, 225 

reducción de orden, 173-175, 222 
sistemas de, véase Sistemas, 
solución complementaria, 179 
solución en serie de, véase 
Solución en serie, 
solución general de, 29, 35, 45, 57, 

140, 149,163, 171,178, 
221, 385 

solución particular, 140, 222 
teoremas de existencia y unicidad, 
40,145, 220, 261, 288, 292 
variación de parámetros, 39, 
189-194, 236-239 
Ecuaciones diferenciales ordinarias 
no lineales: 

de primer orden, 27, 31-45 
métodos de resolución, 
17-22, 65-81 
definición de, 21,136 
sistemas autónomos, 486-561 
soluciones periódicas, 495, 
521-529, 541-551 
y'’=f{x,y'), 143 

y' =fiy,y'% i43 

teoremas de existencia y unicidad, 
54, 112, 357 

Ecuaciones exactas, 95-99, 153 
condición necesaria y suficiente 
para la existencia de la 
solución, 28, 97 
para las ecuaciones de segundo 
orden, 153 

Ecuaciones rígidas, 458 
Ecuaciones separables, 27, 47-52 
Eigenfunciones, 568, 645 
normalizadas, 656 


ortogonalidad de las, 655, 686 
series de, 658, 666, 686, 691, 699 
Eigenvalores de problemas lineales 
homogéneos con valores en 
la frontera, 568, 645 
cuándo son positivos, 662 
existencia de, 646 
problema de Sturm-Liouville, 
existencia, 654 
reales, 654 
simples, 377 

Eigenvalores de una matriz, 376-381 
multiplicidad de los, 377 
realidad de los, 380 
simples, 656 

Eigenvalores simples, 377 
Eigenvectores de una matriz, 376-381 
generalizados, 408 
independencia lineal de los, 377,380 
normalizados, 377 
ortogonalidad de los, 380 
Epidemias, 84-86 
Error: 

cuadrático medio, 
efecto del tamaño del paso, 432, 
439, 455 

estimación por el método de 
extrapolación de 
Richardson, 442, 450, 454 
local por redondeo, 437 
local por truncamiento, 437 
para el método de Euler, 438-441 
para el método de los tres términos 
de la serie de Taylor, 448 
para el método de Milne, 461, 466 
para el método de Runge-Kutta, 451 
para el método modificado de 
Euler, 449 

para el método mejorado de Euler, 
446, 448 

para la fórmula correcta de 
Adams-Moulton, 461 
para la fórmula predictora de 
Adams-Bashfort, 461 
por truncamiento, 437-438, 455 
por redondeo, 437, 441 
Error cuadrático medio, 698 
Especies competidoras, 508-519 
Espectro continuo, 686 
Estabilidad: 

asintótica, 76, 125, 231, 482, 485, 
490, 492, 534 


asintóticamente estable 
globlalmente, 503 
cambio de, 129 
criterio de Hurwitz, 231 
de sistemas casi lineales, 499-500 
de sistemas lineales, 483, 495-497 
de un método numérico, 463-465 
de un punto crítico, 482, 485, 
489-490, 534-535 
estable, 483,485-486,489,492,534 
inestable, 
lineal, 231 
neutra, 545 
orbital, 544 

región de estabilidad asintótica, 
503, 536-538 
semiestable, 82, 545 
teoremas de Liapunov, 534 
Estabilidad asintótica, véase 
Estabilidad, 

Estabilidad asintótica global, 503 
Estabilidad numérica, 463-465 
estabilidad lineal, 465 
estabilidad fuerte, 465 
estabilidad débil, 467 
Estabilidad orbital, 544 
Euler, ecuación de, 167-168, 177, 
271-278, 396,406, 411 
cambio de variable independiente, 
167, 279 

Euler-Fourier, fórmulas de, 576, 581 
Euler, fórmula de, para exp(¿c), 161 
Euler, fórmula modificada de, 449 
Euler, Leonhard, 28,108, 430, 564, 
608, 612 

Euler-Mascheroni, constante de, 298 
Euler, método de,429-434, 468 
convergencia del, 436 
error local por truncamiento, 438-441 
error por truncamiento, 438 
Euler, método mejorado de, 444-448 
Existencia y unicidad, teoremas de: 
40, 54 

demostración de], para y' = f(x, y), 
111-118 

para ecuaciones de primer orden, 
54, 111 

para ecuaciones lineales de 
rt-ésimo orden, 219 
para ecuaciones lineales de primer 
orden, 40 




1-754 


Indice 


para ecuaciones lineales de 
segundo orden, 145 
para la solución en serie de 
ecuaciones lineales de 
segundo orden, 260, 288, 292 
para sistemas de ecuaciones de 
primer orden, 357 

Exponenciales complejas, 161-162,227 
Exponenies de la singularidad, 282,287 
Extensión periódica impar, 593 
Extensión periódica par, 593 

Factor de integración, 28, 33, 41, 
99-100, 106, 153 
Fase del movimiento armónico 
simple, 201 

Feigenbaum, número de, 134 
Ferrari, Ludovico, 229 
Fourier Joseph, 563, 573 
Fouríer, series de, 564, 573-597 
aceleración de la convergencia, 588 
convergencia de las, 582-583, 588 
convergencia de las sumas 
parciales, 585 

ecuación de Parseval, 588, 595, 620 
elección de la serie, 593-594 
fenómeno de Gibbs, 585, 594 
fórmulas de Euler-Fourier, 576 
integración de las, 575 
ortogonalidad de los senos y 
cosenos, 574-575 

para la onda cuadrada, 584-586,595 
para la onda diente de sierra, 
592-593, 595 

para la onda triangular, 577-578,595 
periodicidad de los senos y 
cosenos, 573-574 
serie de cosenos, 590, 658 
serie de senos, 590-591, 658 
tipos especializados, 595-596 
Frecuencia natural, 201, 645 
de la cuerda vibrante, 612 
del movimiento armónico simple, 
201 

Fredholm, Erik Ivar, 668 
Fredhoim, teorema alternativo de, 668 
Frobenius, Ferdinand Georg, 281, 361 
Frobenius, método de, 281 
Fuchs, Immanuel Lazarus, 261 
Función analítica, 244, 260 
Función cuadráticamente integrable, 
699 


Función de error, 44 
Función definida negativa, 533 
Función definida positiva, 533 
Función discontinua de fuerza, 46, 
335-339 

Función escalón unitario, 327 
transformada de Laplace de la, 329 
Función gamma, 315 
Función generalizada, 341 
Función impar, 589 
Función semidefinida negativa, 533 
Función semidefinida positiva, 533 
Funciones escalón, 327 
Funciones impulso, 339-344 
Funciones matriciales, 367 
Funciones pares, 589 
Funciones periódicas, 573 
combinación lineal de, 574 
coseno y seno, 574 
derivada de, 580 
integral de, 579 
periodo fundamental, 574 
producto de, 574 
transformada de Laplace, 334 
Funciones propias, véase 
Eigenfunciones 

Funciones seccionalmente continuas, 
311,582 

Galois, Evariste, 229 
Gibbs, fenómeno de, 586, 592 
Gibbs, Josiah Willard, 586 
Gompertz, ecuación de, 83 
Creen, función de, 678-681 
Creen, George, 678 

Heaviside, Oliver, 310 
Helmholtz, ecuación de, 694 
Hermite, Charles, 258, 361 
Hermite, ecuación de, 258, 271, 643 
Hermite, polinomios de, 258 
Heun, fórmula de, 445 
Historia de las ecuaciones 

diferenciales, 27-30 
Hooke, ley de, 197 
Hooke, Robert, 197 
Hurwitz, criterio de estabilidad de, 231 
Huygens, Christian, 351 

Independencia lineal, 154-159, 221 
de funciones vectoriales, 377 
de vectores, 374 


Integral impropia, 310 
teorema de comparación para la, 312 
Iteración, método de, 113,436 
de ecuaciones en diferencias, 121 
Interés compuesto, 62-65 
Interpolación, polinomio de, 461 
Intervalo de convergencia, 242 
Isóclina, 26 

Jordán, Camille, 361 

Kernel de la convolución, 196 
de la integral de la transformada, 309 
Kirchhoff, Gustav R., 207 
Kirchhoff, ley de, 207, 359 
Kutta, M. Wilhelm, 450 

L Hospital, Marqués de, 94 
Lagrange, identidad de, 653 
Lagrange, Joseph Louis, 28,190, 

564, 573, 608 

Laguerre, ecuación de, 285, 694 
Laguerre, Edmond Nicholas, 285 
Landau, ecuación de, 86 
Landau, Lev D., 86 
Laplace, ecuación de, 29, 620-629 
condiciones de la frontera para la, 621 
en coordenadas cilindricas, 629,693 
en coordenadas esféricas, 624 
en coordenadas polares, 694 
problema de Dirichlet, 621 

para una banda seminfinita, 
628 

para un círculo, 624-628 
para un rectángulo, 

622-624, 627-628 
para un sector, 628 
para un semicírculo, 628 
problema de Neumann, 621 
para un círculo, 629 
para un rectángulo, 628-629 
problema mixto, 629 
Laplace, Fierre Simón de, 29,310,620 
Laplace, transformada de, 309-352 
de derivadas, 316-318 
de ecuaciones integrales, 350 
de funciones periódicas, 332-333 
de la convolución, 344-348 
de la función delta de Dirac, 341 
de la función escalón, 327 
de la onda cuadrada, 333-334 
de la onda diente de sierra, 334 



índice 


I-75S 


de la onda senoidal, rectificada, 334 

definición de la, 310 

existencia de la, 311 

fórmula de traslación de la, 329,331 

inversa de la, 319 

tabla de la, 320 

Laplace, transformada inversa de, 319 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 27, 47, 
94,351,595 

Legendre, Adrien Marie, 137,156 
Legendre, ecuación de, orden: 
alfa, 137,153, 248, 262, 265-266, 
271, 284, 326, 683,688, 696 
uno, 174 

Legendre, polinomios de, 266,688,702 
Liapunov, Aleksandr M., 531 
Liapunov, función de, 534, 537 
Liapunov, segundo método de, 531-541 
Libby, Willard E, 67 
Liénard, ecuación de, 507, 540 
Liouville, Joseph, 652 
Longitud de onda, de la cuerda 
vibrante, 612 

Longitud de un vector, 365 
Lorenz, ecuaciones de, 552-561 
Lorenz, Edward N., 553 
Lotka, Alfred James, 522 
Lotka-Volterra, ecuaciones de, 18, 
354,521-530 

Magnitud de un vector, 365 
Malthus, Thomas, 71 
Matriz adjunta, 362 
Matriz aumentada, 372 
Matriz autoadjunta, 379 
Matriz conjugada, 362 
Matriz exponencial, 417 
Matriz fundamental, 413-418 
Matriz hermitiana, 258, 379 
Matriz identidad, 365 
Matriz inversa, 365 
Matriz no singular, 366 
Matriz singular, 366 
Matrices, 361-383 
adición de, 362 
adjunta, 362 
aumentada, 372 
autoadjunta, 379 
cero, 362 
conjugada, 362 
diagonalizable, 381 


eigenvalores de, 376-381 
eigenvectores de, 376-381 
exponencial, 481 
fundamental, 413-418 
hermitiana, 379 
identidad, 365 
igualdad de, 362 
inversa, 365-367 
multiplicación de, 363 
multiplicación por números, 362-363 
no singular, 366 

reducción respecto a los renglones 
de, 366 
semejante, 381 
singular, 366 
sustracción, 362 
transpuesta, 362 
Matrices semejantes, 381 
Mecánica, algunos problemas de, 87-92 
Media, convergencia en la, 699 
Membrana elástica, vibraciones de 
una, 620, 690-692 

Método de pasos múltiples, 460-465 
Método predictor-corrector, 460-462, 
465,470 

Métodos numéricos, 429-471 
de Euler, 429-434, 468 

convergencia del, 437 
error local por 
truncamiento, 437 
error por truncamiento, 437 
de Heun, 445, 467 
de los tres términos de la serie de 
Taylor, 447 
de Milne, 461 

de pasos múltiples, 460-467 
de Runge-Kutta, 460-463, 468 
efecto del tamaño del paso, 432, 
439, 455 

error, véase Error, 
fórmula predictora de Adams- 
Bashforth, 461 

fórmula correctora de Adams- 
Moulton, 461-462 
iteración, 436 

método predictor-corrector de 
Adams-Moulton, 461-462, 
465, 470 

mejorado de Euler, 444-448 
modificado de Euler, 449 
para sistemas de ecuaciones de 
primer orden, 467-469 


polinomio de interpolación, 461 
predictor-corrector, 462-463, 465, 
470 

solución extraña, 464 
Mezclas, problemas de, 65-66 
Millikan, Robert A,, 94 
Milne, método de, 461, 467 
Modelos de umbral, 78-81 
Modo natural (de la cuerda vibrante), 
612 

Momento de la muerte, 66-67 
Moulton, Forest Ray, 460 
Movimiento armónico simple, 201 
Movimiento sobreamortiguado, 204 

Neumann, Karl Gottfried, 622 
Neumann, problema de, 621 
para un círculo, 629 
para un rectángulo, 628-629 
Newton, Isaac, 27, 28, 94 
Newton, ley de: 
del enfriamiento, 66, 630 
del movimiento, 17,87,199,354,635 
Nivel de saturación, 75 
Nodo, 393, 406-407, 475. Ver 

también Nodo impropio; 
Nodo propio, 

Nodo impropio, 393, 408, 474-475, 
476-479 
Nodo propio, 477 
Nuliclina, 508-517 

Onda cuadrada, 333,334,585-586,595 
Onda diente de sierra, 334,591-592,595 
Onda, ecuación de, 18, 608, 635 
en coordenadas polares, 689, 693 
solución de la, 618-619 
véase también Cuerda elástica, 

deducción de la ecuación de 
onda 

Onda senoidal rectificada, 334 
Onda triangular, 577-578, 595 
Operador diferencial, 144, 660-661 
Operador lineal, 144, 235, 314, 319 
Orden de una ecuación diferencial, 19 
Orden exponencial, funciones de, 312 
Ortogonalidad, de las funciones de 
Bessel, 306, 686-689 
de funciones, 574 
de las eigenfunciones de los 
problemas de Sturm- 
Liouville, 655, 686 



I--756 


índice 


de las funciones seno y coseno, 
574-575 

de los polinomios de Chebyshev, 689 
de los polinomios de Legendre, 
266, 688, 702 
de vectores, 364 

Pandeo de una columna elástica, 
664-665 

Parseval, ecuación de, 588, 595, 620, 
703 

Péndulo, ecuación del: 
generalizada no lineal sin 

amortiguamiento, 539 
lineal sin amortiguamiento, 22 
no lineal con amortiguamiento, 
491-492, 500-503, 539 
no lineal sin amortiguamiento, 21, 
505-507, 539 
periodo, 506-507 
Periodo del movimiento armónico 
simple, 201 

Picard, Charles Emile, 113 
Picard, método de, 113 
Plano fase, 474 

Población, crecimiento de una, 41-81 
Poincaré, Henri, 473 
Polinomio característico, 225 
Potencial, ecuación del, 18, 620-629 
ver también Laplace 
ecuación de 

Problema autoadjunto con valores en 
la frontera, 660-662, 685 
Problema con valor inicial, 35, 136, 
220, 357 

Problemas con valores en la frontera, 
641 

autoadjuntos, 659-662 
ecuación de la conducción del 
calor, 629-635 
ecuación de Laplace, 621 
ecuación de onda, 608, 677 
homogéneos, 643-665 
no homogéneos, 643-665, 682 
singulares, 682-689 
véase también Problemas 

homogéneos con valores en 
la frontera; Problemas no 
homogéneos con valores en 
la frontera 

Problemas homogéneos con valores 
en la frontera, 643-665 


condición para la existencia de una 
solución no trivial, 646 
de Sturm-Liouville, 652-665 
eigenfunciones, 645 
eigenvalores, 645 
singulares de Sturm-Liouville, 
681-689 

Problemas no homogéneos con 
valores en la frontera, 641, 

665-681 

alternativa de Fredholm, 668 
por la función de Oreen, 668-681 
solución de, por desarrollo de 
eigenfunciones, 665-675 
Producto interno: 
para funciones, 574 
para vectores, 364 
Pulsaciones, 211 
Punto crítico: 
aislado, 496 

al que se aproxima una trayectoria, 
482 

centro de un sistema lineal, 481, 
495, 504 

definición de, 474,489 
estabilidad de un, véase Estabilidad 
de un punto crítico, 
no aislado, 485 
nodo impropio de un sistema 

lineal, 393, 452, 474-475, 
476-479 

nodo propio de un sistema lineal, 476 
para la ecuación de primer orden, 73 
punto espiral de un sistema lineal, 
401,479-481 

punto silla de un sistema lineal, 
391, 475-476 

Punto espiral, 400-401, 479-480, 

495, 505 

Punto ordinario, 248, 260, 264 
en el infinito, 271 
Punto silla, 391, 474-475, 500 
Punto singular, 249, 260, 266-270 
en el infinito, 271 
irregular, 269, 291 
regular, 266-270 

Punto singular irregular, 269, 291 
Punto singular regular, 266-270 
en el infinito, 271 

Radio de convergencia, 242 
Rayleigh, ecuación de, 552 


Reacciones químicas, 86 
Recta tangente, método de la, véase 
Euler, método de 
Región simplemente conexa, 97 
Recurrencia, relación de, 250, 281, 
282, 287 

Redes eléctricas, 206-208, 323, 359 
Reducción a sistemas de ecuaciones, 
355-356 

Reducción de orden, 173-175, 222 
para sistemas, 397 

Región de estabilidad asintótica, 492, 
517, 536-538 

Runge-Kutta, método de, 460-463,468 
Rendimiento máximo sostenible, 84 
Resistencia eléctrica, 206-207 
debida al medio, 89 
ley de Stokes para la, 64 
veáse también Amortiguamiento, 
fuerza de 

Resonancia, 211-213 
Respuesta al impulso, 349 
Retrato fase, 474 
Riccati, ecuación de, 108 
Riccati, Jacopo Francesco, 108 
Richardson, método de extrapolación 
de, 442, 450, 454 
Rodrigues, fórmula de, 266 
Runge, Cari D., 450 
Runge-Kutta, método de, 460-463, 
468 

Schaefer, modelo de, para una 
población de peces, 83 
Schrodinger, Erwin, 341 
Separación de variables, 563 
observaciones adicionales, 689-692 
para la ecuación de conducción del 
calor, 566, 601 

para la ecuación de Laplace, 622 
en coordenadas polares, 693 
para la ecuación de onda, 611 

en coordenadas polares, 693 
Separatriz, 502, 515-516 
Serie de cosenos, 590 
Serie de senos, 591 
Series de eigenfunciones, 658, 
665-666, 688, 691, 699 
Series de potencias propiedades de 
las, 242-243 

Simpson, regla de, 451,454 
Sistema autónomo, 487-489 



índice 


1-757 


Sistema resorte-masa, 197-205, 
210-218 

con dos grados de libertad, 230,354 
Sistemas; 

de ecuaciones algebraicas, 371-376 

de ecuaciones diferenciales, 18 
condiciones iniciales, 356 
lineales, 357 
no lineales, 357 
reducción a, 355-356 
solución de, 355-356 
solución numérica de, 
467-468 

teorema de existencia y 
unicidad, 357 

de ecuaciones lineales de primer 
orden, 383-428 
coeficientes 

indeterminados, 422-423 
conjunto fundamental de 
soluciones, 385 
de Euler, 396, 403, 411 
definición de, 357 
diagonalización, 415-416, 
420-423 

forma vectorial de la 
solución, 385 

homogéneos, 357, 383-387 
homogéneos con 
coeficientes constantes, 
388-419 

con eigenvalores 
complejos, 398-403, 
479-481 

con eigenvalores 
reales y diferentes, 
388-395, 474-476 
con eigenvalores 
repetidos, 405-411 
matriz fundamental, 413-418 
no homogéneos, 357,420-426 
solución general de, 385 
superposición de 
soluciones, 384 
teoremas de existencia y 
unicidad, 357 
variación de parámetros, 
423-425 

Sistemas casi lineales, 495-503 
Sistemas equivalentes, 371 
Solución caótica, de la ecuación 

logística en diferencias, 132 


de las ecuaciones de Lorenz, 557 
Solución complementaria, 179 
Solución de estado estable, 213, 600 
Solución de una ecuación diferencial 
ordinaria, 19 
de sistemas, 385 
de sistemas de ecuaciones, 356 
implícita, 58 

solución general, de las ecuaciones 
lineales, 35, 45, 140, 149, 
163, 170,178, 221 
Solución en serie: 

cerca de un punto ordinario, 
259-266 

cerca de un punto singular regular, 
280-307 

ecuación indicia!, 282,287,288,292 
cuando las raíces de la ecuación 
indicial: 

difieren en un entero, 283-284, 

287, 292, 294-304 

son iguales, 283-284, 287, 
292-294, 295-299 
para ecuaciones de primer orden, 
265 

relación de recurrencia, 250, 280, 
282-283, 287 

teorema de existencia para la, 260, 

288, 292 

Solución general de las ecuaciones 
lineales: 

de /í-ésimo orden, 221 
de primer orden, 35, 45, 57 
de segundo orden, 140, 149, 163, 
168-169,178 

sistemas de ecuaciones de primer 
orden, 385 

Solución implícita, 58 
Solución particular, 179, 222 
Solución transitoria, 213, 600-601 
Soluciones de equilibrio, 73,122, 

474 

Soluciones periódicas de sistemas 
autónomos, 495, 521-529, 
541-551 

Stokes, George Gabriel, 94 
Stokes, ley de, 94 
Sturm, Charles, 652 
Sturm-Liouville, problemas de, con 
valores en la frontera, 
652-665 

autoadjunción de los, 659-662 


con eigenfunciones ortogonales, 
655 

con eigenvalores reales, 654 
simples, 656 
singulares, 681-689 

de espectro continuo, 685 
Superposición, principio de, 146, 
384, 568-571 
Sylvester, James, 361 

Tantócrona, 351 
Taylor, Brook, 244 
Taylor, serie de, 161, 244 

para funciones de dos variables, 
449 

Telégrafo, ecuación de, 636, 643 
Términos de fuerza periódicos, 587 
Transferencia, función de, 349 
Transformación de semejanza, 381 
Transpuesta de una matriz, 361 
Traslación de una función, 329 
Trayectorias, 474, 482 

de sistemas casi lineales, 497 
de sistemas lineales, 474-483 
Trayectorias ortogonales, 109-110 
Tres términos de la serie de Taylor, 
método de los, 446-449 

Unicidad, teoremas de, véase 
Existencia y unicidad, 
teoremas de 

Valores propios, véase Eigenvalores, 
Van der Pol, ecuación de, 547-551 
Variables adimensionales, 572, 
616-617 

Variación de parámetros, 28, 39-40, 
189-194, 236-238 
para sistemas de ecuaciones, 
423-425 
Vectores, 158, 362 

independencia lineal de, 374 
magnitud, 364 
multiplicación de, 364 
ortogonalidad, 365 
producto interno, 364 
soluciones de sistemas de 

ecuaciones diferenciales, 385 
Vectores propios, véase 
Eigenvectores 
Velocidad de escape, 90 
Velocidad de onda, 616, 636 



1-758 


Indice 


Verhulst, ecuación de, 72 
Verhuist, Fierre R, 72 
Vibraciones: 

con dos grados de libertad, 230,354 
de un sistema resorte-masa, 
197-205, 210-215, 323 
de una barra elástica, 590-591 


de una cuerda elástica, 608-620, 
634-636 

de una membrana elástica, 620, 
690-692 
Vida media, 62 

Volterra, ecuación integral de, 350 
Volterra, Vito, 522 


Wronski, Józef, 147 
Wronskiano, 147, 221 
identidad de Abel para el, 156, 
223 

para sistemas de ecuaciones, 
386 

identidad de Abel, 386 



La edición, composición, diseño e impresión de esta obra fueron realizados 
BAJO LA SUPERVISIÓN DE GRUPO NORIEGA EDITORES. 

Balderas 95, Col. Centro. México, D.F. C.P. 06040 
1194025000101522DP9200IE 



